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مقدمه

که دارد وجود مسأله�ای اگر
آنΎاه کنید، حل نم�ͳتوانید
دارد وجود ساده�تر مسأله�ای
را آن کنید: حل م�ͳتوانید که

بیابید!
George Pólya
13 Dec 1887 - 7 Sept 1985

ریاضیات شاخه�های پرکاربردترین از ͳ΋ی شمارش به مربوط مسائل و ترکیبیات
احتمال، همچون دیΎری رشته�های در بل΋ه ͳریاض رشتۀ خود در تنها نه که است

م�ͳباشد. نیاز مورد نیز کامپیوتر علوم و ͳشناس زیست

اصل استقرا، اصل از عبارتند م�ͳروند کار به ͳشمارش مسائل حل در که ͳاصول
م�ͳشوند بیان ͳسادگ به اصول این گرچه طرد. و شمول اصل ضربو اصل جم΄،
که کنیم پیدا تبحر آنها بردن کار به در م�ͳتوانیم ͳصورت در تنها حال این با
در مهم این Έش بدون کنیم. حل آنها وسیلۀ به را مسائل از زیادی نمونه�های
بتوان شاید را است آمده کتاب این در آنچه است. ضروری ͳعلم هر یادگیری
م�ͳگردند مطرح اینجا در که ͳمسائل و اح΋ام مثال�ها، دانست. شمارش ͳمبان
گذاشته�ایم این بر را فرض م�ͳگیرد. بر در را ͳشمارش پرسش�های نوع ساده�ترین

آ�



ب

از اما آشناست ΀صحی اعداد و مجموعه�ها نظریۀ ͳمقدمات مفاهیم با خواننده که
شده ͳسع دانسته�ایم، کتاب این مخاطب نیز را ͳغیرریاض دانشجویان که ͳآنجای این هستند؟ زیبا اعداد چرا

بپرسید که است آن شبیه
بتهوون نهم ͳسمفون چرا
نم�ͳتوانید اگر زیباست.
ͳکس Ϳهی چرا، که ببینید
که بΎوید شما به نم�ͳتواند
اعداد که م�ͳدانم من چرا.
نباشند زیبا اگر هستند. زیبا
چنین نیز دیΎری چیز Ϳهی

نیست.
Paul Erdös

26 March 1913 - 20 Sept 1996

برای حال هر به گردند. اثبات و ارائه مم΋ن ش΋ل ساده�ترین به اح΋ام تا است
که داد نظر ͳدرست به نم�ͳتوان و دارد وجود ͳمتفاوت برهان�های یΈح΋م اثبات
را ͳمتفاوت ترفندهای که ͳطولان ͳاستدلال یا است آموزنده�تر کوتاه و زیبا ͳحل راه
ͳنمونه�های م�ͳتوان ͳطولان حل یΈراه اوقاتدر ͳگاه است. داده جای خود در

نم�ͳشوند. یافت کوتاه�تر برهان�های در که یافت را ͳمتنوع مسائل حل از

حال این با داده�ایم قرار زیبا و کوتاه شیوه�های ارائۀ بر را اصل گرچه رو این از
این در که ͳمسائل شاید ن΋رده�ایم. اجتناب مسأله حل متفاوت راه�های ذکر از
سخت�تری پرسش�های با شدن آشنا برای باشند مقدمه�ای م�ͳگردند مطرح کتاب

م�ͳشوند. مطرح ͳشمارش ترکیبیات در که

استفاده ■ از برهان�ها و ♠ از مثال�ها ،♣ از تعاریف انتهای دادن نشان برای
از م�ͳتوان آمد مش΋ل نظر به چیزی کتاب اولیۀ مطالعۀ در اگر لذا م�ͳکنیم.

کرد. حذف را نظر مورد علامت تا بحث ابتدای

به کنم. تش΋ر خواندند را کتاب این پیش�نوشته�های که ͳکسان از م�ͳدانم لازم
دقت با که کیخا اندیشه و دلداری حدیقه طهوریان، فاطمه خانم�ها از ویژه
دکتر آقای از همچنین سپاسΎزارم. بسیار یافتند را ͳتایپ اشتباهات ͳفراوان

متش΋رم. شدند عهده�دار را ویراستاری زحمت که رهبرنیا فریدون

ایـرادهای کـردن بـرطـرف در مـ�ͳتواند Έشـ ͳب محـترم خـوانندگان نظـرات
به که نـامه�ای طریق از شـما نظـرات شـنیدن منتظر لذا باشـد. مـؤثر بـاقیمـانده

هستم. نمود خواهید ارسال mirzavaziri@gmail.com

میرزاوزیری مجید
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ویرایششدۀ نسخۀ مقدمۀ
ͳ΋ترونی΋ال

دارد، بر در که زیادی هزینه�های و کاغذی صورت به کتاب چاپ مش΋لات
از آورند. روی ͳ΋ترونی΋ال کتاب�های به خوانندگان که است گردیده باعث
این در سازم. آماده را حاضر کتاب ͳ΋ترونی΋ال نسخۀ گرفتم تصمیم رو این
موشواره نشانΎر توسط کلمه کردن انتخاب طریق از ͳدرون ارجاعات نسخه،
به م�ͳتوانید BackSpace کلید فشردن با علاوه به است. شده ام΋ان�پذیر
فراموش نباید هرگز که ͳمهم مسألۀ برگردید. بوده�اید نقطه آن در قبلا̈ که ͳان΋م
ͳحت دارد؛ احتیاج قلم و کاغذ به ͳریاض کتاب Έی مطالعۀ که است این شود
روی را شده خوانده مطالب تا که ن΋نید فراموش باشد. ͳ΋ترونی΋ال ͳکتاب اگر
ͳنویس�ͳریاض-ͳفارس ام΋انات امیدوارم آموخت. نخواهید را آنها ننویسید کاغذ
بعدی کتاب�های در بتوانم که شود قوی قدر آن ͳفارس eBook کتاب�های برای
خاص یΈواژۀ برای تعریف شامل پنجره�های شدن پدیدار متن، بیرون ارجاعات
اضافه کتاب قابلیت�های به نیز را تمرین�ها حل ͳراهنمای برای پنهان�نΎاری و

هستم. محترم خوانندۀ شما سازندۀ نظرات شنیدن منتظر کماکان کنم.

میرزاوزیری مجید

١٣٩١ تابستان
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١

اول گام

کشف برای قاعده اولین
Έنی اقبال و مغز داشتن کردن،
کشفکردن، دوم̮ قاعدۀ است.
جای سر در مح΋م استکه این
تا باشید منتظر و بنشینید خود

دریابید. را یΈایده بارقۀ

George Pólya

م�ͳخوانید فصل این در آنچه ٠.١

کار این م�ͳگیرد. صورت جدید اح΋ام اثبات طریق از ریاضیات در پیشرفت
مجبوریم سوأل، Έی به دادن ΁پاس برای شود: انجام ش΋ل دو به است مم΋ن
م�ͳخواهیم آنچه به سرانجام تا کنیم اثبات ͳمیان اح΋ام عنوان به را ͳچیزهای
وجود به باعث که بیاوریم جدیدی تعاریف خودمان است مم΋ن یا برسیم.
به دادن ΁پاس اول، نظر در شاید که ͳسؤال�های بشوند؛ جدیدی سؤال�های آمدن

نΎردد. ͳقبل پرسش�های جواب یافتن موجب آنها

١



م�ͳخوانید فصل این در آنچه .٠.١٢

در و م�ͳگیریم قرار شده تعریف پیش از بازی Έی جریان در ما انΎار اول نوع در
قبل افراد که بود خواهد ͳگام�های ادامۀ در ،΁پاس یافتن برای ما تلاش حقیقت
هستیم. بازی Έی مبدع ما که گفت م�ͳتوان دوم نوع در اما برداشته�اند. ما از او در ما که Έفل چرخ این

حیرانیم،
ͳمثال او از خیال فانوس

دانیم،
عالم و دان چراغ خورشید

فانوس،
کاندرو صو̵ریم چون ما

حیرانیم
نیشابوری خیام عمر ح΋یم

18 May 1048 - 4 Dec 1131

م�ͳگردد. تعیین ما خود توسط نیز هدف و م�ͳکنیم تعیین ما را قواعد

قصد چه و دهیم ΁پاس ͳقبل نشدۀ حل سؤال�های به بخواهیم چه صورت، هر در
که است این دارد اهمیت آنچه کنیم، پایه�ریزی را جدید ͳسؤال�های باشیم داشته
باید بپذیریم. مورد دو هر در کردن استدلال برای را ی΋نواخت و ͳکل ͳشیوه�های
این م�ͳتوانیم چΎونه و چیست دادن سؤال به ͳمنطق ΁پاس از ما منظور که بدانیم

دهیم. انجام را کار

P که م�ͳشود بیان Q آنΎاه P اگر عبارت صورت به ͳریاض مسألۀ Έی معمولا˦
Έی از م�ͳتواند مسأله ح΋م و فرض م�ͳنامند. مسأله ح΋م٢ را Q و فرض١ را
این است مهم که چیزی باشد. شده تش΋یل جملات از ͳترکیب یا و ساده جملۀ
چه در و است معتبر رسیدن Q به P از برای ͳروش�های یا روش چه که است
ارائه P توسط Q اثبات برای ͳمنطق ͳاستدلال که کنیم ادعا م�ͳتوانیم ͳصورت

داده�ایم.

توجه مورد بیشتر همه از که ͳ΋ی م�ͳشوند ͳتلق ͳمنطق که ͳروش�های بین در بزرگ�تر بسیار ریاضیات یا
ذهن یا است ͳآدم ذهن از
ماشین Έی از بیشتر ͳآدم

است.
Kurt Gödel

28 April 1906 - 14 Jan 1978

در م�ͳباشد. خلف٣ برهان داریم کار و سر زیاد آن با کتاب این در و است ما
ͳمثال�های ذکر با و م�ͳپردازیم روش این ͳمعرف به فصل این از ͳکوتاه بخش

م�ͳسازیم. روشن را آن از استفاده طرز

نه اما کرد حل را سخت و زیبا مسائل از بسیاری م�ͳتوان خلف برهان وسیلۀ به
مورد در م�ͳکنیم برخورد کتاب این در آنها با که ͳمسائل همۀ تقریباً را. آنها همۀ
مسائل گونه این حل برای ͳکل ͳروش اگر لذا و است اشیا از ͳمتناه تعدادی

باشد. مؤثر ما مسائل از ͳمهم بخش حل در م�ͳتواند باشیم داشته

١hypothesis
٢result
٣reductio ad absurdum



٣ͳن΋طعمه�ف .١.١

مثلا̈ داریم. کار و سر ۴ͳطبیع متغیر چند یا Έی با سؤال�ها گونه این در معمولا˦
توپ m و ͳآب توپ n دارند، حضور ͳمهمان Έی در که نفر n با است مم΋ن
دیΎری گوشۀ به n ×m ͳمستطیل گوشۀ Έی از ͳقدم k مسیرهای تعداد قرمز،

شویم. مواجه دست این از ͳمسائل و آن، از

م�ͳپردازیم. مسائل گونه این برایحل ͳروش ͳمعرف به فصل این بعدی بخش�های در
به و کند حل را نوع این از مسائل همۀ نم�ͳتواند روش این که است روشن

نیازمندیم. مسائل حل برای نیز دیΎری ترفندهای

ͳن΋طعمه�ف ١.١

م�ͳخواهید اگر کرد. بیان ساده ͳخیل م�ͳتوان خلفرا برهان وسیلۀ به اثبات درگیـرروش مسـأله�ای بـا ͳوقتـ
که است این هدف م�ͳشوید،
ͳگاه اما بزنید زمین به را او
برای باشد لازم شاید اوقات
حریف، این بر یافتن غلبه
که چیزی کنید؛ فدا را چیزی
حریف طعمه، Έی مانند به
به اثبات در اندازد. دام به را
طعمه�ای خلف، برهان وسیلۀ
م�ͳاف΋نیم حریف برای ما که

است! مسأله ح΋م کل

(فرض نباشد درست Q که فرضکنید ابتدا در اثباتکنید، را Q ح΋م P فرض با
منجر یΈتناقض۵ به فرضخلف این که دهید نشان کنید ͳسپسسع و خلف)
با تناقض در چیزی یا غلط همواره مطلب Έی م�ͳتواند تناقض این م�ͳگردد.
ما خلف فرض که م�ͳدهد نشان آمده دست به تناقض حال هر به باشد. ما فرض

باشد. برقرار ح΋م باید لذا و نبوده درست

نیازمند تناقض به رسیدن حال این با م�ͳرسد، نظر به ساده بسیار روش این گرچه
شوید مطمئن نم�ͳتوانید ن΋نید حل را زیادی مسائل تا و است خاص ͳممارست
ریاضیات در پیچیده اح΋ام از بسیاری فراگرفته�اید. ͳخوب به را شیوه این که
همان بΎیرید. کم دست را آن نباید و م�ͳشوند اثبات خلف برهان از استفاده با
دارد. وجود روش این از استفاده در ͳزیبای ظریف ن΋ات دید خواهیم که طور

کنیم. ͳبررس را ساده مثال چند دهید اجازه

N با را آن و م�ͳنامیم (natural numbers) ͳطبیع اعداد مجموعۀ را {۱,۲,۳, . . .} ۴مجموعۀ

م�ͳدهیم. نمایش
۵contradiction



ͳن΋طعمه�ف .١.١۴

زوج n۲ که بدانیم n مانند ͳطبیع عددی برای اگر کنید ثابت .١.١.١ مثال
است. زوج نیز n خود آنΎاه است

اما است. فرد عددی n پس نباشد. زوج n که کنیم فرض خلف برهان به
باشد فرد باید نیز n۲ لذا فرد. است عددی فرد، عدد دو حاصلضرب که م�ͳدانیم
♠ است. مسأله فرض با تناقض در که

کرد؟ اثبات را فوق ح΋م آن وسیلۀ به بتوان که دارید سراغ دیΎر ͳروش آیا
پن; است. سفید ͳ΋ی و سیاه آنها پن;�تای که داریم کلاه شش .٢.١.١ مثال
و دارد وجود کلاه شش اینجا «در م�ͳگوییم: آنها به و کرده ͳاتاق وارد را نفر
دلخواه به را کلاه�ها از ͳ΋ی و م�ͳبندیم را شما چشم�های هستید. نفر پن; شما
کلاه Έی نفر پن; شما از Έی هر سر روی سپس م�ͳاندازیم. بیرون پنجره از
افراد کلاه�های م�ͳتواند ͳکس هر کردیم باز را چشم�هایتان ͳوقت م�ͳگذاریم.
اولین به است. ͳΎرن چه او کلاه که دهد تشخیص نم�ͳتواند و ببیند را دیΎر
جایزه�ای کند اعلام را خود کلاه Ίرن ͳمنطق ͳدلیل ذکر با بتواند که ͳکس
م�ͳکنیم. باز را آنها چشم�های و م�ͳگذاریم افراد سر روی را کلاه�ها م�ͳدهیم.» باهوش�تر که ͳکس ن΋نید ف΋ر

در را خود کلاه ع΋س بوده
و دیده دوستش چشم Έمردم
کرده اعلام را خود کلاه Ίرن

a است!
ͳمنطق ͳدلیل باید Έش بدون

باشد! بین در

اعلام را خود کلاه Ίرن است باهوش�تر همه از که فردی کوتاه ͳث΋م از پس
چرا؟ است؟ ͳΎرن چه شخص این کلاه شما نظر به م�ͳکند.

اگر چون است، سفید کلاه همان شده انداخته بیرون پنجره از که ͳکلاه مسلماً
شده انداخته بیرون پنجره از سیاه کلاه�های از ͳ΋ی که فرضکنیم خلف برهان به
چشم ͳوقت نتیجه در و باشد نفر پن; آن از ͳ΋ی سر بر سفید کلاه باید آنΎاه است
م�ͳگویند و م�ͳزنند فریاد سفید، کلاه دیدن با آنها نفر چهار کنیم باز را افراد
بین در سفید کلاه Έی حداکثر که م�ͳدانند آنها چون است؛ سیاه کلاهشان که
کلاه�ها بین در سفید کلاه زیرا شد؟ ایجاد م΋ث چرا اما دارد. وجود کلاه�ها
همه کلاه ͳیعن است. اشتباه ما خلف فرض که م�ͳدهد نشان مطلب این نبود.
♠ است. شده ن΋ته این متوجه بقیه س΋وت از باهوش فرد و بوده سیاه

نΎذرید. آن از فراگرفته�اید را استدلال نوع این که نشده�اید مطمئن ͳوقت تا
نشسته�اند. قطار Έی از کوپه�ای در z و y ،x نام�های با نفر سه .٣.١.١ مثال
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وارد م�ͳآمده ل΋وموتیو از که دودی م�ͳشود. تونل وارد قطار و است باز پنجره
م�ͳشود خارج تونل از قطار ͳوقت م�ͳشود. سیاه نفر سه هر صورت و م�ͳشود کوپه
دوده�ای صورت و م�ͳافتد ی΋دیΎر به نفر سه این چشم م�ͳگردد روشن جا همه و
است باهوش�تر که فردی کوتاه، ͳمدت از پس اما م�ͳکنند. مسخره را نفری΋دیΎر سه این که کنید فرض مثلا̈

0 هستند: ͳل΋ش این
نم�ͳتواند کس Ϳهی بنابراین
چه به دیΎری که تشخیصدهد

م�ͳخندد! ͳکس

مسخره را دیΎر نفر دو و است شده سیاه هم خودش صورت که م�ͳشود متوجه
چرا؟ نم�ͳکند.

صورت که آن دلیل به کند ف΋ر x اگر که است ͳبدیه م�ͳنامیم. x را باهوش فرد
در ͳمنطق Ϳهی باشد، چنین نیز او صورت باید است شده دوده�ای دیΎر نفر دو
صورت کنیم فرض م�ͳکند: استدلال خود با گونه این xحقیقت در نیست. کار
.y به نیز z و بخندد z به y است مم΋ن صورت این در باشد. نشده دوده�ای من
y و باشد تمیز من صورت اگر اما نیست. کار در ͳتناقض Ϳهی کار اینجای تا
که ͳحالت در آیا کند؟ تعجب z خندۀ از نباید آیا باشد، z به خندیدن حال در
حتماً پس کرد؟ نخواهد جلوه عجیب y برای z خندیدن باشد تمیز من صورت
دیΎری که م�ͳکنند ف΋ر z و y از Έی هر و است شده دوده�ای نیز من صورت
♠ م�ͳخندد. من به دارد

باید را ͳم΋ح چه ندانیم ما که م�ͳشود سخت ͳامΎهن خلف برهان از استفاده
م�ͳشد نتیجه در و چیست ح΋م که بود مشخص بالا مثال�های در کنیم. اثبات
برسیم. تناقض به تا کنیم فرض باید را چیزی چه خلاف که بدهیم تشخیص

کنید. توجه نیست. نوع این از بعدی سرمثال پشت بار سه بتواند کس هر
برنده بΎوید را جمله این هم

است!
و گفت حال در پروفسور همان پدرِ پسرِ با پروفسوری پسرِ پدرِ .۴.١.١ مثال
چیزی چنین چطور نیست. پروفسور خود نفر دو این از Έی Ϳهی اما هستند گو

هستند.) ͳتن ͳΎهم (رابطه�ها دارد؟ ام΋ان

با آن بودن نادرست تا نیست مشخص دقیقاً ح΋م اینجا در که است این مسألۀ
تغییر ͳکم را سؤال این صورت دهید اجازه شود. فرض خلف برهان به توجه

دهیم.

اما هستند گو و گفت حال در پروفسور همان پدرِ پسرِ با پروفسوری پسرِ پدرِ
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است. زن پروفسور کنید ثابت نیست. پروفسور خود نفر دو این از Έی Ϳهی

پسرِ نباشد. زن پروفسور فرضکنیم کنیم. حل را مسأله م�ͳتوانیم راحت�تر اکنون
پروفسور خود مسلماً پروفسور پسرِ پدرِ اما باشد او برادر م�ͳتواند پروفسور پدرِ
پروفسور خود نفر دو از ͳ΋ی حتماً بنابراین است. مرد پروفسور چون است،
و برادر و است زن پروفسور لذا است. مسأله فرض با تناقض در که م�ͳباشد
♠ هستند. ی΋دیΎر با گو و گفت حال در او شوهر

ببینیم. هم با را دیΎر مثال Έی دهید اجازه
مثلث چهار واحد، اندازۀ به ی΋سـان کبـریت چـوب شـش بـا .۵.١.١ مثال

باشد. واحد برابر مثلث هر ضل΄ که بسازید متساوی�الاضلاع را بعدی سطر که این از قبل
سؤال مورد در ͳکم بخوانید
م�ͳتوانید آیا ببینید و کنید ف΋ر

کنید. حل را آن
تا چیست مسأله ح΋م نم�ͳدانیم که است این دارد وجود که ͳل΋مش هم بار این

باشد. آسان�تر زیر سؤال به کردن ف΋ر شاید بΎیریم. نظر در را آن خلاف

مثلث چهار نم�ͳتوان واحد، اندازۀ به پاره�خط شش از استفاده با کنید ثابت
باشد. واحد برابر مثلث هر ضل΄ که کرد رسم صفحه در متساوی�الاضلاع

داریم پاره�خط ۶ چون باشد. ام΋انپذیر کاری چنین کنیم فرض خلف برهان به
کم پاره�خط ۶ پس داریم احتیاج پاره�خط ۱۲ به مثلث چهار کردن رسم برای و
کند. ایفا را متفاوت مثلث دو از ضل΄ دو نقش باید پاره�خط هر بنابراین داریم.
آنΎاه باشند Έشری دیΎری مثلث�های با مثلث، Έی ضل΄ سه از Έی هر اگر اما
حداقل ترتیب این به و باشیم داشته اولیه مثلث اطراف در متفاوت مثلث سه باید

است. تناقض در پاره�خط ۶ وجود فرض با که داریم لازم پاره�خط ۹

نم�ͳتوان بعدی دو فضای در که فهمیدیم م�ͳگردیم. باز ͳاصل سؤال به اکنون
از صحبت ͳاصل مسألۀ در که نبود هم ب�ͳدلیل یافت. سؤال این برای ͳپاسخ
مثلث چهار کردن رسم نه بود، کبریت چوب شش وسیلۀ به مثلث چهار ساختن

پاره�خط. شش وسیلۀ به
هرم Έی م�ͳتوانیم باشیم بعدی سه فضای در ͳپاسخ دنبال به بخواهیم اگر
زمین روی را کبریت�ها چوب از تا سه ͳیعن بΎیریم، نظر در را مثلث�القاعده
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♠ م�ͳکنیم. درست ͳفضای ش΋ل Έی دیΎر تای سه با و م�ͳگذاریم

ͳم΋ح نباید مسأله Έی حل برای که است این م�ͳگیریم مثال این از که ͳدرس
بعدی دو فضای در را مسأله باید که کنیم گمان ͳوقت تا کنیم! اضافه مسأله به

رسید. نخواهیم جواب به کنیم حل

نمونۀ کرد. حل خلف برهان Έکم به نیز را سخت�تری مسأله�های م�ͳتوان اما
ببینید. را زیر

کنار در یΈمثلث ش΋ل به را آنها که داریم یΈش΋ل س΋ۀ ١٠ مثال١.١.۶.
سطر در چهارتا و بعد سطر در سه�تا آن، زیر دوتا بالا، ͳ΋ی گذاشته�ایم. ی΋دیΎر

اگرپایین. هستند! س΋ه اینها مثلا̈
بعداً خودتان نم�ͳآید خوشتان
تا ب΋شید دایره حروف، دور
اما برسند. نظر به س΋ه مثل
کنید. ف΋ر مسأله حل به فعلا̈

A

B C

D E F

G H I J

قرار را س΋ه�ها ͳطریق هر به کنید ثابت دارند. متفاوت روی و پشت س΋ه�ها
بین در پشت) سه هر یا رو سه (هر ش΋ل Έی س΋ۀ سه م�ͳتوانیم همواره دهیم،

باشند. متساوی�الاضلاع مثلث Έی رئوس که کنیم پیدا آنها

O با را است پشت به که س΋ه�ای و X با را باشد گرفته قرار رو به که س΋ه�ای
م�ͳدهیم. نشان

به E س΋ۀ که کنیم فرض م�ͳتوانیم شود وارد ͳخلل مسأله کلیت به که آن بدون
دهیم. قرار را X حرف E جای به م�ͳتوانیم پس است. گرفته قرار رو

ی΋سان رأس سه با متساوی�الاضلاع مثلث که کنیم فرض خلف برهان به حال
X دیΎری و O آنها از ͳ΋ی یا هستند O برابر C و B یا لذا باشد. نداشته وجود

است.

ش΋ل نتیجه در باشد. O نم�ͳتواند A بنابراین باشند. O دو هر C و B فرضکنیم
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داریم. را زیر

X

O O

D X F

G H I J

است متقارن ͳکنون ش΋ل چون باشد. O برابر J یا G س΋ۀ دو از ͳ΋ی باید اکنون
O برابر G کنیم فرض مثلا̈ بΎیریم. نظر در O را Έی کدام که نم�ͳکند ͳفرق جالـب ͳطـبیـع اعـداد هـمـۀ

هستند!
جمله این شنیدن با شما واقعاً

نم�ͳشوید؟ ͳل΋ش این

h
آمده بعد صفحۀ در اثبات

است.

O برابر H لذا و باشد X باید I که م�ͳبینیم کنیم نΎاه BGI مثلث به اگر باشد.
بالاخره باشد. X باید J که م�ͳگیریم نتیجه CHJ مثلث به توجه با پس است.
BFH متساوی�الاضلاع مثلث لذا و است O برابر F که م�ͳدهد نتیجه FIJ مثلث

است. ما فرض با متناقض که م�ͳباشد O رأس سه دارای

X

O O

D X O

O O X X

از بدون باشد. X برابر دیΎری و O برابر C و B از ͳ΋ی که است این دوم حالت
است. X برابر C س΋ۀ و O برابر B که کنیم فرض م�ͳتوانیم کلیت، دادن دست
م�ͳدهد نتیجه BFH مثلث اکنون و باشد O برابر F باید CEF مثلث به توجه با

باشد. O باید نیز J که م�ͳگیریم نتیجه لذا است. X برابر H که

A

O X

D X O

G X I O

م�ͳرسیم. تناقض به باشد X برابر چه و O برابر I چه حال

♠ م�ͳباشد. درست ح΋م لذا و است غیرمم΋ن خلف فرض حالت، هر در پس
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م�ͳکنیم. بسنده ساده مثال چند همین به کنیمفعلا̈ فرض خلف برهان به
باشد موجود ͳطبیع عددی
بین در نیست. جالب که
غیرجالب ͳطبیع اعداد همۀ
نظر در را آنها کوچ�Έترین
صورت این در م�ͳگیریم.
جالب عددی لزوماً عدد این
کوچ�Έترین زیرا بود خواهد
خاصیت بودن غیرجالب عدد
فرض تناقض این است! ͳجالب
هر لذا و م�ͳکند باطل را خلف

2 است. جالب ͳطبیع عدد

ͳریاض استقرای ٢.١

شاگردان تعداد بΎیرد. امتحان خود شاگردان از م�ͳخواهد ͳمعلم کنید فرض
تا ۱ از را آنها و بΎیرند قرار صف Έی در که م�ͳگوید آنها به او است. نفر N
آنها از کدام هر با دادن امتحان مسألۀ مورد در ͳوقت م�ͳکند. شماره�گذاری N

نیز من دهد امتحان من از قبل نفر اگر ” م�ͳشنود: را ΁پاس این م�ͳکند صحبت
نفر که داد خواهد امتحان ͳصورت در ام n+۱ نفر بنابراین داد.“ خواهم امتحان
امتحان به مجبور همه تا دهیم انجام باید کاری چه دهد. امتحان بپذیرد ام n

شوند؟ دادن

آنΎاه بدهد امتحان که کنیم متقاعد را اول نفر شیوه�ای به بتوانیم اگر است روشن
دهد امتحان دوم نفر ͳوقت و دهد. امتحان باید است داده که ͳقول طبق دوم نفر
N همۀ ترتیب بدین بدهد. امتحان و کند عمل خود قول به باید نیز سوم نفر
روش این به حقیقت در و دهند امتحان مجبورند دارند قرار صف در که نفری

م�ͳشود. حل ما مسألۀ

به موسوم ͳاصل بر ͳمبتن که است اثبات برای شیوه�ای اساس ساده فرآیند این
کنیم بیان دقیق صورت به را اصل این که آن از قبل م�ͳباشد. ۶ͳریاض استقرای

کنیم. ͳبررس را ساده مثال Έی دهید اجازه
داریم n مانند ͳطبیع عدد هر ازای به کنید ثابت .١.٢.١ مثال

۱+ ۲+ . . .+ n =
n(n+ ۱)

۲
P (n)

مسأله�های ما که است ͳمعن بدین نوشته�ایم راست سمت در که P (n) عبارت
کرده�ایم. شماره�گذاری بدهند) امتحان بود قرار که ͳشاگردان (همانند را خود

۶mathematical induction
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که است سؤال ب�ͳنهایت بل΋ه نیست سؤال Έی حقیقت در فوق مسألۀ بنابراین
کشیده�اند: صف هم سر پشت در زیر صورت به

۱ =
۱(۱+ ۱)

۲
P (۱)

۱+ ۲ =
۲(۲+ ۱)

۲
P (۲)

۱+ ۲+ ۳ =
۳(۳+ ۱)

۲
P (۳)

...
۱+ ۲+ . . .+ n =

n(n+ ۱)
۲

P (n)

۱+ ۲+ . . .+ n+ (n+ ۱) =
(n+ ۱)((n+ ۱) + ۱)

۲
P (n+ ۱)

...

همانند مسائل، از . . . ،P (n + ۱) ،P (n) ،. . . ،P (۳) ،P (۲) ،P (۱) دنبالۀ این
در تفاوت Έی فقط بΎیریم. امتحان آنها از م�ͳخواهیم که هستند ما شاگردان که افرادی از Έی هر هرگاه

قول ایستاده�اند صف Έی در
آنها سر به ضربه�ای اگر که دهند
انتقال بعدی نفر به را آن خورد،
اول نفر سر به کافیست دهند،
پا به ͳجنجال تا بزنید ضربه�ای
کس Ϳهی صورت این در شود.
ماند! نخواهد ب�ͳنصیب ضربه از

بودند ͳمتناه ما شاگردان نیست! Έکوچ هم چندان که دارد وجود بین این
با اکنون ما حقیقت در هستند. ͳنامتناه ما مسائل ͳول بود) تا N آنها (تعداد
مطلب این اما شده�ایم. مواجه کرده�اند ͳصف�آرای ما برابر در که مسأله ب�ͳنهایت
قصد و داریم خود برابر در مسأله N که کنیم فرض م�ͳتوانیم نیست. مهم زیاد
م�ͳتواند ͳدلخواه ͳطبیع عدد هر N که داریم توجه اما کنیم. حل را آنها داریم

باشد.

حل ام n مسألۀ مانند مسأله�ای هرگاه که بΎیریم قول خود مسائل از بتوانیم اگر
بعدی (شاگرد شود حل نیز ام n + ۱ مسألۀ آنΎاه داد) امتحان (شاگردی شد
کلیۀ آن انجام با تا م�ͳماند ͳباق Έکوچ کار Έی وقت آن بدهد)، امتحان نیز

چیست؟ کار آن شود. حل ما مسائل

که کنیم مجبور را اول (شاگرد کنیم حل را اول مسألۀ شیوه�ای به باید بله!
(چون شد خواهد حل نیز دوم مسألۀ Έش بدون صورت این در بدهد). امتحان
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حل اول، مسألۀ شدن حل صورت در که بود داده قول ما به قبل از دوم مسألۀ
همین به کار این و شد؛ خواهد حل نیز ͳسوم شود، حل ͳدوم چون و شود).

م�ͳکند. پیدا ادامه ترتیب

از گرفتن قول داریم: رو پیش مش΋ل دو خود مسائل همۀ حل برای ابنبنابراین محمد ابن ابوب΋ر
(تولد: ͳرج΋ال الحسین
حدود وفات: 13 April 953
در را استقرا از ͳصورت (1029
است، آورده خود استدلال�های
این از ͳصریح توصیف گرچه
او است. نداده ارائه را اصل
اثبات n = ۱ برای را ح΋م
اثبات مبنای بر سپس کرده،
را n = ۲ حالت ،n = ۱ حالت
ادامه را کار این و کرده اثبات
واقعاً این گرچه است. داده
ͳمهم گام اما نیست استقرا
برهان�های درک جهت در

م�ͳباشد. ͳاستقرای

مسأله. اولین حل و مسائل

طور به P (۱) حقیقت در باشیم. نΎرانش که نیست چیزی مسأله اولین حل
بتوانیم باید ͳیعن بپردازیم. دیΎر مش΋ل به دهید اجازه پس است. برقرار ͳبدیه
خواهد حل نیز P (n + ۱) آنΎاه شود حل P (n) اگر که کنیم اثبات گونه�ای به

فرض با دیΎر عبارت به شد.
۱+ ۲+ . . .+ n =

n(n+ ۱)
۲

P (n)

بتوانیم باید
۱+ ۲+ . . .+ n+ (n+ ۱) =

(n+ ۱)((n+ ۱) + ۱)
۲

P (n+ ۱)

داریم P (n) فرض به توجه با کنیم. اثبات را

۱+ ۲+ . . .+ n+ (n+ ۱) =
n(n+ ۱)

۲
+ (n+ ۱)

=
(n+ ۱)(n+ ۲)

۲

ما مسألۀ ͳریاض استقرای به توجه با ترتیب بدین است. برقرار P (n + ۱) لذا و
♠ است٧. شده حل

آن کنیم حل را P (n) مسألۀ که آن برای ما باشد؟ کار در ͳ΋کل نم�ͳکنید ف΋ر
استقرای پایه�های کنید ف΋ر شود باعث است مم΋ن اتفاق این کردیم! فرض را

با شما برخورد اولین این شاید که بود دلیل بدین مثال ͳبررس برای ͳطولان ΀توضی ٧این

دهیم. انجام جزییات تمام با را معارفه مراسم این که دیدیم بهتر رو این از باشد. ͳریاض استقرای
شما ͳآشنای اولین تا بخوانید را آن بارها و بارها باشد لازم شاید نΎذرید. آن از ͳسادگ به بنابراین

شود! Έح خاطرتان در مسأله حل برای زیبا ترفند این با
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نیست. کار در حقه�ای Ϳهی نیست. چنین هرگز اما است. ب�ͳبنیاد و سست ͳریاض
پیش در را P (n + ۱) جدید مسألۀ حال این با کردیم، فرض را P (n) ما گرچه

داشتیم. رو

کنیم. بیان دقیق�تر ͳل΋ش به را ͳریاض استقرای دهید اجازه اکنون غلط استفادۀ اوقات ͳگاه البته
به را ͳنادرست نتای; استقرا از
اتفاق، این م�ͳدهد. دست
ͳریاض استقرا اصل تقصیر
ͳظریف ن΋تۀ معمولا˦ نیست.
آن به ما که هست بین در
از ͳنمونه�های نم�ͳکنیم. توجه
در را ͳاستقرای غلط اثبات�های
آورد. خواهیم کتاب حاشیۀ

عدد مورد در ͳم΋ح P (n) کنیم فرض (ͳریاض استقرای (اصل .٢.٢.١
P (n + ۱) ͳدرست ،P (n) ͳدرست که کنیم اثبات بتوانیم اگر باشد. n ͳطبیع
آنΎاه است، درست P (۱) که کنیم اثبات بتوانیم علاوه به و م�ͳدهد نتیجه را
■ است. درست n ͳطبیع عدد هر برای P (n) ح΋م

برای ما اول نوع در شود. ظاهر کتاب این در ش΋ل سه به است مم΋ن استقرا
دیدید. بالا مثال در را آن نمونۀ که م�ͳکنیم استفاده آن از یΈح΋م کردن اثبات
تعریفکنیم. ٨ͳاستقرای طور به را چیزی تا م�ͳکنیم استفاده استقرا از دوم نوع در
که گفت م�ͳتوان ۲n تعریف برای مثلا̈ است. نوع این از چیزی توان، تعریف
تعریف ۲ ·۲n برابر را ۲n+۱ م�ͳتوانیم آنΎاه بدانیم را ۲n تعریف اگر و ۲۱ = ۲

استقرا وسیلۀ به یΈکار انجام م�ͳشود، ظاهر آن در استقرا که ͳسوم ش΋ل کنیم.
م�ͳنامند. الΎوریتم٩ را آن معمولا˦ که است

م�ͳسازند. روشن را استقرا کاربرد سه این آمد خواهند که ͳمثال�های
حلقه n و داریم C و B ،A نام�های با میله سه هانوی)١٠ (برج .٣.٢.١ مثال
پایین حلقه بزرگ�ترین گرفته�اند. قرار A میلۀ در که n ،. . . ،۲ ،۱ اندازه�های با
(برای است. ۱ اندازۀ با که حلقه بالاترین تا م�ͳشوند Έکوچ ترتیب به و است

صورت به را آنها باشید داشته حلقه�ها و میله�ها وضعیت از تصوری که آن
A = (۱,۲, . . . , n− ۱, n) B = () C = ()

سمت حلقۀ بالای چپ سمت حلقۀ علامت�گذاری این در که م�ͳدهیم نمایش
را ͳخال (میلۀ هستند ͳخال C و B میله�های ابتدا در است.) گرفته قرار راست

٨inductively
٩algorithm

١٠Hanoi tower
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قانون دهیم. انجام بازی Έی حلقه�ها این با م�ͳخواهیم داده�ایم). نمایش () با
به و برداشت را میله Έی در بالاتر حلقۀ م�ͳتوان همواره که است این همبازی با ͳطبیع اعداد همۀ

g برابرند!
م�ͳکنیم قرارداد پس این (از
ͳامΎهن ش΋ل�Έها این از که
ناجور ͳم΋ح که کنیم استفاده
بین در غیرجدی ͳسخن یا
شده متوجه باید بنابراین باشد.
نمونه�ای فوق ح΋م که باشید
با که است غلط ح΋م Έی از
به -ظاهراً نادرست ͳاستدلال
م�ͳشود. اثبات استقرا- شیوۀ
بعد صفحۀ چند در را اثبات

آورده�ایم.)

حلقۀ روی بزرگ�تر حلقۀ وقت Ϳهی که آن بر مشروط داد انتقال دیΎر میله�ای
از را حلقه�ها بتوان آن وسیلۀ به که دهید ارائه ͳوریتمΎال نΎیرد. قرار کوچ�Έتر

داد انتقال C میلۀ به ترتیب همان با A میلۀ

.

ͳبررس را n = ۳ حالت دهید اجازه است. ساده ͳخیل n = ۲ و n = ۱ حالت
کنیم: عمل زیر ترتیب به م�ͳتوانیم کنیم.

A = (۱,۲,۳) B = () C = ()

A = (۲,۳) B = () C = (۱)

A = (۳) B = (۲) C = (۱)

A = (۳) B = (۱,۲) C = ()

A = () B = (۱,۲) C = (۳)

A = (۱) B = (۲) C = (۳)

A = (۱) B = () C = (۲,۳)

A = () B = () C = (۱,۲,۳)

C میلۀ به A میلۀ از انتقال م�ͳتوان حلقه n = ۳ برای م�ͳشود دیده که طور همان
داد. انجام مرحله ۷ در را

حالت در را حلقه�ها انتقال برای ͳوریتمΎال استقرا، وسیلۀ به م�ͳخواهیم اکنون
انجام حلقه n برای را کار این م�ͳتوانیم کنیم فرض آوریم. دست به ͳکل
کار این که کنیم اثبات باید اکنون م�ͳنامیم). P (n) را فرض (این دهیم١١

چنین که م�ͳدهد اجازه ما به ͳریاض استقرای م�ͳنامیم. استقرا فرض معمولا˦ را فرض ١١این

بپذیریم. را ͳفرض
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نشان P (n + ۱) با نیز را ح΋م (این است١٢ ام΋انپذیر نیز حلقه n + ۱ برای
نتیجه را P (n + ۱) ͳدرست ،P (n) بودن درست از باید ما حقیقت در م�ͳدهیم.

بΎیریم).

کرد: عمل زیر ترتیب به م�ͳتوان حلقه n+ ۱ برای اکنون ح΋م این P (n) کنیم فرض
max(a, b) = n اگر که باشد
ͳدرست فرض با .a = b آنΎاه
max(a, b) کنیم فرض P (n)

بنابراین باشد. n + ۱ برابر
برابر b − ۱ و a − ۱ ماکزیمم
استقرا فرض طبق لذا و است n
پس .a − ۱ = b − ۱ داریم
P (۱) که است ͳبدیه .a = b

R است. برقرار نیز

A = (۱,۲, . . . , n, n+ ۱) B = () C = ()

. . .

A = (n+ ۱) B = (۱,۲, . . . , n) C = ()

A = () B = (۱,۲, . . . , n) C = (n+ ۱)

. . .

A = () B = () C = (۱,۲, . . . , n, n+ ۱)

بین این در مرحله چند باید که م�ͳدهد نشان دوم و اول سطر بین در . . . علامت
شود. انجام

چΎونه مراحل این که این و استمشخصنیست تا چند مراحل این تعداد که این
حقیقت در ما استقرا، فرض بنابر زیرا نیست، مشخص هم شوند انجام باید
ͳعملیات ͳط با لذا است. ام΋ان�پذیر مرحله چند در کار این که پذیرفته�ایم
انتقال B میلۀ به را n تا ۱ حلقۀ n است) مم΋ن استقرا فرض بنابر (که نامعلوم
است کاری تمام (این م�ͳبریم C میلۀ به را ام n + ۱ حلقۀ آن از پس م�ͳدهیم.
ش΋ل ام n + ۱ مرحلۀ به ام n مرحلۀ از گذر تا دهیم انجام داریم وظیفه ما که
م�ͳگیرد صورت چΎونه نیست معلوم مجدداً که ͳمراحل ͳط سپس، بΎیرد).

م�ͳدهیم. انتقال C میلۀ به B میلۀ از را n تا ۱ حلقه�های

n+۱ انتقال آنΎاه باشد مم΋ن حلقه n انتقال اگر که کرده�ایم اثبات ترتیب بدین
ما چون است نداده رخ ͳمهم اتفاق Ϳهی کار اینجای تا است. مم΋ن نیز حلقه
اگر اما م�ͳدانیم. را بعدی مسألۀ حل راه ،ͳقبل مسألۀ شدن حل فرض با صرفاً

م�ͳنامند. استقرا ح΋م معمولا˦ را قسمت ١٢این
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حل راه آنΎاه م�ͳدانیم) ͳبدیه طور به (که بدانیم را اول مسألۀ حل راه اکنون
مرحلۀ عملیات بودن معلوم با ما روش طبق چون م�ͳیابیم در هم را دوم مسألۀ
برای م�ͳتوان ترتیب بدین بیابیم. بعد مرحلۀ برای را لازم عملیات م�ͳتوانیم ͳقبل
♠ کرد. حل را مسأله حلقه تعداد هر

شده�اند؛ قسمتتش΋یل دو از ͳاستقرای ͳاثبات�های م�ͳشود، مشاهده که گونه درهمان ͳریاض استقرای اصطلاح
دمرگان، توسط 1838 سال
بر ͳوضوح که آن بدون
باشد، آن مستح΋م پایه�های

شد. تعریف و ͳمعرف
Augustus DeMorgan

27 June 1806 - 18 March 1871

به .P (۱) اثبات دوم و ،P (n) بودن درست فرض با P (n+۱) ͳدرست اثبات اول
گفت م�ͳتوان ͳریاض بیان

P (n) =⇒ P (n+ ۱)

P (۱)

م�ͳدهد. نتیجه n هر برای را P (n) ͳدرست

استقرا، گام را =⇒ نتیجه�گیری استقرا، فرض را P (n) فرض فوق عبارت در
مشخصاست م�ͳنامیم. استقرا شروع را P (۱) و استقرا ح΋م را P (n+۱) ح΋م
نمونه�های چه هر م�ͳباشد. استقرا گام همان ͳاستقرای اثبات سخت قسمت که
است ͳبدیه شد. خواهد بیشتر قسمت این در تبحرتان کنید مشاهده را بیشتری
را استقرا وسیلۀ به اثبات ترفندهای تمام زودی این به که باشید داشته توق΄ نباید

گیرید. فرا

که ͳوریتمΎال آیا که است این م�ͳآید برجهانویپیش مثال مورد در که ͳسؤال
عدد این است چنین اگر و م�ͳبرد؟ کار به را گام تعداد کمترین کردیم، پیدا ما

است؟ چند برابر
برابر هانوی برج در حلقه n انتقال برای مراحل تعداد کمترین .۴.٢.١ قضیه
است. ام΋انپذیر آمد بالا در که ͳوریتمΎال وسیلۀ به کار این و است ۲n − ۱

باشد درست P (n) که م�ͳکنیم فرض و م�ͳنامیم P (n) را قضیه ح΋م برهان.
است. گرفته قرار A میلۀ در حلقه n + ۱ کنیم فرض حال استقرا). (فرض
و نباشد آن بالای حلقه�ای Ϳهی که کنیم بازی n + ۱ حلقۀ با م�ͳتوانیم ͳامΎهن
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ͳخال میلۀ Έی که دهیم انتقال دیΎر میله�ای به را حلقه این م�ͳتوانیم ͳصورت در
طبق اما گیرد. قرار دیΎر حلقه�ای روی نم�ͳتواند n+۱ حلقۀ چون باشیم داشته
Έی و دهیم انتقال دیΎر میله�ای به را n تا ۱ حلقه�های که آن برای استقرا فرض
با استقرا فرض طبق پس است. لازم حرکت ۲n − ۱ حداقل باشد ͳخال میله اولین هانوی برج معمای

ریاضیدان لوکا، توسط بار
ابداع 1883 سال در فرانسوی،
باب این در افسانه�ای شد.
در م�ͳگوید که دارد وجود
هست ͳاتاق هندی معبد Έی
ͳطلای حلقۀ ۶۴ آن در که
مقدس فرد Έی و داده�اند قرار
طبق که دارد وظیفه ͳبرهمای
انتقال را حلقه�ها بازی، قانون
افسانه، این اساس بر دهد.
انتقال حلقه�ها که ͳامΎهن
خواهد پایان به دنیا کار یابند

رسید.
François Edouard
Anatole Lucas
4 April 1842 - 3 Oct 1891

حرکت Έی با م�ͳدهیم. انتقال B میلۀ به را n تا ۱ حلقه�های حرکت ۲n − ۱

را n تا ۱ حلقه�های باید اکنون م�ͳدهیم. انتقال C میلۀ به را n+ ۱ حلقۀ دیΎر
است. مم΋ن حرکت ۲n − ۱ وسیلۀ به کار این مجدداً و داد انتقال C میلۀ به

با است برابر حلقه، n+ ۱ انتقال برای لازم حرکت�های تعداد پس
(۲n − ۱) + ۱+ (۲n − ۱)

م�ͳتوان حرکت ۲n+۱ −۱ با حداقل بنابراین است. ۲n+۱ −۱ برابر اخیر عدد و
م�ͳشود. ͳط استقرا گام ترتیب بدین لذا استقرا). (ح΋م داد انتقال را حلقه n+۱

اما استقرا). (شروع کنیم اثبات n = ۱ برای را ح΋م که م�ͳماند ͳباق اکنون
این م�ͳتوانیم حرکت ۱ = ۲۱ − ۱ با که است ͳبدیه باشیم داشته حلقه ۱ ͳوقت

حل برای دیΎری روش�های
دارد وجود هانوی برج معمای
نیستند. ͳاستقرای ظاهر به که
زیر دستور دو طبق م�ͳتوان مثلا̈

کرد: عمل
به را حلقه کوچ�Έترین .١
نبوده آنجا بار آخرین که میله�ای

ببرید.
عمل بازی قانون طبق .٢
کار Ϳهی حالت این (در کنید
نیست). ام΋ان�پذیر دیΎری

■ دهیم. انجام را کار

نشان را اح΋ام در استقرا شدن ظاهر مختلف نوع سه هر حقیقت در فوق قضیۀ
ارائه آن برای که ͳاثبات است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از لحاظ این از و م�ͳدهد
Έی شد ͳمعرف حلقه�ها انتقال برای که ͳروش است، ͳاستقرای اثبات Έی شد
ͳاستقرای یΈتعریف از نمونه�ای لازم مراحل تعداد و است ͳاستقرای الΎوریتم
طبق دهیم، نمایش an با را حلقه n انتقال برای لازم مراحل تعداد اگر م�ͳباشد.

.an+۱ = ۲an + ۱ داریم شد اثبات آنچه

است. زیر شرح به م�ͳشود ارائه ͳاستقرای استدلال�های برای که دیΎری تعبیر

م�ͳتواند دومینو هر که طوری به چیده�ایم هم سر پشت را دومینو١٣ N فرضکنیم
ضربه�ای اگر صورت این در استقرا). (گام بزند ضربه خود از پس دومینوی به

و شده�اند تش΋یل ۱ × ۱ مرب΄ دو از که ۱ × ۲ مستطیل Έی ش΋ل به ͳمهره�های .domino١٣

داد. انجام آنها توسط م�ͳتوان را ͳمختلف بازی�های
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همۀ و م�ͳکند پیدا انتقال بعدی دومینوهای به ضربه این بزنیم دومینو اولین به
در ها P (n) از ͳ΋ی عنوان به را دومینوها از Έی هر اگر م�ͳریزند. فرو آنها
برداشته ͳاستقرای گام�های حقیقت در آنها، گذاشتن هم سر پشت با بΎیریم، نظر
م�ͳریزند دومینوها همۀ استقرا) (شروع دومینو اولین به زدن ضربه با و م�ͳشود
ما که است این مهم ن΋تۀ م�ͳشوند. حل ما P (n) مسأله�های همۀ حقیقت در و
آنچه به ͳزیبای به تا بچینیم ی΋دیΎر ͳپ در را مهره�ها این هنرمندانه قدری به باید
مطمئن م�ͳکنید. پیدا را تبحر این زودی به نباشید. نΎران برسیم. م�ͳخواهیم

باشید!
است. ͳخال ابتدا در اتاق ایستاده�اند. اتاق Έی بیرون نفر n .۵.٢.١ مثال
حق نفر Έی یا م�ͳکند باز را در که بار هر و است ایستاده در کنار در ͳهبانΎن
(اما شود خارج اتاق از وجود) صورت (در نفر Έی یا شود اتاق وارد دارد
نΎهبان کنید ثابت کند). خارج را نفر Έی همزمان و وارد را نفر Έی نم�ͳتواند
کدام هر اتاق در افراد حضور مم΋ن حالات همۀ که کند عمل طوری هرم�ͳتواند هانوی برج مسألۀ در اگر

Έی تنها حرکت�ها از Έی
برای آنΎاه ببرد، زمان ثانیه
در ͳطلای حلقۀ ۶۴ انتقال
وقت ثانیه چند ،ͳبرهمای افسانۀ
تا سال چند ͳیعن است؟ لازم
است؟ مانده ͳباق دنیا پایان

O

شود ایجاد بار Έی دقیقاً

.

بیرون که را نفری سه کنیم. ͳبررس n = ۳ حالت برای را مسأله ابتدا دهید اجازه
با که است ͳخال اتاق ابتدا در م�ͳدهیم. نمایش ۳ و ۲ ،۱ با ایستاده�اند اتاق

داریم م�ͳشود. داده نمایش ϕ علامت
ϕ → ۱ → ۱۲ → ۲ → ۲۳ → ۱۲۳ → ۱۳ → ۳.

است این اول روش کرد. ف΋ر روش دو به n = ۴ حالت مورد در م�ͳتوان اکنون
به نفر ۳ مورد در که نتیجه�ای به و کنیم حل ابتدا از اساساً را نفر ۴ مسألۀ که
اما شد خواهد مسأله حل باعث کار این گرچه ن΋نیم. ͳتوجه آورده�ایم دست
مسألۀ از که است این دوم روش ب΋ند. ͳ΋کم ͳاستقرای گام ایجاد در نم�ͳتواند
قرار ͳبررس مورد را n = ۴ مسألۀ و کنیم استفاده n = ۳ حالت در شده حل
ͳصف�آرای ی΋دیΎر ͳپ در ما دومینوهای تا م�ͳگزینیم بر را دوم روش ما دهیم.

کنند.
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و بΎیریم نظر در را آنها نفر ۳ ابتدا م�ͳتوانیم باشند ایستاده اتاق بیرون نفر ۴ اگر
م�ͳگیریم. تصمیم چهارم نفر مورد در سپس باشیم. نداشته کاری ۴ شمارۀ فرد به

کرد. پیدا را زیر ΁پاس م�ͳتوان صورت این در

ϕ → ۱ → ۱۲ → ۲ → ۲۳ → ۱۲۳ → ۱۳ → ۳

→ ۳۴ → ۱۳۴ → ۱۲۳۴ → ۲۳۴ → ۲۴ → ۱۲۴ → ۱۴ → ۴.

فهرست اگر م�ͳکند. القا ذهن به را استقرا گام اثبات برای شیوه�ای ΁پاس این
جم΄ به ام n + ۱ شمارۀ فرد و باشیم نوشته را ام n مرحلۀ مم΋ن حالات همۀ
ام n+۱ نفر و بنویسیم مع΋وس جهت در را فهرست همان م�ͳتوانیم شود، اضافه
دوم سطر در شده نوشته وضعیت�های که کنید توجه کنیم. اضافه اتاق به را
شده نوشته ع΋س جهت در که است اول سطر وضعیت�های همان بالا، عبارت

است. شده اضافه آنها به هم ۴ عدد و

دهیم: ارائه زیر شرح به ͳاستقرای ͳاثبات م�ͳتوانیم بنابراین

اثبات�های در مهم ن΋تۀ همیشه
الΎوی به توجه ͳاستقرای
اولیه گام�های بین موجود
را الΎو این بتوانید اگر است.
پیمودن برای را چیز همه ببینید

دریافته�اید. استقرا صورتگام به نفر n برای مراحل فهرست کنیم فرض
ϕ → S۱ → S۲ → . . . → S۲n−۲ → S۲n−۱

برای مراحل فهرست صورت این در که م�ͳکنیم ادعا استقرا). (فرض باشد
صورت به نفر n+ ۱

ϕ → S۱ → S۲ → . . . → S۲n−۲ → S۲n−۱ →

S۲n−۱, n+ ۱ → S۲n−۲, n+ ۱ → . . . → S۱, n+ ۱ → n+ ۱

استقرا فرض از کنیم اثبات را ادعا این که آن برای استقرا). (ح΋م است
فوق وظیفۀ به اول سطر در نΎهبان استقرا، فرض به توجه با م�ͳگیریم. Έکم
Έی با جهت، خلاف (در اول سطر همان نیز دوم سطر چون و است کرده عمل

،ͳطبیع اعداد ورای در
و ضرب عمل جم΄، عمل
گونه�ای به ͳریاض استقرای

هستند. ΀واض شهودی
Luitzen Egbertus
Jan Brouwer
27 Feb 1881 - 2 Dec 1966

کرده عمل خود وظیفۀ به نΎهبان نیز دوم سطر در پس است، (ͳاضاف n + ۱

مرحلۀ به (S۲n−۱ ͳیعن) اول سطر آخر مرحلۀ از که داریم توجه همچنین است.
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شده رعایت ͳدرست به نΎهبان قانون نیز (S۲n−۱, n + ۱ ͳیعن) دوم سطر اول
بالا شدۀ ارائه سطر دو در که است این کرد توجه باید که دیΎری ن΋تۀ است.
در استقرا فرض به توجه با زیرا شده�اند ایجاد بار Έی دقیقاً مم΋ن حالات همۀ
که ͳآنجای از و است شده ایجاد بار Έی دقیقاً نفر n برای حالت هر اول سطر
سطر در پس است (n+۱ دارای و n+۱ (بدون نوع دو از اتاق در افراد حضور

م�ͳشود. ایجاد بار Έی دقیقاً n+ ۱ دارای حالات همۀ نیز دوم

روشن دهیم. انجام را استقرا شروع است ͳکاف شد ͳط استقرا گام که اکنون
داریم. را ϕ → ۱ ΁پاس n = ۱ برای که است

نفر n برای حالات کل تعداد که این شد! اثبات بین این در نیز دیΎری ن΋تۀ
دارد. ͳاستقرای ͳاثبات نیز مطلب این م�ͳباشد١۴. ۲n برابر

تعداد بار هر ما روش طبق و است ۲ = ۲۱ برابر حالات تعداد n = ۱ برای
♠ م�ͳشود. برابر دو تـعـدادمراحل کـنــیـم فــرض

مجموعۀ هر زیرمجموعه�های
و باشد ۲n برابر عضوی n

داده X عضوی n+۱ مجموعۀ
مانند ͳثابت عضو باشد. شده
م�ͳگیریم. نظر در X از را a

نوع دو بر X زیرمجموعه�های
ندارند. یا دارند را a یا هستند؛
فرض بنابر اینها از کدام هر
لذا و دارد عضو ۲n استقرا
برابر زیرمجموعه�ها کل تعداد
ͳبدیه علاوه به است. ۲n+۱

n = ۱ مجموعۀ هر که است
دارد. زیرمجموعه دو عضوی،

ͳاستقرای تعریف و ͳاستقرای الΎوریتم ،ͳاستقرای اثبات از نمونه�ای نیز فوق مثال
م�ͳباشد.

م�ͳشود. نتیجه مثال این از زیر جالب ح΋م
باشد. ۱ و ۰ ارقام با ͳرقم nکدهای همۀ مجموعۀ V فرضکنیم .۶.٢.١ قضیه
کد دو هر که طوری به کرد مرتب فهرست Έی در را V اعضای م�ͳتوان همواره

باشند. متفاوت م΋ان Έی در دقیقاً فهرست در ͳمتوال

مقدار که i مانند ͳان�های΋م باشد. دلخواه کدی a۱a۲ . . . an فرضکنیم برهان.
از باشند عبارت م΋ان�ها این کنیم فرض م�ͳگیریم. نظر در را است ۱ برابر ai
،i۲ ،i۱ افراد که ͳوضعیت با را a۱a۲ . . . an کد صورت این در .ik ،. . . ،i۲ ،i۱
مراحل فهرست اگر ترتیب بدین م�ͳکنیم١۵. متناظر دارند حضور اتاق در ik ،. . .

در البته م�ͳباشد. {۱,۲, . . . , n} ͳیعن افراد مجموعۀ زیرمجموعه�های تعداد همان عدد ١۴این

عضوی n مجموعۀ Έی زیرمجموعه�های تعداد که است امر این برای ͳاثبات ما روش حقیقت
ببینید. کنار حاشیۀ در را مسأله این اثبات م�ͳتوانید است. ۲n برابر

۱ برابر ۷ و ۶ ،۵ ،۳ م΋ان�های آنΎاه باشد ۰۰۱۰۱۱۱ صورت به ما کد و n = ۷ اگر ١۵مثلا̈
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فهرست را آنها نظیر کدهای و بنویسیم فوق مثال روش به را اتاق در افراد حضور
نفر Έی یا چون دارند تفاوت م΋ان Έی در دقیقاً ͳمتوال کد دو هر آنΎاه کنیم
وارد نفر Έی یا م�ͳگردد) تبدیل ۰ به است ۱ که ͳان΋م) م�ͳشود خارج اتاق از
■ م�ͳگردد). تبدیل ۱ به است ۰ که ͳان΋م) م�ͳشود

نفری سه فهرست اگر مثلا̈
ϕ → ۱ → ۱۲ → ۲ → ۲۳ → ۱۲۳ → ۱۳ → ۳

داریم بنویسیم، را نظیر کدهای و بΎیریم نظر در را
۰۰۰ → ۱۰۰ → ۱۱۰ → ۰۱۰ → ۰۱۱ → ۱۱۱ → ۱۰۱ → ۰۰۱.

فقط که است ͳحالت اتاق وضعیت آخرین همواره ما روش طبق که کنید توجه گراف نظریۀ با که ͳکسان
که م�ͳدانند دارند ͳآشنای
حـقـیقـت در V مـجـمـوعـۀ
گراف رئوس مجموعۀ همان
در آنچه و است Qn اَبˆرم΋عب
را آن بودن ͳهمیلتُن آمد اینجا

م�ͳکند. اثبات

آخرین و ۰۰ · · · ۰۰ صورت به کد اولین بنابراین دارد. حضور اتاق در n شخص
وصل کد اولین به نیز را کد آخرین م�ͳتوان لذا است. ۰۰ · · · ۰۱ صورت به کد
دو هر بین و بنویسیم دایره Έی دور را V اعضای م�ͳتوانیم حقیقت در و کرد

بΎذاریم. → علامت Έی ͳمتوال عضو

کنیم. تجربه را بیشتری مثال�های نیست بد هم هنوز
است. شده تش΋یل ۱×۱ مرب΄ n۲ از که داریم n× n مرب΄ Έی .٧.٢.١ مثال
باشد؟ شده تش΋یل ۱×۱ مرب΄�های از که کرد پیدا مرب΄ این در م�ͳتوان مرب΄ چند

تعداد ۳ × ۳ مرب΄ Έی در م�ͳافتد. ͳاتفاق چه n = ۳ حالت برای ببینیم ابتدا
۳×۳ مرب΄�های تعداد و ۴ برابر ۲×۲ مرب΄�های تعداد ،۹ برابر ۱×۱ مرب΄�های

.۱۴ با است برابر مرب΄�ها کل تعداد بنابراین است. ۱ برابر

م�ͳشود؟ اضافه جدید مرب΄ چند بΎیریم نظر در را ۴ × ۴ مرب΄ Έی اگر اکنون
یΈسطر و یΈستون حقیقت در .۷ با است برابر جدید ۱×۱ مرب΄�های تعداد
و سطر این در مرب΄ Έی چون و دارند جدید مرب΄ ۴ هرکدام که داریم ͳاضاف

داریم. جدید مرب΄ ۷ است، مشترک ستون

متناظر دارند حضور اتاق در ۷ و ۶ ،۵ ،۳ افراد که ͳحالت با را ۰۰۱۰۱۱۱ کد ما پس هستند.
م�ͳکنیم.



٢١ͳریاض استقرای .٢.١

جدید، مرب΄ هر برای اگر شمرد؟ را جدید مرب΄�های کل تعداد م�ͳتوان چΎونه اولاما ۱ از بزرگ�تر فرد عدد هر

o است!
است، اول ۵ است، اول ۳ زیرا

. . . است، اول ۷

را آنها و بشمریم را است شده استفاده آنها در مرب΄ این که ͳمرب΄�های تعداد
آنΎاه نشود) شمرده ت΋راری ͳمربع Ϳهی که باشیم مواظب اگر (البته بزنیم جم΄
را کار این دهید اجازه آوریم. دست به را جدید مرب΄�های کل تعداد م�ͳتوانیم

دهیم. انجام ͳکل حالت در

تعداد م�ͳخواهیم و م�ͳدانیم را n× n مرب΄ Έی مرب΄�های تعداد کنیم فرض پس
در مرب΄�ها تعداد آوریم. دست به (n+۱)× (n+۱) مرب΄ Έی در را مرب΄�ها کل

م�ͳدهیم. نمایش an+۱ با را ام n+ ۱ مرحلۀ در و an با را ام n مرحلۀ

در یΈستون م�ͳکنیم، تبدیل (n+۱)× (n+۱) مرب΄ Έی به را n×n مرب΄ ͳوقت
راست سمت ستون مرب΄�های م�ͳشود. اضافه پایین در سطر Έی و راست سمت
راست به چپ از را پایین سطر مرب΄�های و n+ ۱ ،. . . ،۲ ،۱ پایین به بالا از را
مرب΄ همان n+۱ مرب΄ که داریم توجه م�ͳدهیم. نمایش (n+۱)′ ،. . . ،۲′ ،۱′ با

است. (n+ ۱)′

از Έی هر که م�ͳکنیم توجه بشماریم را جدید مرب΄�های تعداد که آن برای
که آن برای اما م�ͳشوند. ظاهر جدید مرب΄ چند در شده شماره�گذاری مرب΄�های
i′ یا i مانند ͳمربع هر برای نشمرده�ایم، ت΋راری را جدید مرب΄�های باشیم مطمئن
گوشۀ در ما نظر مورد مرب΄ که م�ͳشماریم را ͳمرب΄�های فقط م�ͳگیریم، نظر در که

باشد. شده ظاهر آنها راست سمت پایین

وجود به باعث ۲ مرب΄ م�ͳآورد، وجود به جدید مرب΄ ۱ فقط ۱ مرب΄ مستطیل�هایبنابراین تعداد م�ͳتوانید آیا
n×m مستطیل Έی در موجود
که ن΋نید فراموش بشمارید؟ را
این حاضر کتاب در ما شعار

بشمار! را شمردن�ͳها است:

مرب΄ n+ ۱ تعداد n+ ۱ مرب΄ ترتیب همین به و شد خواهد جدید مرب΄ ۲ آمدن
وجود به جدید مرب΄ ۱ فقط ۱′ مرب΄ ترتیب همین به م�ͳآورد. وجود به را جدید
جدید مرب΄ n و شد خواهد جدید مرب΄ ۲ آمدن وجود به باعث ۲′ مرب΄ م�ͳآورد،
است n+۱ همان (n+۱)′ که داریم توجه م�ͳشود. حاصل n′ مرب΄ وسیلۀ به نیز

شد. شمرده قبلا̈ آن جدید مرب΄�های تعداد که

با است برابر جدید مرب΄�های کل تعداد بنابراین
(۱+ ۲+ . . .+ n+ (n+ ۱)) + (۱+ ۲+ . . .+ n).
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با است برابر مقدار این ١.٢.١ مثال به توجه با اما
۲(۱+ ۲+ . . .+ n) + (n+ ۱) = n(n+ ۱) + (n+ ۱) = (n+ ۱)۲.

تعریف ͳاستقرای طور به را an مقدار رابطه، این .an+۱ = an+(n+۱)۲ بنابراین
در بیابیم. را an بعدی مقادیر م�ͳتوانیم a۱ = ۱ م�ͳدانیم که ͳآنجای از و م�ͳکند

داریم حقیقت
an = ۱۲ + ۲۲ + . . .+ n۲.

درست an برای فوق عبارت اگر کرد. اثبات استقرا به را مطلب این م�ͳتوان
آنΎاه باشد

an+۱ = an + (n+ ۱)۲ = ۱۲ + ۲۲ + . . .+ n۲ + (n+ ۱)۲

♠ م�ͳباشد. برقرار ح΋م پس است درست استقرا شروع چون و

مثال کرد. مشخص ΀صری طور به شد پیدا بالا مثال در که را an مقدار م�ͳتوان دست به برای مثلا̈ که ͳروش
م�ͳدهند انجام ∑n

i=۱ i
۳ آوردن

را ∑n+۱
i=۱ i۴ که است n∑این

i=۰(i + ۱)۴ صورت به
م�ͳتواند ترفند این م�ͳنویسند.
به ∑n

i=۱ i
k محاسبۀ برای

باشد. مفید ͳاستقرای شیوه�ای

ببینید. را بعد
داریم n مانند ͳطبیع عدد هر ازای به کنید ثابت .٨.٢.١ مثال

۱۲ + ۲۲ + . . .+ n۲ =
n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶
.

(فرض باشد برقرار P (n) که م�ͳکنیم فرض و م�ͳنامیم P (n) را فوق ح΋م
داریم صورت این در استقرا).

۱۲ + ۲۲ + . . .+ n۲ + (n+ ۱)۲

=
n(n+ ۱)(۲n+ ۱)

۶
+ (n+ ۱)۲

=
(n+ ۱)(n(۲n+ ۱) + ۶(n+ ۱))

۶

=
(n+ ۱)(۲n۲ + ۷n+ ۶)

۶

=
(n+ ۱)(n+ ۲)(۲n+ ۳)

۶

=
(n+ ۱)((n+ ۱) + ۱)(۲(n+ ۱) + ۱)

۶
.
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است ͳبدیه اکنون شد. ͳط استقرا گام بنابراین است. P (n + ۱) همان این و
♠ است. برقرار ح΋م لذا و استقرا) (شروع است درست نیز P (۱) که

م�ͳتوانیم بدانیم را ح΋م اگر که است این دارد وجود فوق روش در که ͳل΋مش
مقدار که باشد این بعدی سؤال اگر مثلا̈ کنیم. اثبات استقرا به را آن

۱۳ + ۲۳ + . . .+ n۳

را ح΋م اگر اما بدهیم. آن به ͳپاسخ نم�ͳتوانیم فوق روش به است، چند برابر
است. اثبات قابل استقرا وسیلۀ به کنند بیان زیر صورت به

داریم n مانند ͳطبیع عدد هر ازای به کنید ثابت .٩.٢.١ مثال

۱۳ + ۲۳ + . . .+ n۳ =

(
n(n+ ۱)

۲

)۲

= (۱+ ۲+ . . .+ n)۲.

باید دیΎر اکنون دهید. انجام خودتان را کار این تمرین عنوان به نیست بد
♠ باشید. یافته خود در را کار این انجام ͳتوانای

بمانند. ناگفته است حیف که است زیاد استقرا برای جالب مثال�های قدر آن
ش΋ل دایره�ای میز Έی دور نفر n ژوزفیوس١۶) (مسألۀ .١٠.٢.١ مثال
Έی شده�اند متوجه و م�ͳکنند فعالیت سرˈی گروه Έی در افراد این نشسته�اند.
این به ͳΎهم رو این از برود. لو آنها گروه شده باعث که آنهاست بین در خائن
چه نیست مشخص که ͳآنجای از اما ب΋شند! را خود باید که م�ͳرسند ایننتیجه نیست لازم باشید! مراقب

انجام ͳعمل طور به را مسأله
صورت به که همین دهید.
کنید ف΋ر آن مورد در تئوری

9 کافیست!

قاعده�ای طبق ͳخودکش مراسم که م�ͳگذارند قرار ی΋دیΎر با است خائن ͳکس
عقربه�های حرکت جهت در ترتیب به را میز دور افراد آنها شود. انجام مشخص
۲ شمارۀ فرد از که است این بر قرار م�ͳکنند. شماره�گذاری n تا ۱ از ساعت
نفر سپس م�ͳماند. ͳباق آن از بعد نفر و م�ͳکند ͳخودکش فرد این کنند. شروع
هر و م�ͳدهند ادامه را کار این م�ͳماند. ͳباق چهارم نفر و م�ͳکند ͳخودکش سوم
سؤال م�ͳبرند. بین از را افراد میان در ͳ΋ی مانده�اند، ͳباق که افرادی بین از بار

دارد؟ n با ͳارتباط چه م�ͳماند ͳباق که ͳکس شمارۀ پایان در که است این

١۶Josephus problem



ͳریاض استقرای .٢.١٢۴

کنیم. ͳبررس هم با را n = ۱۳ حالت که دهید اجازه مسأله شدن روشن برای

که بعدی نفر اکنون م�ͳروند. بین از ۱۲ و ۱۰ ،۸ ،۶ ،۴ ،۲ افراد اول دور در
پس و ۳ شمارۀ مانده زنده که بعدی نفر اما است. ۱ شمارۀ فرد برود بین از باید
میان در ͳ΋ی مانده ͳباق افراد بین از که بوده قرار چون و است ۵ شمارۀ آن از
۹ نوبت ۵ از پس ترتیب بدین است. ۵ نوبت ۱ از بعد پس بروند بین از افراد

است. ۱۳ نوبت آن از پس و

نوبت آن از پس و ۷ نوبت ۱۳ از بعد لذا مانده�اند. ͳباق ۱۱ و ۷ ،۳ افراد اکنون
م�ͳباشد. ۱۱ شمارۀ م�ͳماند ͳباق پایان در که فردی نتیجه در است. ۳

محاسبۀ Έی با دهیم نمایش Jn با م�ͳماند ͳباق انتها در که را فردی شمارۀ اگر
عبارتند Jn اولیۀ مقدار ۱۵ مثلا̈ کرد. پیدا را Jn اولیۀ مقدار چند م�ͳتوان ساده وسیلۀ به که دارید سراغ ͳروش

مورد ͳاستقرای ح΋م بتوانید آن
بزنید؟ حدس را خود نظر
اولیه گام چند پیمودن شاید
ͳم΋ح یافتن برای مسأله، در

نباشد. بد ͳاستقرای

از

J۱ = ۱,

J۲ = ۱, J۳ = ۳

J۴ = ۱, J۵ = ۳, J۶ = ۵, J۷ = ۷,

J۸ = ۱, J۹ = ۳, J۱۰ = ۵, J۱۱ = ۷, J۱۲ = ۹, J۱۳ = ۱۱,

J۱۴ = ۱۳, J۱۵ = ۱۵.

به را حدس این .J۲m = ۱ که است این م�ͳخورد چشم به ابتدا در که چیزی
م�ͳکنیم. اثبات استقرا وسیلۀ

باشند، نشسته میز دور نفر ۲m+۱ اگر حال (فرضاستقرا). J۲m = ۱ فرضکنیم
فرد شمارۀ با که آنها از ͳنیم لذا و م�ͳروند بین از زوج شماره�های اول دور در
به مجدداً و داریم میز دور نفر ۲m اول دور از پس بنابراین م�ͳمانند. ͳباق هستند
نفر باشند میز دور نفر ۲m اگر استقرا فرض طبق اما بازگشته�ایم. خود اول جای
ترتیب بدین بماند. ͳباق اول نفر باید کار ادامۀ با بنابراین م�ͳماند. ͳباق میز اول
نفر آنΎاه باشیم داشته نفر ۱ اگر که است ͳبدیه علاوه به شد. ͳط استقرا گام
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.J۲m = ۱ که کردیم اثبات استقرا به پس استقرا). (شروع م�ͳماند ͳباق اول

نشسته میز دور نفر n کنیم فرض م�ͳکنیم. حل ͳکل حالت در را مسأله اکنون
mبزرگ�ترین ͳیعن ،۰ ⩽ k < ۲m آن در که n = ۲m+k بنویسیم م�ͳتوانیم باشند.
شماره�های ترتیب بدین م�ͳبریم. بین از را نفر k حال دارد١٧. را مم΋ن مقدار
.۲k < n چون نرسیده�ایم میز بعدی دور به هنوز و م�ͳخورند خط ۲k ،. . . ،۴ ،۲
و است n − k = ۲m برابر مانده�اند ͳباق میز دور که افرادی تعداد ترتیب بدین
م�ͳباشد. ۲k +۱ شمارۀ شخص ما نظر از اول نفر که گرفته�ایم قرار ͳجای در نم�ͳدانیدما چیزی مبناها از اگر

قضیه این از راحت خیال با
دور در نیست قرار بΎذرید.
را چیز همه کتاب، مطالعۀ اول
ن΋نید فراموش اما بΎیرید. یاد
قضیه این به روزی باید بالاخره
آن امروز چرا پس بازگردید.

نباشد؟ روز

از (که اول نفر باشند میز دور نفر ۲m هرگاه کردیم اثبات بالا در آنچه طبق اما
م�ͳتوان بنابراین ماند. خواهد ͳباق پایان در است) ۲k+۱ شخصشمارۀ ما نظر
♠ .J۲m+k = ۲k + ۱ که گفت
Jn و باشد ۲ مبنای در n نمایش cmcm−۱ . . . c۰ کنیم فرض .١١.٢.١ قضیه
صورت این در م�ͳماند. ͳباق پایان در ژوزفیوس مسألۀ در که باشد ͳشخص شمارۀ

.١٨cm−۱ . . . c۰cm از عبارتست ۲ مبنای در Jn نمایش

۱ برابر حتماً cm پس است ۲ مبنای در n نمایش cmcm−۱ . . . c۰ چون برهان.
.cm−۱ . . . c۰ از عبارتست درمبنای۲ kنمایش که n = ۲m+kحقیقت در و است
cm−۱ . . . c۰ اگر اما .Jn = ۲k+۱ داریم شد گفته بالا مثال در آنچه طبق اکنون
لذا و cm−۱ . . . c۰۰ با است برابر ۲k نمایش آنΎاه باشد ۲ مبنای در k نمایش
cm = ۱ دادیم که ͳتوضیح طبق اما م�ͳباشد. cm−۱ . . . c۰۱ برابر ۲k+۱ نمایش
■ .cm−۱ . . . c۰۱ = cm−۱ . . . c۰cm لذا و

افراد که این جای به م�ͳتوانیم مثلا̈ دارد. ͳجالب تعمیم�های ژوزفیوس مسألۀ
بروند) بین از . . . ششم، چهارم، دوم، نفر ͳیعن) ببریم بین از میان در ͳ΋ی را
روند. بین از . . . ام، ۳r ام، ۲r ام، r نفر ͳیعن) بزنیم خط میان در تا r را افراد
یا آخر ماقبل نفر کنیم، تعیین را آخر نفر فقط که آن جای به م�ͳتوانیم همچنین

.k = ۵ و m = ۳ ͳیعن ،۱۳ = ۲۳
+ ۵ نوشت م�ͳتوان n = ۱۳ برای ١٧مثلا̈

باید J۱۳ محاسبۀ برای قضیه، ح΋م طبق است، ۲ مبنای در ۱۳ نمایش ۱۱۰۱ چون ١٨مثلا̈

در J۱۳ نمایش ۱۰۱۱ لذا ببریم. آن راست سمت به و برداشته عدد این چپ سمت از را ۱ رقم
.J۱۳ = ۱۱ ͳیعن است، ۲ مبنای
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استقرای از استفاده نیز مسائل این حل اساس کنیم. تعیین را آخر به مانده تا ℓ
Έی عنوان به م�ͳکنیم. صرفنظر آنها از بحث شدن کوتاه برای که است ͳریاض

کنید. ف΋ر سؤال�ها گونه این مورد در م�ͳتوانید خوب تمرین
داریــم. an ،. . . ،a۲ ،a۱ مـتـغــیـر n کاتالان١٩) (مسألۀ .١٢.٢.١ مثال
عملیات دادن نشان برای کنیم. ضرب ی΋دیΎر در را متغیرها این م�ͳخواهیم .

Eugéne Charles
Catalan

30 May 1814 - 14 Feb 1894

دو یا عدد دو م�ͳتوان فقط ضرب عمل هر در زیرا کنیم پرانتزگذاری باید ضرب
انجام را پرانتزگذاری م�ͳتوان طریق چند به کرد. ضرب ی΋دیΎر در را عبارت

دارد.) اهمیت متغیرها نوشتن در (ترتیب داد؟

م�ͳکنیم. ͳبررس را n = ۳ حالت مسأله، شدن روشن برای

بنویسیم را زیر حالت�های م�ͳتوانیم باشیم داشته را a۳ و a۲ ،a۱ متغیر سه اگر

(a۱ · a۲) · a۳, a۱ · (a۲ · a۳),

(a۱ · a۳) · a۲, a۱ · (a۳ · a۲),

(a۲ · a۱) · a۳, a۲ · (a۱ · a۳),

(a۲ · a۳) · a۱, a۲ · (a۳ · a۱),

(a۳ · a۱) · a۲, a۳ · (a۱ · a۲),

(a۳ · a۲) · a۱, a۳ · (a۲ · a۱).

م�ͳآید؟ وجود به جدید پرانتزگذاری چند شود، اضافه a۴ جدید متغیر اگر اکنون
پرانتزگذاری�های همۀ فهرست اگر که پرسید را سؤال این م�ͳتوان ͳکل طور به
پرانتزگذاری چند an+۱ متغیر افزودن با آنΎاه باشیم، داشته را متغیر nبرای مم΋ن

کرد: مطرح نیز زیر صورت به م�ͳتوان را سؤال این داریم. جدید

م�ͳتوان را جدید عبارت چند ام nفهرست در شده ظاهر عبارت�های از Έی هر با
ساخت؟ ام n+ ۱ فهرست در

١٩Catalan’s problem



٢٧ͳریاض استقرای .٢.١

R با را آن و م�ͳگیریم نظر در را ام n فهرست در شده ظاهر عبارت�های از ͳ΋ی
است این داد انجام م�ͳتوان که ساده�ای کار an+۱ افزودن برای م�ͳدهیم. نمایش
را (R) ·an+۱ و an+۱ · (R)عبارت دو ͳیعن بیفزاییم؛ R آخر یا اول به را an+۱ که
چرا ساخت نیز دیΎری جدید عبارت�های R همین توسط م�ͳتوان اما مسألۀبنویسیم. دلیل به نه کاتالان

حدس خاطر به بل΋ه زیبایش،
عنوان 1844 سال در که ͳمهم
این است. معروف است داشته
تنها که م�ͳدارد بیان حدس
قوای که ͳمتوال ͳطبیع اعداد
۸ هستند ͳطبیع یΈعدد کامل
دیΎر عبارت به م�ͳباشند. ۹ و
و n برای xn − ym = ۱ معادلۀ
فقط ۱ از بزرگ�تر و ͳطبیع m

دارد؛ y و x جواب Έی
۳۲ − ۲۳

= ۱.

در سرانجام حدس این
Preda وسیلۀ به 2003 سال
کامل طور به Mihăilescu

شد. اثبات

برای کنیم. درج R در شده ظاهر ضرب اعمال میان در را an+۱ م�ͳتوانیم که
فرض مثلا̈ م�ͳگیریم. نظر در را R در شده ظاهر ضرب اعمال از ͳ΋ی منظور این
چپ سمت در S که باشد شده ظاهر T و S عبارت دو بین ضرب عمل این کنیم

کنیم درج را an+۱ زیر روش چهار به م�ͳتوانیم اکنون است٢٠. آمده T
(an+۱ · S) · T, (S · an+۱) · T, S · (an+۱ · T ), S · (T · an+۱).

ساخت. جدید عبارت ۴ م�ͳتوان نیز R در شده ظاهر ضرب عمل هر با بنابراین
در که گفت م�ͳتوان است شده ظاهر R در ضرب عمل n − ۱ که ͳآنجای از
برای مطلب این م�ͳشود. ساخته R وسیلۀ به جدید عبارت ۲+۴(n−۱) مجموع
را ام n فهرست عبارات تعداد اگر بنابراین است. درست ام n فهرست از R هر

داریم دهیم نمایش On با
On+۱ = (۲+ ۴(n− ۱))On = ۲(۲n− ۱)On.

طور به O۱ که ͳآنجای از و م�ͳگردد تعیین ͳاستقرای طور به On مقدار بنابراین
♠ آورد. دست به را بعدی مقادیر م�ͳتوان است، ۱ برابر ͳبدیه

تعریف Έی آن از قبل کنیم. مشخص نیز ΀صری طور به را On مقدار م�ͳتوانیم
ببینید. را ͳاستقرای

با n عدد ٢١ فاکتوریل̥ باشد. ͳطبیع عددی n کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف
ͳاستقرای صورت به n! نماد

۱! = ۱, (n+ ۱)! = (n+ ۱) · n!

صورت به R اگر مثلا̈ باشند. متغیرها از متش΋ل ͳعبارت یا متغیر دو م�ͳتوانند T و S٢٠

S = a۱ · a۳ عبارت بین عمل این کنیم، توجه ضرب عمل دومین به و باشد ((a۱ · a۳) · a۲) · a۴

م�ͳباشد. T = a۲ متغیر و
٢١factorial
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♣ .۰! = ۱ که م�ͳکنیم قرارداد علاوه به م�ͳشود. تعریف
ضرب برای مختلف پرانتزگذاری�های تعداد On کنیم فرض .١۴.٢.١ قضیه

صورت این در باشد. an ،. . . ،a۲ ،a۱ متغیر n کردن
On =

(۲n− ۲)!
(n− ۱)!

.

(فرض باشد برقرار n برای ح΋م کنیم فرض م�ͳکنیم. عمل استقرا به برهان. ،. . . ،۲ واگن�های۱، با قطاری
تونل Έی م�ͳگیریم. نظر در n

که دارد قرار ریل سمتچپ در
م�ͳتواند قطار و است بن�بست
انتها از و شود آن وارد سر با
مسیر در مجدداً و شود خارج
م�ͳتوانیم گیرد. قرار ͳاصل
وارد که را ͳواگن�های تعداد
سازیم. مشخص م�ͳشوند تونل
در را واگن�ها از ͳترتیب�های چه
باشیم؟ داشته م�ͳتوانیم ͳخروج
کاتالان مسألۀ به سؤال این

است. مربوط

داریم شد اثبات بالا مثال در آنچه به توجه با n+ ۱ برای استقرا).

On+۱ = ۲(۲n− ۱)On

= ۲(۲n− ۱)
(۲n− ۲)!
(n− ۱)!

=
۲n(۲n− ۱)

n
· (۲n− ۲)!
(n− ۱)!

=
(۲n) · (۲n− ۱) · (۲n− ۲)!

n · (n− ۱)!

=
(۲n)!
n!

=
(۲(n+ ۱)− ۲)!
((n+ ۱)− ۱)!

.

ͳبدیه کرده�ایم. ͳط را استقرا گام لذا و است برقرار نیز n+۱برای ح΋م بنابراین
■ است. برقرار ح΋م نتیجه در استقرا). (شروع O۱ = ۱ = (۲−۲)!

(۱−۱)! که است

این فعلا̈ اما پرداخت خواهیم کردیم ͳبررس بخش این در که ͳمسائل به هم باز هستند! Ίهمرن اسب�ها همۀ

P
آمده بعد صفحۀ در اثبات

است.

هم را استقرا از دیΎری نمودهای نیست بد م�ͳبریم. پایان به اینجا در را بحث
کنیم. مشاهده

نم�ͳدهند! اولصفامتحان شاگرد چند ٣.١

شدن ͳط قابل استقرا گام که م�ͳآید پیش ͳاستقرای اثبات�های در اوقات ͳگاه

قدری به اول دومینوی m − ۱

چسبیده�اند جایخود در مح΋م
جا از را آنها ضربه�ای Ϳهی که
نیست. چاره�ای نم�ͳدهد. ت΋ان
ضربه ام m دومینوی به باید

بزنیم.
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شاگردی هر استکه آن شبیه اتفاق این نیست. اثبات قابل استقرا شروع اما است
اما بدهد امتحان هم او خود آنΎاه داد امتحان او از قبل نفر اگر که بدهد قول

بدهد. امتحان که کنیم متقاعد را اول نفر نتوانیم کنیم ͳسع چه هر

کنیم متقاعد را دوم نفر و کنیم صرفنظر اول نفر از م�ͳتوانیم ͳوضعیت چنین در
سراغ که شویم مجبور و کند ͳسرپیچ نیز دوم نفر است مم΋ن بدهد. امتحان که
کنند ͳسرپیچ m−۱ ،. . . ،۲ ،۱ شمارۀ اشخاص اگر حال هر به برویم. سوم ح΋منفر این P (n) کنیم فرض

دلخواه اسب n هر که باشد
P (n) اگر هستند. Ίهمرن
اسب n + ۱ و باشد برقرار
آنΎاه بΎیریم، نظر در دلخواه
Hn ،. . . ،H۲ ،H۱ اسب�های
. . . ،H۳ ،H۲ اسب�های و
استقرا فرض بنابر Hn+۱ و
دسته دو این اما همرنΎند.
دو از نم�ͳتوانند ͳتای n اسب
همۀ پس باشند. مختلف Ίرن
از شده گرفته نظر اسبدر n+۱

حالت برای هستند. Ίرن Έی
ͳبدیه طور به ح΋م n = ۱

است. درست

d

که ͳقول (طبق بعد به ام m نفر از آنΎاه بدهد امتحان که کند قبول ام m نفر و
بدهند. امتحان که مجبورند داده�اند)

م�ͳشویم. مواجه استقرا از جدیدی ش΋ل با بنابراین
مورد در ͳم΋ح P (n) فرضکنیم (m از ابتدا ͳاصلاستقرایریاض) .١.٣.١
،P (n) ͳدرست ،n ≥ m هر برای که کنیم اثبات بتوانیم اگر باشد. n ͳطبیع عدد
درست P (m) که کنیم اثبات بتوانیم علاوه به و م�ͳدهد نتیجه را P (n+۱) ͳدرست
■ است. درسـت n ≥ m که n ͳطبیع عدد هـر برای P (n) حـ΋ـم آنـΎاه است،

گفت م�ͳتوان ͳریاض بیان به

∀n ≥ m (P (n) =⇒ P (n+ ۱))

P (m)

م�ͳدهد. نتیجه n ≥ m که n هر برای را P (n) ͳدرست

ببینید. را زیر سادۀ بسیار مثال
.۲n > n۲ داریم n ≥ ۵ هر ازای به که کنید ثابت .٢.٣.١ مثال

آنΎاه n ≥ ۵ اگر صورت این در استقرا). (فرض ۲n > n۲ کنیم فرض
۲(n+۱) = ۲ · ۲n > ۲n۲ ≥ (n+ ۱)۲ استقرا) (ح΋م

توجه با م�ͳشود. مش΋ل دچار n = ۱,۲,۳,۴ برای استقرا شروع که م�ͳبینیم اما
هر برای ح΋م که م�ͳگیریم نتیجه است درست n = ۵ برای ح΋م که این به
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♠ است. درست n ≥ ۵

باید چون م�ͳشود سخت�تر ͳاندک مسأله نباشد، مشخص مسأله ح΋م اگر اما
ببینید. را زیر نمونۀ آوریم. دست به را مطلوب m و کنیم ͳبررس خودمان

هر هستند. خود خانه�های در n ،. . . ،۲ ،۱ نام�های با نفر n .٣.٣.١ مثال
هر ندارند. آن از ͳاطلاع دیΎر افراد که است مطل΄ خبری از افراد این از Έی
افراد دیΎر از Έی هر به را خود خبر م�ͳتواند و دارد تلفن خود خانۀ در ͳکس
که را خبری هر i م�ͳکنند، صحبت هم با ͳتلفن طور به j و i نفر دو ͳوقت برساند.
م�ͳرساند. i اطلاع به م�ͳداند که را ͳخبرهای همۀ نیز j و م�ͳگوید j به باشد داشته
ی΋دیΎر به را خبرها همۀ بتوانند افراد این آن وسیلۀ به که دهید ارائه ͳوریتمΎال

بΎویند.

m = ۳ واقعاً که نیست (معلوم کنیم ͳبررس را n = ۳ حالت ابتدا دهید اجازه
ی΋دیΎر با را خود اخبار ۲ و ۱ حالت این در باشد). استقرا برای ͳخوب شروع
اکنون (که را ۲ و خودش خبر و م�ͳگیرد تماس ۳ با ۱ سپس م�ͳکنند. بدل و رد
و ۱ اگر حال م�ͳگیرد. او از را ۳ خبر و م�ͳرساند ۳ اطلاع به است) مطل΄ آن از
تماس سه با بنابراین بΎیرد. ۱ از را ۳ خبر م�ͳتواند ۲ بΎیرند، تماس مجدداً ۲

م�ͳشود. پخش افراد بین خبرها

با ۳ سپس ،۲ با ۱ اگر که دید م�ͳتوان تأمل ͳکم با ب΋نیم؟ باید چه نفر ۴ برای
م�ͳشود. پخش خبرها همۀ بΎیرند تماس ۴ با ۲ نهایت در و ۳ با ۱ آن از بعد ،۴ سخت�تر نمونۀ Έی عنوان به

بیابید را ی m اولین کنید ͳسع
(m۲ )m و (m۳ )m بین m! که
با کنید ͳسع سپس باشد.
کنید اثبات ͳاستقرای ͳاستدلال
بین n! نیز n ≥ m هر برای که

است. (n۲ )n و (n۳ )
n

به کرد؟ مشاهده نفر) ۴ به نفر ۳ (از بین این در را استقرا گام م�ͳتوان آیا اما
داشته وجود نفر ۴ و نفر ۳ برای شده ارائه روش دو بین ͳارتباط که نم�ͳرسد نظر

باشد.

چه نفری، n ͳجمع به نفر Έی شدن اضافه با ͳکل حالت در ببینیم اکنون
برای گرفتن تماس شیوۀ کنیم فرض بΎیریم. نظر در باید را جدیدی تماس�های
جم΄ این به n + ۱ شمارۀ با نفر Έی و استقرا) (فرض باشد مشخص نفر n

شود. اضافه
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را خود خبر و م�ͳگیرد تماس ۱ شمارۀ شخص با n+ ۱ شمارۀ شخص ابتدا در
م�ͳدانند استقرا فرض بنابر که شیوه�ای به n تا ۱ شمارۀ افراد سپس م�ͳدهد. او به
n + ۱ خبر که داریم توجه م�ͳشود. پخش خبرها و م�ͳگیرند تماس ی΋دیΎر با
تماس n+۱ با ۱ اکنون شد. خواهد پخش n تا ۱ افراد بین در روش این به نیز
تماس دو با ترتیب این به م�ͳدهد. او به را دیΎر نفر n خبرهای کل و م�ͳگیرد

استقرا). (ح΋م م�ͳگردند مطل΄ خبرها همۀ از افراد همۀ ،ͳاضاف

نبود؟ ͳاضاف تماس دو به نیازی n = ۴ به n = ۳ حالت از رسیدن برای چرا اما

مرحلۀ به ام n مرحلۀ از رسیدن برای n ≥ ۴ هر ازای به گفت م�ͳتوان بنابراین
که م�ͳکنیم ادعا اکنون است. ام΋ان�پذیر کار این ͳاضاف تماس دو با ام n+ ۱

به را ادعا این .۲n − ۴ با است برابر لازم تماس�های تعداد n ≥ ۴ هر ازای به
م�ͳکنیم. اثبات استقرا

آنچه طبق باشد. ۲n− ۴ برابر ام n مرحلۀ در لازم تماس�های تعداد کنیم فرض
با لذا و داریم لازم دیΎر تماس دو ام n+ ۱ مرحلۀ در شد، گفته

۲n− ۴+ ۲ = ۲(n+ ۱)− ۴

و شد انجام استقرا گام نتیجه در استقرا). (ح΋م م�ͳشود پخش خبرها تماس
لذا استقرا) (شروع است ۴ = ۲n − ۴ برابر تماس�ها تعداد n = ۴ برای کنیدچون اثبات م�ͳتوانید آیا

تعداد کمترین ۲n − ۴ که
قبلا̈ است؟ لازم تماس�های
اثبات در را آن از نمونه�ای
مسألۀ در ۲n − ۱ بودن مینیمم

دیده�اید. هانوی برج

♠ است. برقرار ح΋م

استقرا گام در موجود الΎوی که بود این در مسأله ͳسخت دیدیم که طور همان
شاید کنیم اول مسألۀ سه حل درگیر را خود اگر و است درست بعد به نفر ۴ از
که این اول است: سخت لحاظ دو از بعد، مسألۀ ببینیم. را الΎو این نتوانیم
و است شده ظاهر مسأله در ͳطبیع متغیر دو که این دوم و نیست مشخص ح΋م
مم΋ن متغیرها از Έی کدام روی استقرا که گرفت تصمیم نم�ͳتوان اول نظر در

شود. واق΄ مفید است
قرار ش΋لات تعدادی آنها از کدام هر در که داریم ظرف m .۴.٣.١ مثال
ͳخال ظرف�ها ͳبعض است مم΋ن است. n برابر ش΋لات�ها کل تعداد داده�ایم.
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با م�ͳخواهیم نیست. برابر لزوماً ظرف�ها در موجود ش΋لات�های تعداد و باشند
هر در ما که است ترتیب این به بازی دهیم. انجام بازی Έی ش΋لات�ها این
ش΋لات دو این و برداریم ش΋لات Έی متفاوت ظرف دو از م�ͳتوانیم مرحله
جم΄ ظرف Έی در را ش΋لات�ها همۀ م�ͳتوان آیا دهیم. قرار دیΎر ͳظرف در را

کرد؟

ظرف m = ۸ فرضکنیم کنیم. ͳبررس را ساده یΈمثال نمونه برای دهید اجازه بازی این انجام از بعد مسلماً
به که نم�ͳآید دلش کس Ϳهی
اندازد! ͳاهΎن ش΋لات�ها این

B

داده�ایم. قرار آنها داخل زیر ترتیب به را ش΋لات n = ۲۲ و داریم
۱ ۷ ۰ ۵ ۲ ۶ ۰ ۱

داد. انجام را زیر مراحل م�ͳتوان

٠ ٩ ٠ ۵ ٢ ۶ ٠ ٠
٠ ١١ ٠ ۵ ١ ۵ ٠ ٠
٠ ٢١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٢٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١٩ ١ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١٨ ٠ ٢ ٢ ٠ ٠ ٠
٠ ٢٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٢٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

تعداد هر برای کار این اصولا˦ آیا و دارد؟ وجود بین این در ͳکل ترفندی آیا
است؟ برقرار ش΋لات تعداد هر و ظرف

که بΎیریم تصمیم باید ابتدا کنیم حل ͳاستقرای شیوه�ای به را مسأله بخواهیم اگر
ͳیعن) ش΋لات�ها تعداد یا ببریم کار به (m ͳیعن) ظروف تعداد روی را استقرا
Έی یا است راحت�تر ظرف Έی کردن اضافه ببینیم باید دیΎر عبارت به .(n

ش΋لات.

کند. تغییر ͳخیل ش΋لات�ها تعداد ظرف Έی کردن اضافه با است مم΋ن
ح΋م رو این از باشد. ساده�تر ش΋لات Έی کردن اضافه م�ͳرسد نظر به بنابراین است! کچل ͳانسان هر

W
آمده بعد صفحۀ در اثبات

است.
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م�ͳگیریم. نظر در دلخواه را ظروف تعداد و م�ͳنامیم P (n) را مسأله

ش΋لات n که ͳحالت برای یΈظرف در ش΋لات�ها همۀ کردن جم΄ فرضکنیم
اضافه ش΋لات Έی کنیم فرض اکنون استقرا). (فرض باشد ام΋ان�پذیر داریم
∗ علامت Έی با را جدید ش΋لات این داده�اند٢٢. قرار ظرف�ها از ͳ΋ی در
استقرا فرض طبق را ش΋لات�ها همۀ آن، گرفتن نظر در بدون و م�ͳکنیم مشخص
جم΄ را ش΋لات�ها همۀ که ͳظرف همین در ∗ اگر م�ͳکنیم. جم΄ ظرف Έی در
Έی در دیΎر ش΋لات n اگر اما نم�ͳماند، ͳباق اثبات برای چیزی باشد کرده�ایم

م�ͳکنیم: عمل زیر ترتیب به باشد دیΎر ͳظرف در ∗ و ظرف

n ١ ٠ ٠
n− ۱ ٠ ٢ ٠
n− ۲ ٠ ١ ٢
n− ۳ ٢ ٠ ٢
n− ۱ ١ ٠ ١
n+ ۱ ٠ ٠ ٠

داشته ظرف چهار حداقل ما که است معتبر ͳصورت در روش این که کنید توجه
n − ۳ باید پس م�ͳشویم مواجه n − ۳ با فوق مراحل در که ͳآنجای از و باشیم

باشد. چهار حداقل باید n+ ۱ لذا و باشد ۰ مساوی یا بزرگ�تر

ح΋م این P (n) کنیم فرض
مو n با ͳانسان هر که باشد
درست P (n) اگر است. کچل
مو n + ۱ با را فردی و باشد
او چون آنΎاه بΎیریم نظر در
کچل مو n داشتن صورت در
موی Έی که ͳآنجای از و است
بودن کچل از را او ͳاضاف
نتیجه م�ͳتوانیم پس نم�ͳرهاند،
کچل نیز مو n+۱ با که بΎیریم
که است ͳبدیه همچنین است.
مو n = ۱ داشتن با ͳکس هر

است. کچل

w

داشته ش΋لات چهار حداقل و ظرف چهار حداقل ما اگر که این مطلب خلاصۀ
(ح΋م کنیم جم΄ ظرف Έی در را شده داده ش΋لات n + ۱ م�ͳتوانیم باشیم
به م�ͳتوان ظرف m ≥ ۴ و ش΋لات n = ۴ مختلف حالات ͳبررس با استقرا).
بنابراین استقرا). (شروع است برقرار حالت این در ح΋م که داد نشان ͳسادگ
Έی در را ش΋لات�ها م�ͳتوان ش΋لات چهار حداقل و ظرف چهار حداقل برای

طرز اگر چون داده�ایم قرار ظرف�ها از ͳ΋ی در دیΎر یΈش΋لات نم�ͳگوییم که کنید ٢٢دقت

قرار ظرف Έی در را آنها همۀ ابتدا از م�ͳتوانستیم م�ͳبود ما اختیار در ش΋لات�ها گرفتن قرار
ش΋لات این گرفتن قرار محل مورد در چیزی ما بنابراین کنیم! راحت را خود خیال و دهیم

نم�ͳدانیم. جدید
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کرد. جم΄ ظرف

ش΋لات چهار از کمتر یا ظرف چهار از کمتر برای که نداده�ایم نشان هنوز اما
ͳاستقرای فرآیند که است این گفت م�ͳتوان که چیزی تنها نیست. درست ح΋م
که ͳمثال داریم؛ نیاز نقض٢٣ مثال Έی به ما حقیقت در نم�ͳدهد. نتیجه�ای ما

نیست. درست حالت این در ح΋م اصولا˦ دهد نشان

را دیΎر تای دو و ظرف Έی در را آنها از ͳ΋ی و باشیم داشته ش΋لات سه اگر
ش΋لات�ها نم�ͳتوانیم باشد چه هر ظرف�ها تعداد آنΎاه بΎذاریم دیΎر ͳظرف در

است). n < ۴ حالت برای ͳنقض مثال (این کنیم جم΄ ظرف Έی در را

Έی در دوتا ظرف، Έی در ͳ΋ی باشیم، داشته ش΋لات شش مثلا̈ اگر همچنین
ظرف سه داشتن با آنΎاه دهیم قرار دیΎر ͳظرف در را دیΎر سه�تای و دیΎر ظرف
حالت برای ͳنقض مثال (این کنیم جم΄ ظرف Έی در را ش΋لات�ها نم�ͳتوانیم
♠ است). m < ۴

شد مش΋ل دچار مسأله اثبات برای استقرا ترفند اگر که م�ͳدهد نشان مثال�ها این
از بتوانیم و بیابیم را ͳاستقرای ͳویΎال بعد، گام چند در شاید شویم. ناامید نباید

دهیم. ارائه را اثبات بعد به گام آن

دارد اهمیت که چیزی شد. خواهیم مواجه مسائل حل در ترفند این با مجدداً
اح΋ام م�ͳتوانیم باشد متنوع�تر اح΋ام اثبات برای ما ابزار چه هر که است این

کنیم. اثبات را پیچیده�تری

بدهند... امتحان قبل�ͳها همه اگر ۴.١

م�ͳدهد قول ͳصورت در فقط کلاس شاگردان از Έی هر بار این کنید فرض

تخته Έی ،΁می Έی فقط اگر
بدهند شما به چ΋ش Έی و
΁می که بخواهند شما از و
راحت�تر ب΋وبید تخته روی را
کارگاه Έی که این یا است
اختیار در را نجاری پیشرفتۀ
تخته بر را ΁می تا بΎذارند شما

ب΋وبید؟
کرد باید چه صورت این در بدهند. امتحان او از قبل افراد همۀ که بدهد امتحان

٢٣counterexample
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بشوند؟ دادن امتحان به مجبور همه تا

بدهد. امتحان تا کنیم مجبور را اول نفر است ͳکاف نیز بار این که است ΀واض
نفر تنها ایستاده�اند صف در دوم نفر از قبل که ͳکسان همۀ چون صورت این در
و اول نفر که اکنون همچنین بدهد. امتحان باید نیز دوم نفر پس م�ͳباشد اول
از قبل که افرادی همۀ چون بدهد امتحان باید نیز سوم نفر م�ͳدهند، امتحان دوم
همۀ ترتیب همین به و بدهند. امتحان که کرده�اند قبول ایستاده�اند صف در او

داد. خواهند امتحان صف، در حاضر افراد

دقیق�تر عبارت به
مورد در ͳم΋ح P (n) کنیم فرض قوی٢۴) ͳریاض استقرای (اصل .١.۴.١
و . . . ،P (۲) ،P (۱) ͳدرست که کنیم اثبات بتوانیم اگر باشد. n ͳطبیع عدد
که کنیم اثبات بتوانیم علاوه به و م�ͳدهد نتیجه را P (n + ۱) ͳدرست ،P (n)

■ است. درست n ͳطبیع عدد هر برای P (n) ح΋م آنΎاه است، درست P (۱)

توجه باید اما است ن΋رده تغییری مسأله که برسد نظر به است مم΋ن ابتدا در
را استقرا ح΋م داریم ͳسع قوی�تری فرض�های با استقرا نوع این در که ازداشت استفاده با کنید ͳسع

که دهید نشان قوی استقرای
بعد قضیۀ در مذکور تجزیۀ
است. فرد به منحصر همواره

کنیم. اثبات

این م�ͳشویم مواجه است فرض چند دارای که مسأله�ای با ͳوقت دیΎر سوی از
برد کار به را فرض�ها از Έی کدام باید استدلال از قسمت کدام در که مطلب

گردد. حل راه شدن سخت�تر باعث شاید

این شود نامیده قوی استقرا، نوع این تا است شده باعث که چیزی حال هر به
دهید اجازه داریم. اختیار در را ح΋م به رسیدن برای قوی�تری فرض ما که است
قوی استقرای در که داریم توجه کنیم. تجربه را قدرت این ح΋م چند ͳبررس با
ابتدا قوی استقرای از م�ͳتوان لذا و نباشد ۱ عدد استقرا شروع است مم΋ن نیز

کرد. استفاده مسائل حل در نیز m از

استقرای اصل از دیΎری صورت اصل این که داریم توجه .strong mathematical induction٢۴

کار این ساده تمرین Έی عنوان به م�ͳتوانید م�ͳشود. اثبات آن توسط ͳسادگ به و است ͳریاض
دهید. انجام را
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است. اول اعداد از ͳحاصلضرب ۱ از بزرگ�تر ͳطبیع عدد هر .٢.۴.١ قضیه

ͳصورتحاصلضرب به م�ͳتوان را n که باشد ح΋م این P (n) فرضکنیم برهان.
نوشت. اول اعداد از

P (n) ،. . . ،P (۲) کنیم فرض م�ͳکنیم. اثبات n ≥ ۲ هر ازای به را ح΋م این
n+۱ اگر م�ͳگیریم. نظر در را n+۱ عدد قوی). استقرای (فرض باشد درست
آنΎاه نباشد اول n+۱ اگر اما است، درست وضوح به P (n+۱) آنΎاه باشد اول
فرض به توجه با اکنون .۲ ⩽ a, b ⩽ n که نوشت ab صورت به را آن م�ͳتوان
از ͳحاصلضرب b و a ͳیعن است، درست P (b) و P (a) که م�ͳدانیم قوی استقرای

استقرا). (ح΋م است چنین نیز n+ ۱ = ab نتیجه در و هستند اول اعداد

به P (۲) که م�ͳگیریم نتیجه است اول عددی ۲ که آن به توجه با دیΎر سوی از
■ است. برقرار n ≥ ۲ هر برای P (n) لذا است. درست ͳبدیه طور

Έی با ͳوقت شود. ظاهر نیز ͳوریتمΎال مسائل حل در است مم΋ن قوی استقرای
شدن حل از حقیقت در م�ͳکنیم، حل را مسأله�ای قوی نوع از ͳاستقرای الΎوریتم

ببینید. را زیر مثال م�ͳگیریم. Έکم ͳقبل حالت�های همۀ یا ͳبرخ در مسأله
مستطیل�های از استفاده با م�ͳخواهیم (٢۵Έبازیتتریسکوچ) مثال١.۴.٣.
روش چند به کار این بسازیم. ۲ × n مستطیل Έی ،۲ × ۲ و ۲ × ۱ ،۱ × ۲

است؟ مم΋ن

توسط بار اولین تتریس بازی
سال در ͳروس Alexey Pajitnov

بازی این شد. ͳطراح 1984

از ͳچهارتای بلوک�های توسط
م�ͳشود. انجام ۱×۱ مرب΄�های
مختلف نوع پن; از بلوک�ها این
کلمۀ دو از بازی نام و هستند
شده گرفته tennis و tetra

است.

به م�ͳدهیم. نمایش Tn با را ام n مرحلۀ در مستطیل ساخت روش�های تعداد
.T۳ = ۵ و T۲ = ۳ ،T۱ = ۱ که کرد تحقیق م�ͳتوان ͳسادگ

م�ͳتوان کوچ�Έتر مستطیل�های از استفاده با ۲× n مستطیل Έی ساختن برای
کرد: عمل روش سه به

م�ͳچسبانیم؛ ۲× ۱ مستطیل Έی ۲× (n− ۱) مستطیل Έی به •

م�ͳچسبانیم؛ ۲× ۲ مستطیل Έی ۲× (n− ۲) مستطیل Έی به •

٢۵Mini-Tetris game
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م�ͳچسبانیم. ۱× ۲ مستطیل دو ۲× (n− ۲) مستطیل Έی به •

م�ͳتوان ام (n − ۱) مرحلۀ در ۲ × (n − ۱) مستطیل هر از استفاده با بنابراین
در ۲× (n−۲) مستطیل هر از استفاده با و ساخت ام n مرحلۀ در مستطیل Έی

لذا ساخت. ام n مرحلۀ در مستطیل دو م�ͳتوان ام (n− ۲) مرحلۀ
Tn = Tn−۱ + ۲Tn−۲.

ام n مرحلۀ مستطیل�های تعداد ،ͳقبل گام دو از استفاده با م�ͳتوان ترتیب بدین
مثلا̈ آورد. دست به را

T۴ = T۳ + ۲T۲ = ۵+ ۲× ۳ = ۱۱,

T۵ = T۴ + ۲T۳ = ۱۱+ ۲× ۵ = ۲۱,

. . .

♠ م�ͳشود. محاسبه ترتیب همین به نیز مقادیر بقیۀ و

کرد. تعیین نیز ΀صری طور به را فوق مثال در آمده دست به Tn مقدار چهارم�ͳتوان از که ͳل�های΋ش
شده�اند ساخته ۱ × ۱ مرب΄
پن; م�ͳشوند. نامیده چهارمینو
داریم مختلف چهارمینوی
چهارمینوی از عبارتند که
راست، چهارمینوی ،ͳمربع
چهارمینوی اریب، چهارمینوی

.L چهارمینوی و T

م�ͳدهیم. انجام قوی استقرای از استفاده با نیز را کار این
تتریسکوچΈعبارت بازی در ساخت قابل مستطیل�های تعداد قضیه١.۴.۴.

از است
Tn =

۲n+۱ + (−۱)n

۳
.

(فرض باشد درست n از کوچ�Έتر اعداد همۀ برای ح΋م کنیم فرض برهان.
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داریم n برای قوی). استقرای

Tn = Tn−۱ + ۲Tn−۲

=
۲n + (−۱)n−۱

۳
+ ۲ · ۲

n−۱ + (−۱)n−۲

۳

=
۲n − (−۱)n

۳
+

۲n + ۲(−۱)n

۳

=
۲n+۱ + (−۱)n

۳
.

■ است. برقرار ح΋م لذا .T۱ = ۱ = ۲۱+۱+(−۱)۱
۳ داریم ͳطرف از

مم΋ن مثلا̈ م�ͳشوند. ظاهر مسأله در متغیر چند ،ͳاستقرای مسائل در اوقات ͳگاه
Έی است. شده ظاهر آن در k و m ،n متغیر سه که باشیم داشته مسأله�ای است
دلخواه را ͳ΋ی از غیر متغیرها همۀ که است این مسائل گونه این حل برای راه
m و n م�ͳتوان مثلا̈ ببریم. کار به متغیر Έی آن روی را استقرا و کرده فرض
در ما که است کاری این داد. انجام k روی را استقرا و کرد فرض دلخواه را
ببریم کار به متغیر کدام روی باید را استقرا که این دادیم. انجام ۴.٣.١ مثال

دریافت. را آن م�ͳتوان ممارست با که است مهم ن΋ته�ای n×m ͳکاکائوی یΈش΋لات
ش΋لات این با نفر دو داریم.
هر م�ͳدهند. انجام بازی Έی
م�ͳتواند خود نوبت در کس
بردارد را ش΋لات قطعه Έی
ͳافق خط�های از ͳ΋ی روی و
قسمت دو به را آن عمودی یا
آخرین که ͳکس کند. تقسیم
برنده دهد انجام را ش΋ستن
خواهد را بازی ͳکس چه است.

دومͳ؟ یا ͳاول برد؟

متغیری باشیم مجبور است مم΋ن اوقات ͳگاه و نیست طور این همیشه اما
مثلا̈ ببریم. کار به جدید متغیر آن روی را استقرا و کنیم مسأله وارد را جدید
شویم مجبور ما و نباشند مناسب k و m ،n متغیرهای از Έی Ϳهی است مم΋ن
استقرای موارد، گونه این در معمولا˦ بریم. کار به ℓ = n+m+ k روی را استقرا

ببینید. را زیر مثال باشد. مفید ͳخیل م�ͳتواند قوی
n×m ͳمستطیل ش΋ل به که را ͳلاتکاکائوی΋شΈی م�ͳخواهیم مثال١.۵.۴.
فقط ش΋ستن�ها است؟ لازم ش΋ستن بار چند بش΋نیم. ۱ × ۱ قطعات به است
کامل طور به را خط Έی باید و م�ͳشود انجام عمودی یا ͳافق خط Έی روی

بش΋نیم.

تعداد ،k مساحت با ͳمستطیل ش΋ستن برای که باشد ح΋م این P (k) فرضکنیم
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روی را استقرا که آن جای به حقیقت در است. k − ۱ برابر لازم ش΋ستن�های
م�ͳبریم. کار به k = nm روی ببریم، کار به m یا n

قوی). استقرای (فرض باشد درست P (k) و . . . ،P (۲) ،P (۱) کنیم فرض
Έی با م�ͳگیریم. نظر در را k + ۱ = nm مساحت با ش΋ل مستطیل ͳلات΋ش
که م�ͳشود تقسیم b و a مساحت�های با مستطیل دو به ش΋لات این ش΋ستن، بار
مستطیل�ها این ش΋ستن برای قوی استقرای فرض به توجه با .k + ۱ = a + b

است برابر لازم ش΋ستن�های کل تعداد پس داریم. لازم ش΋ستن b−۱ و a−۱

آن به توجه با استقرا). (ح΋م ۱ + (a − ۱) + (b − ۱) = a + b − ۱ = k با
k − ۱ = ۰ برابر ش΋ستن�ها تعداد k = ۱ مساحت با ͳمستطیل ش΋ستن برای که
♠ است. برقرار k هر برای ح΋م است،

ͳاستقرای صورت به که است ٢۶ͳفیبوناچ دنبالۀ مورد در بعدی ح΋م

F۰ = ۱, F۱ = ۱,

Fn+۲ = Fn+۱ + Fn, n ≥ ۰

م�ͳشود. .تعریف
Leonardo Pisano
Fibonacci
1170 - 1250

متمایز جملات از ͳمجموع صورت به م�ͳتوان را ͳطبیع عدد هر .۶.۴.١ قضیه
نوشت. ͳفیبوناچ دنبالۀ

ͳمجموع صورت به م�ͳتوان را n که باشد ح΋م این P (n) کنیم فرض برهان.
نوشت. ͳفیبوناچ دنبالۀ متمایز جملات از

اگر قوی). استقرای (فرض باشد درست P (n) ،. . . ،P (۲) ،P (۱) کنیم فرض
و نم�ͳماند ͳباق اثبات برای چیزی باشد ͳفیبوناچ دنبالۀ از جمله�ای ،n+۱ خودِ

که است موجود k مانند عددی آنΎاه نباشد چنین اگر
Fk < n+ ۱ < Fk+۱.

٢۶Fibonacci sequence



بدهند... امتحان قبل�ͳها همه اگر .۴.١۴٠

بنابر و است n مساوی یا کوچ�Έتر که است ͳطبیع عددی n+۱− Fk بنابراین
نوشت م�ͳتوان لذا است درست P (n+ ۱− Fk) چون قوی استقرای فرض

n+ ۱− Fk = Fj۱ + . . .+ Fjℓ ,

و هستند متمایز اعدادی ها Fji آن در که
Fji ⩽ n+ ۱− Fk < Fk+۱ − Fk = Fk−۱ < Fk.

صورت به را n+ ۱ توانستیم لذا هستند. Fk با متمایز ها Fji بنابراین
Fk + Fj۱ + . . .+ Fjℓ

که است ͳبدیه استقرا). (ح΋م هستند متمایز دو به دو اعداد این که بنویسیم
■ است. برقرار ح΋م لذا و م�ͳباشد درست P (۱)

مورد را اعداد نظریه در ͳضرب استقرای استفادۀ از نمونه Έی بحث ت΋میل برای
m و n مانند ΀صحی عدد دو برای که م�ͳکنیم یادآوری م�ͳدهیم. قرار مطالعه
م�ͳکند٢٧. عاد را m عدد n یا است nمضرب m که است آن معنای به n|m نماد
که کنید ثابت .d|۲n۲ و باشند ͳطبیع اعدادی n و d کنیم فرض مثال١.۴.٧.

باشد. کامل مرب΄ نم�ͳتواند n۲ + d

مرب΄ نم�ͳتواند n۲ + d فوق مفروضات با که باشد ح΋م این P (n) کنیم فرض من از آیندگان شاید و
نشان که باشند ممنون
را چیز همه پیشینیان داده�ام

نم�ͳدانسته�اند.
Pierre de Fermat
17 Aug 1601 - 12 Jan 1665

باشد درست n از کوچ�Έتر اعداد تمام برای P (n) کنیم فرض نیز باشد. کامل
قوی). استقرای (فرض

.p|n لذا و p|n۲ پس d|۲n۲ چون آنΎاه باشد d از فردی اول مقسوم�علیه p اگر
لذا و p|a۲ پس p|d و p|n۲ چون آنΎاه n۲ + d = a۲ اگر حال .p۲|n۲ بنابراین

.p۲|a۲ بنابراین .p|a

نوشت م�ͳتوان بنابراین .p۲|a۲ − n۲ = d لذا
(
n

p
)۲ +

d

p۲
= (

a

p
)۲,

و D|۲N۲ داریم A = a
p و D = d

p۲
،N = n

p فرض با لذا . d
p۲
|۲(np )

۲ که

٢٧n divides m



۴١ͳنامتناه نزول .۵.١

و است درست P (N) که م�ͳدانیم N < n که آن به توجه با اما .N۲ +D = A۲

نم�ͳتواند d که م�ͳگیریم نتیجه لذا باشد. کامل مرب΄ N۲+D که ندارد ام΋ان لذا
.α = ۰,۱,۲, . . . که d = ۲α بنابراین باشد. داشته فرد اول عامل

فرض با که م�ͳگیریم نتیجه آمد بالا در آنچه مشابه ͳروش به آنΎاه α ≥ ۲ اگر
ام΋ان مجدداً که N۲ +D = A۲ و D|۲N۲ داریم A = a

۲ و D = d

۲۲ ،N = n
۲

.d = ۲ یا d = ۱ ͳیعن ،α = ۱ یا α = ۰ بنابراین ندارد.

کامل مرب΄ دو اختلاف که م�ͳدانیم اما است. ۲ یا ۱ برابر a۲ − n۲ نتیجه در
باشد.♠ نم�ͳتواند نیز ۲ یا ۱ برابر d لذا است. ۲۲−۱۲ = ۳ برابر حداقل متمایز

ͳنامتناه نزول ۵.١

م�ͳآید وجود به چیزی بیامیزیم هم در خلف برهان با را قوی استقرای اصل سـلطـاناگر عـنـوان بـه فـرمـا
ͳکس اولین آماتور، ریاضیدانان
را ͳنامتناه نزول روش که بود
معادلات در را آن و کرد ابداع
این با او برد. کار به سیاله
که دهد نشان توانست روش
۴k+۱ صورت به اول عدد هر
مجموع صورت به م�ͳتوان را

نوشت. کامل مرب΄ دو

مورد در ͳم΋ح P (n) کنیم فرض م�ͳشود. نامیده ٢٨ͳنامتناه نزول اصل که
است درست n هر برای ح΋م این دهیم نشان که آن برای باشد. n ͳطبیع عدد
درست آن مورد در ح΋م که باشد موجود ی n۱ م�ͳکنیم فرض خلف برهان به
آن برای ح΋م و است کوچ�Έتر n۱ از که م�ͳیابیم را ͳی n۲ سپس نباشد.
که شود یافت ͳی n۳ باید طریق همان به نیز n۲ این برای حال نیست. برقرار
اکیداً دنباله�ای ترتیب بدین نباشد. برقرار آن برای ح΋م و باشد n۲ از کوچ�Έتر
نزول اصل بنابر اما م�ͳشود. حاصل ͳطبیع اعداد از n۱, n۲, n۳, . . . مانند ͳنزول

داشت. نخواهد وجود هرگز دنباله�ای چنین ͳنامتناه

اعداد همۀ برای P (n) ح΋م کنیم فرض که است آن معادل دقیقاً کار این
برقرار نیز n۱ برای ح΋م که کنیم اثبات سپس و باشد برقرار n۱ از کوچ�Έتر

است.

٢٨infinite descent



ͳنامتناه نزول .۵.١۴٢

اعداد از ͳنامتناه ͳنزول اکیداً دنبالۀ Ϳهی (ͳنامتناه نزول (اصل .١.۵.١
■ ندارد. وجود ͳطبیع

قوی استقرای از جدا چیزی حقیقت در آن، وسیلۀ به اثبات ترفند و اصل این
به م�ͳسازد آسان�تر را استدلال موارد ͳبرخ در که ͳآنجای از حال این با نیست.
م�ͳپردازیم. دارد ͳتاریخ جنبۀ که آن از استفاده نمونۀ Έی به تنها ما م�ͳرود. کار

xn + yn = zn معادلۀ که م�ͳدارد بیان فرما٢٩ آخر قضیۀ که م�ͳکنیم یادآوری
ͳم΋ح ندارد. جواب ناصفر ΀صحی اعداد در ۳ مساوی یا بزرگ�تر های n برای
برای که ͳاثبات و است قضیه این n = ۴ حالت از قوی�تر چیزی م�ͳآید زیر در که

فرماست. خود به منسوب آمد خواهد آن

معادلۀ جـواب�هـای که م�ͳکنـیـم استفـاده حقیقت این از ح΋م این اثبات در
برابر Z و Y ،X مشترک علیه مقسوم بزرگ�ترین که آن شرط با X۲ + Y ۲ = Z۲

از عبارتند باشد ۱ روش از استفاده با کنید ͳسع
که دهید نشان ͳنامتناه نزول

معادلۀ
x۲ + y۲ = ۳(z۲ + w۲)

΀صحی اعداد در ͳجواب Ϳهی
ندارد. ناصفر

X = ۲ab, Y = a۲ − b۲, Z = a۲ + b۲

است زوج b یا a از ͳ΋ی و هستند اول هم به نسبت و ΀صحی اعدادی b و a که
باشیم). کرده عوض را Y و X جای که مقادیر همین (یا

ندارد. جواب ناصفر ΀صحی اعداد در x۴ + y۴ = z۲ معادلۀ .٢.۵.١ قضیه

کمترین z ∈ N که باشد معادله این برای ͳجواب (x, y, z) کنیم فرض برهان.
بΎیریم). نظر در را (x, y,−z) م�ͳتوانیم نباشد، ͳطبیع z (اگر دارد را مم΋ن مقدار
چون است ۱ برابر y و xمشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین که کنیم فرض م�ͳتوانیم
.d۲|z لذا و d۴|x۴ + y۴ = z۲ آنΎاه باشد y و x از ͳمشترک علیه مقسوم d اگر

نوشت م�ͳتوان پس
(
x

d
)۴ + (

y

d
)۴ = (

z

d۲
)۲.

با این و است z از کوچ�Έتر اکیداً z
d۲ که یافته�ایم را (xd ,

y
d ,

z
d۲ ) جواب بنابراین

است. تناقض در z مورد در ما فرض
٢٩Fermat’s last theorem



۴٣ͳنامتناه نزول .۵.١

مـعـادلۀ بـرای ͳجـوابـ و نـدارند ۱ از غیر ͳمشترک عامل z و y۲ ،x۲ بنابراین
لذا م�ͳباشند. X۲ + Y ۲ = Z۲

x۲ = ۲ab, y۲ = a۲ − b۲, z = a۲ + b۲

ͳ΋ی و ۰ < b < a که هستند اول هم به نسبت و ͳطبیع اعدادی b و a آن در که
کرده عوض را y۲ و x۲ جای که مقادیر همین (یا است زوج b یا a اعداد از
م�ͳتوانیم است متقارن y و x به نسبت ما اولیۀ معادلۀ که ͳآنجای از اما باشیم؛

هستند). فوق ش΋ل به z و y۲ ،x۲ مقادیر که کنیم فرض

زوج a که کنیم فرض خلف برهان به اگر زیرا باشد. فرد باید a که م�ͳکنیم ادعا
و باشد فرد باید b پس ندارند، ۱ از غیر ͳمشترک عامل z و y ،x چون آنΎاه است
ندارد. ام΋ان که باشد ۳ باقیماندۀ دارای ۴ بر تقسیم در باید y۲ = a۲ − b۲ لذا

ندارند. ۱ از غیر ͳمشترک عامل a و y ،b که b۲+y۲ = a۲ و است زوج b بنابراین
که م�ͳگیریم نتیجه X۲ + Y ۲ = Z۲ معادلۀ جواب�های به توجه با مجدداً لذا

که موجودند v و u مانند اول هم به نسبت و ΀صحی اعدادی
b = ۲uv, y = u۲ − v۲, a = u۲ + v۲.

داریم حال
x۲ = ۲ab = ۴uv(u۲ + v۲).

به نسبت u۲+ v۲ و v نیز و u۲+ v۲ و uپس هستند اول هم به نسبت v و u چون
ͳیعن باشند. کامل مرب΄ Έت Έت باید u۲ + v۲ و v ،u بنابراین هستند. اول روشهم از استفاده با کنید ͳسع

√
۲ دهید نشان ͳنامتناه نزول

است. اصم عددی
که موجودند t و s ،r مانند ͳصحیح اعداد

u = r۲, v = s۲, u۲ + v۲ = t۲.

x۴+ y۴ = z۲ معادلۀ برای ناصفر ͳجواب (s, r, t) لذا .s۴+ r۴ = t۲ ترتیب بدین
■ م�ͳباشد. z انتخاب با متناقض این .۰ < t < z آن در که است

(z از کوچ�Έتر ͳی t (یافتن رفت کار به فوق قضیۀ اثبات در که فرآیندی
آن بدون م�ͳتوانیم لذا و م�ͳدهد دست به را ͳطبیع اعداد از ͳنزول اکیداً دنباله�ای



ͳنامتناه نزول .۵.١۴۴

نزول اصل با متناقض را دنباله این یافتن دارد را مقدار کمترین z کنیم فرض که
ͳهای (x, y, z) بین در ͳطبیع z کوچ�Έترین فرضوجود که این بدانیم. ͳنامتناه
از یا و ببریم کار به را ͳنامتناه نزول اصل یا بپذیریم هستند معادله جواب که را
نم�ͳکند. ایجاد استدلال در ͳچندان تفاوت کنیم، استفاده قوی استقرای اصل
استقرای اصل معادلند: هم با حقیقت سه این که است این است مهم آنچه

.٣٠ͳخوشترتیب اصل و ͳنامتناه نزول اصل ،ͳریاض
اعداد از ͳناته زیرمجموعۀ هر (ͳطبیع اعداد ͳخوشترتیب (اصل .٣.۵.١
■ است. عضو کوچ�Έترین دارای ͳطبیع

ببینیم. هم با نیز را فوق اصل کاربرد از نمونه�ای نیست بد
اعدادی صورت این در باشند. ͳطبیع عدد دو b و a کنیم فرض .۴.۵.١ قضیه
و a مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین r۰a+ s۰b که موجودند s۰ و r۰ مانند ΀صحی

است٣١. b

کنیم فرض برهان.
A = {ra+ sb : r, s ∈ Z, ra+ sb ∈ N}.

اصل طبق و اسـت ͳطـبیع اعداد از ͳناتـه زیـرمجموعـه�ای A صـورت این در
d که م�ͳکنیم ادعا م�ͳباشد. d مانند عضو کوچ�Έترین دارای ͳخوشترتیب ͳ΋ی که داریم ͳشن ساعت دو

م�ͳگیرد اندازه را دقیقه ۷ زمان
آیا را. دقیقه ۱۱ دیΎری و
ساعت، دو این با م�ͳتوانید
و دقیقه ۱ دقیقه، ۱۵ زمان�های
بΎیرید؟ اندازه را دقیقه ۱۳۸۶

A عضو d چون که داریم توجه است. b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین
م�ͳباشد. ΀صحی ی s۰ و r۰ برای r۰a+ s۰b ش΋ل به پس است

داریم بنابراین .۰ ⩽ r < d که a = dq + r نوشت م�ͳتوان d بر a تقسیم با

r = a− dq = a− q(r۰a+ s۰b) = a− aqr۰ − bqs۰ = a(۱− qr۰) + b(−qs۰).

و یافته�ایم A در d از کوچ�Έتر عضوی آنΎاه r > ۰ اگر که م�ͳدهد نشان این

٣٠well-ordering principle
ضرایب با عدد دو این از ͳخط ͳترکیب b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین دیΎر عبارت ٣١به

است. ΀صحی



تمرین�ها۴۵ .۶.١

ͳمقسوم�علیه d لذا و a = dq بنابراین باشد. ۰ برابر باید r که م�ͳگیریم نتیجه لذا
است. a از

م�ͳباشد. نیز b از ͳمقسوم�علیه d که داد نشان م�ͳتوان مشابه طریق به

بنابراین باشد. b و a از دیΎری مشترک مقسوم�علیه e کنیم فرض حال
e|r۰a+ s۰b = d.

■ است. b و a مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین d که م�ͳدهد نشان این

تمرین�ها ۶.١

نم�ͳشوند حل استقرا از استفاده با لزوماً م�ͳآید بخش این در که ͳمسائل از ͳابزار؟برخ چیستتفاوتروشو
را آن استکه ابزاری روش،

بار! دو برده�اید کار به
George Pólya

به مسائل این حل اما باشد، داشته وجود آنها برای نیز دیΎری حل راه شاید و
مرور را فصل این در شده گفته مطالب تا م�ͳکند Έکم شما به استقرا وسیلۀ

بزنید. Έمح ͳاستقرای مسائل حل در را خود ͳتوانای و کنید
دارد٣٢. وجود اول عدد ب�ͳنهایت کنید ثابت .١.۶.١

اصم n
√
m آنΎاه نباشد کامل ام n قوۀ m ͳطبیع عدد اگر دهید نشان .٢.۶.١

است.
اصم عددی گویا، عدد Έی و اصم عدد Έی حاصلجم΄ کنید ثابت .٣.۶.١

است.
دو هر که طوری م�ͳزنیم برش چاقو Έی ز استفاده با را پیتزا Έی .۴.۶.١
نم�ͳگذرند. نقطه Έی از ͳبرش سه Ϳهی و م�ͳکنند قط΄ را ی΋دیΎر مختلف برش

داریم؟ پیتزا قطعه چند برش n از بعد
را m از ابتدا استقرای ͳدرست ،ͳریاض استقرای اصل از استفاده با .۵.۶.١

کنید. اثبات

بر ͳمبتن م�ͳداد ارائه ح΋م این برای وی که ͳاستدلال م�ͳدانست. را مطلب این ٣٢اقلیدس

بود. خلف برهان



تمرین�ها .۶.١۴۶

اثبات را قوی استقرای ͳدرست ،ͳریاض استقرای اصل از استفاده با .۶.۶.١
کنید.

ی΋دیΎر با ͳانامتناه نزول اصل و ͳریاض استقرای اصل کنید ثابت .٧.۶.١ م�ͳآید، ͳغیرطبیع نظر به گرچه
۴.۶.١ مسألۀ در حال این با
شما پیتزای که کنید فرض
چاقو برش�های و است ΀مسط

I م�ͳباشد! خط ش΋ل به
سه جسم Έی که ͳصورت در
کنیم قط΄ صفحه n با را بعدی
ایجاد ͳنواح تعداد بیشترین

است؟ چند شده

معادلند.
با ͳطبیع اعداد ͳخوشترتیب اصل و ͳریاض استقرای اصل کنید ثابت .٨.۶.١

معادلند. ی΋دیΎر
ش΋ل این به ،٣٣ͳضرب استقرای به موسوم استقرا، از دیΎری صورت .٩.۶.١
ازای به بتوانیم و باشد n ͳطبیع عدد مورد در ͳم΋ح P (n) اگر که م�ͳشود بیان
p مانند اول عدد هر ازای به را P (pn) ͳدرست P (n) ͳدرست از ۱ < n ∈ N هر
p اول عدد هر و p = ۱ برای P (p) که دهیم نشان بتوانیم علاوه به و کنیم اثبات
استقرای اصل کنید ثابت است. درست n ∈ N هر برای P (n) آنΎاه است درست

معادلند. هم با ͳضرب استقرای اصل و ͳریاض
A میلۀ از حلقه انتقال هانوی) (برج ٣.٢.١ مثال در کنیم فرض .١٠.۶.١
بازی که آن برای حرکت تعداد کمترین صورت این در نباشد. مجاز C میلۀ به

است؟ چند شود انجام
حلقه�ها انتقال برای لازم حرکت�های تعداد کمترین Qn کنیم فرض .١١.۶.١
انتقال که باشد ͳاضاف شرط این با هانوی) (برج ٣.٢.١ مثال در C به A میلۀ از
فرض همچنین باشد. مجاز A به B میلۀ از و B به C میلۀ از ،C به A میلۀ از فقط
A به C میلۀ از حلقه�ها برگرداندن برای لازم حرکت�های تعداد کمترین Rn کنیم

کنید ثابت باشد. شرط همین با

Qn =

 ۰ n = ۰

۲Rn−۱ + ۱ n > ۰

و

Rn =

 ۰ n = ۰

Qn +Qn−۱ + ۱ n > ۰

است مختلف اندازۀ n از حلقه ۲n شامل دوگانه هانوی برج Έی .١٢.۶.١

٣٣multiplicative induction
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گفته ٣.٢.١ مثال در که باشد همان بازی قانون اگر داریم. تا ۲ اندازه هر از راکه ͳمشابه ح΋م م�ͳتوانید آیا
یا سه�گانه �هانوی برج مورد در

دهید؟ ارائه گانه m

کمترین آنΎاه ندارند، ͳفرق هم با اندازه هم حلقۀ دو که کنیم فرض اگر و شد،
اگر است؟ چند C میلۀ به A میلۀ از حلقه�ها انتقال برای لازم حرکت�های تعداد
برای لازم حرکت تعداد کمترین باشند مختلف Ίرن دو از اندازه هم حلقۀ دو

است؟ چند شود حفظ آنها ترتیب که طوری به حلقه�ها انتقال
ژوزفیوس) (مسألۀ ١٠.٢.١ مثال در شده ͳمعرف دنبالۀ Jn فرضکنیم .١٣.۶.١

.Jn = n که بیابید را ͳهای n همۀ باشد.
ژوزفیوس) (مسألۀ ١٠.٢.١ مثال در شده ͳمعرف دنبالۀ Jn فرضکنیم .١۴.۶.١
ازای به کنید ثابت شود. تعریف f(n) = Jn صورت به f : N → N تاب΄ و باشد
fk از منظور آن در که ،fm+۱(n) = fm(n) که هست m مانند عددی ،n هر

است. f تاب΄ بار k ترکیب
با آخر ماقبل فرد ژوزفیوس) (مسألۀ ١٠.٢.١ مثال در کنیم فرض .١۵.۶.١

کنید. تعیین n حسب بر را In مقدار شود. داده نمایش In
را افراد که آن جای به ژوزفیوس) (مسألۀ ١٠.٢.١ مثال در اگر .١۶.۶.١
هر و n هر ازای به آیا کنیم حذف میان در q را آنها ببریم، بین از میان در ͳ΋ژوزفیوسی اگر دیΎر عبارت به

نفر نفری، n جم΄ Έی در
عددی م�ͳتواند آیا باشد ام m
با تا کند تعیین را q مانند
صورت به افراد کردن ͳخودکش
نهایت در خودش درمیان، q

بماند؟ زنده

فردی نفری n جم΄ در که ͳقسم به یافت را q مانند مناسب عددی م�ͳتوان m

باشد؟ m شمارۀ م�ͳماند ͳباق نهایت در که
ͳحقیق اعداد از مجزا و ͳمتناه زیرمجموعۀ دو B و A کنیم فرض .١٧.۶.١
.x−۲ ∈ B یا x+۱ ∈ A باشیم داشته x ∈ A∪B هر ازای به که طوری به باشند
است. B اعضای تعداد برابر دو A اعضای تعداد ͳیعن ،|A| = ۲|B| کنید ثابت
و ͳحقیق اعداد از مجزا و ͳمتناه زیرمجموعۀ دو B و A فرضکنیم .١٨.۶.١
x ∈ A∪B هر ازای به که طوری به باشند اول هم به نسبت و ͳطبیع عدد دو b و a
ͳوریتمΎال .a|A| = b|B| کنید ثابت .x − b ∈ B یا x + a ∈ A باشیم داشته

دهید. ارائه ͳمجموعه�های چنین ساختن برای ͳاستقرای
به کرده�ایم رن�Ίآمیزی سفید و سیاه Ίرن دو با را ͳطبیع اعداد .١٩.۶.١
دو حاصلضرب و سیاه Ίرن به متفاوت Ίرن با عدد دو حاصلجم΄ که طوری
رن�Ίآمیزی مختلف حالت�های همۀ است. سفید Ίرن به ی΋سان Ίرن با عدد

که نباشد بد اوقات ͳگاه شاید
حل تا کنید سخت�تر را مسأله
ͳاستقرای اثبات�های در شود!
صرف کار این وقت�ها ͳبعض

م�ͳکند.
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کنید. تعیین را
م�ͳخواهیم م�ͳگیریم. نظر در صفحه در ΀مختصاتصحی با نقطه n .٢٠.۶.١
و سطر هر در که طوری به کنیم رن�Ίآمیزی سبز و ͳآب Ίرن دو با را نقاط این
شده Ίرن نقاط تعداد و ͳآب Ίرن با شده Ίرن نقاط تعداد اختلاف ستون هر

است؟ پذیر ام΋ان کار این آیا باشد. ۱ برابر حداکثر سبز Ίرن با
کنید ثابت باشد. فرد و اول عددی p و ͳطبیع عددی n کنیم فرض .٢١.۶.١
این باشد. کامل مرب΄ n۲ + d و d|pn۲ که دارد وجود ͳطبیع ی d Έی حداکثر

کنید. تعیین p و n برحسب را d

باشیم داشته n,m ∈ N هر ازای به که بیابید را f : N → N تواب΄ همۀ .٢٢.۶.١
.f(n) + f(m)|n+m

را m مانند ͳطبیع اعداد همۀ باشد. ͳثابت ͳطبیع عدد n کنیم فرض .٢٣.۶.١
باشیم داشته an ،. . . ،a۱ مانند ͳطبیع اعدادی ازای به که بیابید مناسب الΎوی که آن برای

چند برای نیست بد بیابید را
برای را مسأله ،Έکوچ عدد
برای کنید. ͳبازنویس خودتان
باید بیاموزیم را رفتن راه که آن
برداریم. قدم چند و برخیزیم

m =
۱
a۱

+
۲
a۲

+ . . .+
n

an
.

c و b ،a اضلاع با مثلث چند باشد. ͳطبیع عددی n کنیم فرض .٢۴.۶.١
باشد؟ n برابر آنها محیط و a, b, c ∈ N که دارند وجود

کنید ثابت باشد. ͳطبیع عددی n کنیم فرض .٢۵.۶.١
n∑

k=۱

k

(k + ۱)!
= ۱− ۱

(n+ ۱)!
.

است. n! مضرب ͳمتوال عدد n هر حاصلضرب کنید ثابت .٢۶.۶.١
همۀ باشند. ۱ از بزرگ�تر و ͳطبیع اعدادی m و n کنیم فرض .٢٧.۶.١

معادلۀ جواب�های
۱!۳! . . . (۲n− ۱)! = m!

بیابید. را
ͳیعن برد، کار به عقبΎرد صورت به را استقرا م�ͳتوان اوقات ͳگاه .٢٨.۶.١
ام n+۱ مرحلۀ از م�ͳتوانیم برسیم ام n+۱ مرحلۀ به ام n مرحلۀ از که آن جای به
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باشد: زیر ح΋م P (n) کنید فرض مثلا̈ برگردیم! ام n مرحلۀ به

x۱ . . . xn ⩽
(
x۱ + . . .+ xn

n

)n

, x۱, . . . , xn ≥ ۰.

نیز P (n−۱) آنΎاه باشد درست P (n) اگر و است درست n = ۲ برای ح΋م این
ͳدرست همچنین .(x۱+...+xn−۱

n−۱ دهیم قرار xn جای به است ͳکاف) است درست
به چرا که دهید ΀توضی (چرا؟). م�ͳدهد نتیجه را P (۲n) ͳدرست P (۲) و P (n)

شد. خواهد اثبات n هر برای ح΋م روش رااین استقرا نوع این ͳبرخ
م�ͳنامند. ͳقهقرای استقرای n مانند ͳطبیع عدد هر برای x۲ + y۲ = zn معادلۀ که کنید ثابت .٢٩.۶.١

است. N در ͳجواب دارای
۲n و n بین n > ۱ هر ازای به که م�ͳدارد بیان برتراند٣۴ قضیۀ .٣٠.۶.١
ͳطبیع عدد هر که کنید ثابت قضیه این از استفاده با دارد. وجود اول عددی

نوشت. متمایز اول اعداد از ͳمجموع صورت به م�ͳتوان را ۶ از بزرگتر
ندارد. جواب ͳطبیع اعداد در x۲ − y۲ = ۱۰ معادلۀ کنید ثابت .٣١.۶.١

رن�Ίآمیزی قرمز و ͳآب Ίرن دو با را Kn کامل گراف یال�های .٣٢.۶.١
un ،. . . ،u۲ ،u۱ صورت به را Kn رئوس م�ͳتوانیم که کنید ثابت کرده�ایم٣۵.
و un ،. . . ،u۳ و u۲ ،u۲ و u۱ بین موجود یال�های که طوری به کنیم نامΎذاری
قرمز یال چند آن از پس و ͳآب یال چند یا و باشند قرمز ͳΎهم یا ͳآب ͳΎهم ،u۱

باشیم. داشته
ͳمثلث Ϳهی که طوری به کنیم رن�Ίآمیزی را Kn یال�های م�ͳخواهیم .٣٣.۶.١
چند حداکثر نشود. یافت آن در باشند داشته متفاوت رن�Ίهای آن ضل΄ سه که

برد؟ کار به م�ͳتوان Ίرن
ͳگراف G نماد با آن م΋مل٣۶ ،G = (V,E) مانند گراف Έی برای .٣۴.۶.١
وجود یال G در V از رأس دو بین و است V همان آن رئوس مجموعۀ که است

٣۴Bertrand’s theorem
مجموعۀ و V رئوس مجموعۀ از متش΋ل ،G = (V,E) یΈگرافمانند که م�ͳکنیم ٣۵یادآوری

Kn کامل گراف همچنین است. شده واق΄ V از رأس دو بین E از e یال هر که است E یال�های
دارد. وجود یال Έی V از رأس دو هر بین که است vn ،. . . ،v۲ ،v۱ رأس n از متش΋ل

٣۶complement
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گراف نباشد. موجود ͳیال G در رأس دو آن بین که ͳوقت فقط و فقط دارد به مسأله حل ترفند هنوز اگر
فرا ͳخوب به را استقرا وسیلۀ
بعدی فصل به هرگز نΎرفته�اید
مجموعه�ای کنید ͳسع نروید!
در را ͳاستقرای مسائل از دیΎر
و کنید پیدا دیΎر کتاب�های

کنید. حل را آنها

مجدد شماره�گذاری طوری را G رئوس بتوانیم هرگاه نامیم خودم΋مل٣٧ را G

رأس n با خودم΋مل ͳگراف G اگر کنید ثابت شوند٣٨. ͳ΋ی G و G که کنیم
گراف�های که دهید ارائه ͳوریتمΎال هستند. ۴ مضرب n− ۱ یا n آنΎاه باشد

بسازد. رأس . . . ،۱۳ ،۱۲ ،۹ ،۸ ،۵ ،۴ با ͳمل΋خودم

٣٧self-complemented
رئوس ،۳ و ۲ رئوس ،۲ و ۱ رئوس بین که ۵ و ۴ ،۳ ،۲ ،۱ رئوس با ͳضلع پن; Έی ٣٨مثلا̈

چرا؟ است. م΋مل خود دارد وجود یال آن ۱ و ۵ رئوس بین بالاخره و ۵ و ۴ رئوس ،۴ و ۳
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و یا،

که مثال�ها از ͳمناسب انبوه
باشد، بزرگ ام΋ان حد تا
ͳمفهوم هر عمیق درک برای
من که هرگاه و است ضروری
یاد را جدیدی چیز م�ͳخواهم
است این من کار اولین بΎیرم،

بسازم. را آن از نمونه�ای که
Paul Richard Halmos

3 March 1916 - 2 Oct 2006

م�ͳخوانید فصل این در آنچه ٠.٢

مسائل حل برای آنها از و م�ͳشویم مواجه دیΎر سادۀ اصل دو با فصل این در
اصلا̈ اصول خود درک و م�ͳشوند بیان ͳسادگ به اصل دو این م�ͳکنیم. استفاده
به را آنها وسیلۀ به مسائل کردن حل بتوانید که آن برای گرچه نیست، سخت
مختلف اح΋ام در را آنها بردن کار به است لازم تردید بدون گیرید فرا ͳخوب

۵١
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بندید. کار به متفاوت نمونه�های در و کنید مشاهده

و م�ͳشود بیان ͳسادگ به دارد؛ را ͳخاصیت چنین ͳاصل هر که گفت م�ͳتوان
نم�ͳتوان که هستند ͳگزاره�های اولیه اصول معمولا˦ که چرا است، آسان آن فهمیدن
دلیل که م�ͳگردد باعث گزاره�ها این بیان ͳسادگ مطمئناً آورد. آنها برای ͳدلیل
گزاره�ای ͳدرست برای ͳبرهان بتوانیم اگر چون شود مش΋ل دچار آنها برای آوردن عنوان به را گزاره�ای که آن برای

کنیم اثبات باید بپذیریم اصل
و کرد اثبات را آن نم�ͳتوان که
را آن نم�ͳتوان که کنیم اثبات
م�ͳتوان چΎونه واقعاً کرد. رد
قابل جمله�ای که کرد اثبات
نیست؟ ابطال قابل و اثبات

بپذیریم. اصل عنوان به را آن که نیست ͳمنطق دهیم ارائه P مانند

از استفاده حال این با م�ͳشوند، بیان ͳسادگ به اولیه اصول گرچه دیΎر سوی از
گونه این است. ویژه ابت΋اری و ترفند بر ͳمبتن معمولا˦ مسائل، حل برای آنها
در شد. خواهند آسان شوند حل چون که هستند ͳمعماهای شبیه بیشتر مسائل
سؤال خود فهمیدن ͳحت و آنها درک که دارند وجود ͳمسائل آن، مقابل نقطۀ
آن از تا بنابراین است. معروف قضایای و پیچیده تعاریف با ͳآشنای نیازمند
حل را مسائل گونه این بتوانید است بعید باشید نداشته اطلاع قضایا و تعاریف
مسائل از نوع این حل گردید وسی΄ شما اطلاعات دامنۀ که همین اما کنید.

ندارد. ابت΋ار و ترفند به ͳاحتیاج معمولا˦

حل در که هستند ͳاصول از پرداخت خواهیم آنها به فصل این در که ͳاصل دو
ͳمختلف نمونه�های و اصل دو این با ابتدا در م�ͳآیند. کار به ͳشمارش مسائل
دو این آمیختن هم در با م�ͳکنیم ͳسع سپس و شد خواهیم آشنا آنها کاربرد از
از که کنیم حل را ͳمسائل استقرا، وسیلۀ به اثبات و خلف برهان ترفند با اصل
مسائل، حل برای ما ابزار چه هر Έش�ͳب هستند. برخوردار ͳمضاعف ͳپیچیدگ
را کار که چیزی اما کنیم اثبات را قوی�تری اح΋ام م�ͳتوانیم باشد پیشرفته�تر
نم�ͳدانیم مختلف، ابزارهای این گرفتن فرا از پس که است این م�ͳکند سخت

ببریم. کار به باید مسأله کدام با شدن مواجه برای را Έی کدام

مطرح ͳریاض استقرای اصل با شدن آشنا از پس دقیقاً مسأله�ای، ͳوقت مثلا̈
در اگر و باشد مفید آن حل در م�ͳتواند استقرا که بزنیم حدس م�ͳتوانیم م�ͳشود
م�ͳتواند روش این تردید بدون کنیم مطرح را ͳسؤال و باشیم خلف برهان بحث
آموخته�اید را کتاب این مطالب همۀ که کنید تصور اما شود. واق΄ مؤثر آن حل در
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مطمئناً م�ͳشود. خلفحل برهان Έکم به که ببینید را ساده�ای مسألۀ پایان در و
دارد. ͳبالای ممارست و تجربه به احتیاج ͳوضعیت چنان در خلف برهان انتخاب
سخت�تر مسائلمان بیشتر، معلوماتمان رویم پیشتر هرچه که است ͳبدیه بنابراین

کرد! خواهند جلوه دشوارتر آسان حل�های راه ͳحت و

ͳتوخال مرب΄�های ١.٢

باشد. نداشته ی΋دیΎر به ͳربط آنها انجام که بΎیرید نظر در را مختلف کار دارددو وجود بسیاری سؤالات
مـ�ͳتـوانند بـ�ͳخـردان کـه
اما کنند مطرح را آنها
آنها نم�ͳتوانند خردمندان

دهند. ΁پاس را
George Pólya

A را کار دو این بΎیرید. نظر در را کردن بازی و خواندن درس م�ͳتوانید مثلا̈
روش m به B کار انجام و روش n به A کار انجام کنید فرض م�ͳنامیم. B و
کنید. عمل روش دو به خواندن درس برای م�ͳتوانید مثلا̈ باشد. پذیر ام΋ان
مثلا̈ که کنید فرض همچنین بدهد. درس شما به ͳمعلم یا بخوانید خودتان یا
و (!) ͳریاض مسألۀ Έی حل بازی، توپ باشد: مم΋ن روش سه به کردن بازی

دوستان. از ͳ΋ی به کوتاه پیام ارسال

کنید. عمل روش n+m به م�ͳتوانید دهید انجام را B کار یا A کار بخواهید اگر
بازی توپ یا بدهد درس شما به ͳمعلم یا بخوانید درس خودتان م�ͳتوانید مثلا̈
کوتاه پیام خود دوستان از ͳ΋ی برای یا کنید حل ͳریاض مسألۀ Έی یا کنید

بفرستید.

کنید. روشعمل nm به م�ͳتوانید دهید انجام را B کار و A کار بخواهید اگر اما
بخوانید درس خودتان کنید، بازی توپ و بخوانید درس خودتان م�ͳتوانید مثلا̈
دوستان از ͳ΋ی برای و بخوانید درس خودتان کنید، حل ͳریاض مسألۀ Έی و
ͳمعلم کنید، بازی توپ و بدهد درس شما به ͳمعلم بفرستید، کوتاه پیام خود
و بدهد درس شما به ͳمعلم کنید، حل ͳریاض مسألۀ Έی و بدهد درس شما به

بفرستید. کوتاه پیام خود دوستان از ͳ΋ی برای

آنها به داریم قصد فصل این در که است جدیدی اصل دو گفتیم که چیزی
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بΎوییم. دقیق�تر دهید اجازه بپردازیم.
اعضای تعداد آنΎاه باشند مجزا مجموعۀ Bدو Aو اگر (اصلجم΄١) .١.١.٢ پر لیوان Έی آب از ͳنیم

ͳخال دیΎر ͳلیوان در را آب
را لیوان این اگر م�ͳکنیم.
نشان منف�ͳنΎر فرد Έی به
آن از ͳنیم م�ͳگوید دهیم
فردی به اگر و است ͳخال
م�ͳگوید دهیم نشان مثبت�نΎر
آن اگر اما است پر آن از ͳنیم
در که ریاضیدان Έی به را
نشان دارد تخصص ترکیبیات
و م�ͳدهد ت΋ان سری دهیم
بخواهیم اگر اکنون م�ͳگوید:
کنیم انتخاب آب مل΋ول Έی
از یا دارد؛ وجود حالت دو
یا م�ͳکنیم انتخاب لیوان این

دیΎری. از

D

دیΎر عبارت به .B اعضای تعداد اضافۀ به A اعضای تعداد با است برابر A∪B

■ .|A ∪B| = |A|+ |B| داریم A ∩B = ϕ فرض با
تعداد آنΎاه باشند دلخواه مجموعۀ دو B و A اگر ضرب٢) (اصل .٢.١.٢
به .B اعضای تعداد ضربدر A اعضای تعداد با است برابر A × B اعضای
■ .|A×B| = |A| · |B| دیΎر عبارت

است دیΎر کار چند از ͳترکیب که کار Έی انجام حالات تعداد که آن برای
تعداد بΎوییم، کار آن انجام مورد در ساده جملۀ Έی است ͳکاف بشماریم را
حروف به بنویسیم، ͳتوخال مرب΄ چند در را شده گفته کارهای انجام حالات
ضرب علامت بود آمده و جا هر کنیم، توجه گفته�ایم که جمله�ای در یا و و ربط
بحث مثال چند ذکر با دهید اجازه جم΄. علامت بود آمده یا جا هر و بΎذاریم

کنیم. روشن را
است؟ چند برابر ۱ و ۰ ارقام با ͳرقم n کدهای تعداد .٣.١.٢ مثال

رقم اولین نوشتن برای م�ͳکنیم. عمل طریق این به ͳرقم n کد Έی نوشتن برای
دومین نوشتن برای و کنیم عمل م�ͳتوانیم طریق ۲ به چپ) سمت از (مثلا̈ کد

داریم پس طریق. ۲ به نیز ام n رقم نوشتن برای …و و طریق ۲ به نیز رقم
٢× ٢× . . .× ٢

که است آن دلیل به مرب΄�ها بین در ضرب عمل است. n برابر ها ۲ این تعداد که
΁پاس بنابراین بنویسیم. را ام n رقم و . . . و دوم رقم و اول رقم م�ͳخواهیم ما
♠ است. ۲n برابر
زیرمجموعه Xچند = {۱,۲, . . . , n} مانند عضوی n یΈمجموعۀ مثال١.٢.۴.

دارد؟ به دادن جواب برای روش چند
م�ͳدانید؟ سؤال این

١rule of sum
٢rule of product
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صورت به را آن کنیم مشخص را X از A مانند زیرمجموعه Έی که آن برای
A = {□,□, . . . ,□}

نوشتن مخصوص اول مرب΄ است. n برابر ͳتوخال مرب΄�های تعداد که م�ͳنویسیم
م�ͳباشد. n نوشتن مخصوص ͳام n و . . . ،۲ نوشتن مخصوص ͳدوم ،۱

اول مرب΄ در کنیم مشخص را A مانند دلخواه زیرمجموعه�ای که آن برای اکنون
یا م�ͳگذاریم را ۲ دوم مرب΄ در و حالت) ۲) نم�ͳگذاریم یا م�ͳگذاریم را ۱

پس نم�ͳگذاریم. یا م�ͳگذاریم را n ام n مرب΄ در و . . . و حالت) ۲) نم�ͳگذاریم
با است برابر زیرمجموعه�ها تعداد

١+١× ١+١× . . .× ١+١

۲n بـرابـر X زیـرمـجمـوعه�هـای تعداد لـذا و اسـت n برابر مـرب΄�ها تـعداد که
♠ م�ͳباشد.
ی΋دیΎر کنار در صف Έی در را نفر n م�ͳتوان طریق چند به .۵.١.٢ مثال

داد؟ قرار

انتخاب اول نفر که همین اما دارد وجود حالت n صف اول نفر انتخاب برای
n− ۲ بعدی نفر برای و داشت؛ خواهد وجود انتخاب n− ۱ دوم نفر برای شد

داریم. انتخاب ۱ آخر نفر برای ترتیب همین به انتخاب.

با است برابر مختلف صف�های تعداد بنابراین
n× (n− ۱)× . . .× ۱.

و م�ͳکنیم انتخاب را اول نفر ما که است دلیل این به اعداد بین در ضرب یΈعمل در بخواهند نفر ۰ اگر
حالت Έی بΎیرند قرار صف
است این حالت آن دارد! وجود
نباشد. صف در ͳکس Ϳهی که
۰! = ۱ تعریف ترتیب، بدین

م�ͳگردد. توجیه

علامت با فوق عدد که م�ͳدانیم را. آخر نفر بالاخره و . . . و را دوم نفر سپس
کنار در نفر n گرفتن قرار مختلف حالات تعداد پس م�ͳشود. داده نمایش n!
♠ .n! با است برابر ی΋دیΎر

تأثیر ی΋دیΎر بر کارها انجام که است اهمیت حائز جهت این از فوق مثال
برابر دوم نفر انتخاب حالات تعداد شد انتخاب اول نفر که ͳامΎهن م�ͳگذارد؛
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مثال در داشتیم حق حال این با است. شده کم افراد از نفر Έی چون است n−۱

م�ͳشویم مواجه ͳمسائل با اوقات ͳگاه اما کنیم. استفاده ضرب اصل از فوق
گونه این کم کم نیست. پذیر ام΋ان ͳسادگ این به ضرب اصل از استفاده که

دید. خواهیم نیز را مثال�ها
بین از م�ͳخواهیم داریم. مختلف Ίرن n با ͳچرم دست΋ش n .۶.١.٢ مثال
دست΋ش دو Ίرن که طوری کنیم انتخاب دست΋ش یΈجفت دست΋ش�ها این

است؟ پذیر ام΋ان طریق چند به کار این نباشد. ͳ΋ی شده انتخاب

چپ دست برای و م�ͳکنیم انتخاب را دست΋ش n از ͳ΋ی راست دست برای
با Ίهمرن م�ͳکنیم انتخاب که ͳش΋دست نم�ͳخواهیم چون داریم انتخاب n−۱

♠ است. n(n− ۱) برابر مم΋ن حالات تعداد پس باشد. راست دست دست΋ش
شماره�های آنها روی که رنΊمختلفداریم n با جفتجوراب n مثال٧.١.٢.
بین از جوراب جفت Έی م�ͳتوانیم طریق چند به است٣. شده نوشته ۲n تا ۱

نباشند؟ Ίهمرن که کنیم انتخاب جوراب�ها این

̥ͳچرم دست΋ش که است این ͳچرم دست΋ش با جوراب فرق که داریم توجه
این جوراب مورد در که ͳصورت در کرد چپ دست به نم�ͳتوان را راست دست

نیست. گونه آنها که داریم کتاب ۱۰

۱۰ تا ۱ شماره�های با را
چند به کرده�ایم. شماره�گذاری
را کتاب�ها این م�ͳتوان طریق
به داد قرار ی΋دیΎر کنار در
بعد دقیقاً ۱ کتاب که گونه�ای
دقیقاً ۲ کتاب و ۳ کتاب از
۶ کتاب و ۶ کتاب از بعد
بیاید؟ ۷ کتاب از بعد دقیقاً

چپ پای برای و م�ͳکنیم انتخاب راست پای برای ͳ΋ی جوراب لنΎه ۲n بین از
م�ͳخواهیم مانده ͳباق جوراب لنΎه ۲n−۱ بین از چون داریم انتخاب ۲n−۲

Ίهمرن راست پای برای شده انتخاب جوراب با که کنیم انتخاب ͳجوراب
♠ دارد. وجود مم΋ن حالت ۲n(۲n− ۲) پس نباشد.

از که مجبوریم اوقـات ͳگاهـ نیسـتند. مـفید ͳتـوخال مـرب΄�های هـمیشـه اما
ببینید. را بعد مثال کنیم! استفاده ͳتوخال مستطیل�های

که بیابید را ͳهای (A,B) تعداد .X = {۱,۲, . . . , n} کنیم فرض مثال٨.١.٢.
A؟ ⊆ B ⊆ X که دارد وجود (A,B) چند باشند. X زیرمجموعۀ B و A

داریم. متفاوت جوراب لنΎه ۲n ٣بنابراین
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به ͳتوخال مرب΄ دو است ͳکاف نیست. سخت اصلا̈ سؤال این اول قسمت ΁پاس
م�ͳشود پر روش ۲n به مرب΄ دو این از Έی هر بΎیریم. نظر در (□,□) صورت
برابر اول قسمت ΁پاس بنابراین است. ۲n برابر X زیرمجموعه�های تعداد چون

م�ͳباشد. ۲n × ۲n = ۴n

پر را A به مربوط مرب΄ ͳوقت چون نم�ͳشود حل ͳسادگ این به دوم قسمت اما
اینجا در م�ͳگردد. تعیین آن اساس بر B به مربوط مرب΄ حالات تعداد کردیم،

کنیم. عمل دیΎر ͳطریق به مجبوریم

مشخص زیر صورت به را B و A مجموعه�های و م�ͳنویسیم را n تا ۱ اعداد
م�ͳسازیم

١ ٢ . . . n

A

B

عضو آنها بالای اعداد که م�ͳگذاریم ۱ ͳمرب΄�های در ،A مقابل در اول، سطر در
باشند. B عضو که م�ͳگذاریم ۱ ͳان�های΋م در دوم سطر در همچنین هستند. Aآنها که داریم کتاب ۱۰

۱۰ تا ۱ شماره�های با را
چند به کرده�ایم. شماره�گذاری
را کتاب�ها این م�ͳتوان طریق
به داد قرار ی΋دیΎر کنار در
از بعد ۱ کتاب که گونه�ای
دقیقاً لزومأ نه (اما ۳ کتاب
دقیقاً ۳ کتاب و آن) از پس

بیاید؟ ۶ کتاب از بعد

مثلا̈ م�ͳگذاریم. ۰ نیز م�ͳماند ͳباق که دیΎری جاهای در

١ ٢ ٣ ۴ ۵
A ١ ٠ ١ ١ ٠
B ٠ ٠ ٠ ١ ١

.B = {۴,۵} و A = {۱,۳,۴} ،X = {۱,۲,۳,۴,۵} که م�ͳکند مشخص

پر را آنها و م�ͳگذاریم ۲ × ۱ مستطیل Έی عدد هر زیر حقیقت در بنابراین
مستطیل اگر اما کرد. پر ۱۱ و ۱۰ ،۰۱ ،۰۰ با م�ͳتوان را مستطیل�ها این م�ͳکنیم.
A عضو i که است ͳمعن بدان کنیم پر ۱۰ صورت به را i مانند عدد Έی زیر
پر ۱۰ صورت به نم�ͳتوان را ͳمستطیل Ϳهی پس نم�ͳباشد. B عضو ͳول است

م�ͳشود. پر صورت ۳ به مستطیل هر لذا و کرد
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طریق ۳ به Έی هر را ام n مستطیل و . . . و دوم مستطیل و اول مستطیل اکنون
♠ است. ۳n برابر قسمت این ΁پاس لذا و م�ͳکنیم پر

داد. تعمیم زیر صورت به م�ͳتوان را مثال این
تـعـداد صـــورت ایـن در .X = {۱,۲, . . . , n} کـنـیـم فـرض .٩.١.٢ قضیه

با است برابر A۱ ⊆ A۲ ⊆ . . . ⊆ Ak ⊆ X که ͳهای (A۱, A۲, . . . , Ak)

(k + ۱)n.

بΎیریم نظر در را ͳمستطیل�های باید کنیم عمل فوق مثال روش به اگر برهان.
۱ اصلا̈ یا مستطیل�ها این باشد. آن های ۰ زیر آنها در شده ظاهر ۱ اعداد که
آمده آن مرب΄ پایین�ترین در باید (که است آمده ۱ عدد بار Έی فقط یا ندارند
یا کنند) اشغال را ͳپایین مرب΄ دو باید (که است آمده ۱ عدد بار دو یا باشد)
هر بنابراین هستند). ۱ شامل مرب΄�ها همۀ (که است آمده ۱ عدد بار k یا . . .
مستطیل�ها کل کردن پر حالات تعداد لذا و م�ͳشود پر روش k + ۱ به مستطیل به را ح΋م همین م�ͳتوانید آیا

را استقرا کنید؟ اثبات استقرا
k؟ یا م�ͳبرید کار به n روی

نوشته بار n تعداد به k + ۱ که است (k + ۱) × (k + ۱) × . . . × (k + ۱) برابر
و . . . و کنیم پر را دوم مستطیل و کنیم پر را اول مستطیل باید زیرا است، شده
■ کنیم. پر را ام n مستطیل

اثر ی΋دیΎر بر ما کارهای اگر که است این دارد وجود بین این در که ن΋ته�ای
وجود مسأله بر غلبه برای ͳراه باید حال هر به شویم. ناامید نباید م�ͳگذارند
آشنا مسأله�ای به را خود مسألۀ باید که است این است مهم آنچه باشد. داشته
مسائل باشد بیشتر ما آشنای مسأله�های تعداد چه هر و شود. حل تا کنیم تبدیل

کنیم. حل م�ͳتوانیم را بیشتری

زیر قضیۀ اثبات نباید آموخته�ایم را ح΋م اثبات برای بالا حل راه که اکنون
اول، گیرید: فرا باید را چیز دو م�ͳخوانید را ͳم΋ح برهان ͳوقت باشد. سخت
ترفند که است این است) مهم�تر ͳخیل ͳاول از (که دوم و ح΋م خود اثبات

بسپارید. خاطر به آن مشابه دیΎر مسائل بر غلبه برای را اثبات
تـعـداد صـــورت ایـن در .X = {۱,۲, . . . , n} کـنـیـم فـرض .١٠.١.٢ قضیه



۵٩ͳتوخال مرب΄�های .١.٢

با است برابر A۱ ∪A۲ ∪ . . . ∪Ak = X که ͳهای (A۱, A۲, . . . , Ak)

(۲k − ۱)n.

۱ عدد بار Έی لااقل که شوند پر گونه�ای به باید مستطیل�ها بار این برهان.
پر ۰۰ . . . ۰ صورت به i عدد زیر مستطیل مثلا̈ اگر زیرا باشد آمده مستطیل هر در
نیست Ak ،. . . ،A۲ ،A۱ از Έی Ϳهی به متعلق i که است ͳمعن بدان این شود
X برابر ها Aj اجتماع نتیجه در که باشد آنها اجتماع به متعلق نم�ͳتواند لذا و

شد. نخواهد

در ۱ عدد بار Έی لااقل که کرد پر را مستطیل Έی م�ͳتوان طریق چند به اما
مرب΄ هر که است شده تش΋یل مرب΄ k از مستطیل هر که م�ͳدانیم باشد؟ آمده آن
مرب΄ و مستطیل اول مرب΄ بخواهیم اگر بنابراین م�ͳشود. پر (۱ یا ۰) طریق ۲ به
ͳ΋ی ͳول است. ام΋ان�پذیر روش ۲k به کنیم پر را آن ام k مرب΄ و . . . و آن دوم
بخواهیم اگر بنابراین م�ͳباشد. ۰۰ . . . ۰ با متناظر مستطیل کردن پر حالات این از
حالت ۲k − ۱ باشد آمده آنها در ۱ عدد بار Έی لااقل و کنیم پر را مستطیل�ها
(۲k−۱)×(۲k−۱)× . . .×(۲k−۱) برابر مطلوب تعداد لذا دارد. وجود مم΋ن
■ است. شده نوشته بار n تعداد به ۲k − ۱ که است
تـعـداد صـــورت ایـن در .X = {۱,۲, . . . , n} کـنـیـم فـرض .١١.١.٢ قضیه
مجزا دو به دو ها Aj و A۱ ∪ A۲ ∪ . . . ∪ Ak = X که ͳهای (A۱, A۲, . . . , Ak)

.kn با است برابر همهستند را ͳاضاف شرط این اگر
باشند ͳناته ها Aj که بΎذاریم
مسأله این برای ͳجواب چه

دارید؟
باشند داشته ۱ بار Έی حداقل باید مستطیل�ها که این از غیر بار این برهان.
حداکثر مستطیل هر در باید شود) X برابر مجموعه�ها اجتماع است قرار (چون
لذا باشند). مجزا دو به دو مجموعه�ها است قرار (چون باشیم داشته ۱ بار Έی
اول مرب΄ در م�ͳتواند ۱ این باشد. آمده ۱ عدد بار Έی دقیقاً مستطیل هر در باید
پر روش k به م�ͳتواند مستطیل هر بنابراین باشد. ام k مرب΄ یا . . . یا دوم مرب΄ یا
■ است. kn برابر مطلوب تعداد داریم، مستطیل n چون حال شود.

کنیم. تجربه را سخت�تر ͳم΋ح نیست بد



ͳتوخال مرب΄�های .١.٢۶٠

و X = {۱,۲, . . . , n} کنیم فرض .١٢.١.٢ قضیه
S = {(A۱, A۲, . . . , Ak) : A۱, A۲, . . . , Ak ⊆ X}.

م�ͳدهیم قرار
α =

∑
(A۱,A۲,...,Ak)∈S

|A۱ ∪A۲ ∪ . . . ∪Ak|.

صورت این در
α = n · (۲k − ۱) · ۲k(n−۱).

م�ͳکنیم. اضافه زیر صورت به سطرها همۀ زیر جدید سطر Έی برهان.

١ ٢ . . . n

A۱

A۲
...
Ak

A۱ ∪A۲ ∪ . . . ∪Ak

Έی حداقل که ͳوقت فقط و فقط م�ͳشود پر ۱ عدد با آخر سطر در مرب΄ Έی واقعاً استقرا به مسأله این اثبات
بد اما است. دردسری پر کار
امتحان بار Έی را آن نیست
سراغ نیز دیΎری راه آیا کنید.
را مسأله این بتوان که دارید
و کرد تبدیل دیΎر مسأله�ای به

کرد؟ حل را آن سپس

مجموع با است برابر α مقدار باشد. شده ظاهر آن بالای مستطیل در ۱ عدد بار
ایجاد مستطیل�ها کردن پر مختلف حالات همۀ برای آخر سطر در که ͳهای ۱

م�ͳشود.

از ͳ΋ی ابتدا م�ͳکنیم. عمل طریق بدین آوریم دست به را α مقدار که آن برای
عدد که م�ͳکنیم پر طوری را مستطیل آن سپس و م�ͳکنیم انتخاب را مستطیل�ها
به را مستطیل�ها بقیۀ آن از پس و شود ایجاد مستطیل این آخر سطر مرب΄ در ۱

م�ͳکنیم. پر دلخواه

های ۱ همۀ مجموع م�ͳدهیم، انجام را کاری چنین ͳمستطیل هر با که ͳآنجای از
م�ͳآید. دست به مم΋ن حالات همۀ در مم΋ن



انتخاب۶١ .٢.٢

در که آن برای و م�ͳپذیرد صورت طریق n به مستطیل Έی کردن انتخاب اما
به را مذکور مستطیل م�ͳتوانیم شود ظاهر ۱ عدد مستطیل این آخرِ سطر مرب΄
ͳحالت باید و م�ͳشود پر طریق ۲k به مستطیل هر (چون کنیم پر طریق ۲k − ۱

آنها تعداد که مستطیل�ها بقیۀ و بΎذاریم) کنار را شده�اند پر ۰ با مرب΄�ها همۀ که
م�ͳشوند. پر طریق ۲k به Έی هر است n− ۱ برابر

.۲k بار n − ۱ ضربدر ۲k − ۱ ضربدر n با است برابر مطلوب تعداد بنابراین
■ .n · (۲k − ۱) · ۲k(n−۱) با است برابر عدد این

انتخاب ٢.٢

با ترکیبیات ͳکل طور به م�ͳپردازیم. ترکیبیات مهم سؤال سه به بخش این هنردر ریاضیاتعبارتاستاز
به ی΋سان نام کردن اعطا

متفاوت. اشیاء
Jules Henri Poincaré
29 April 1854 - 17 July 1912

در که است چیزی ترکیب و دارد کار و سر ترکیب�ها به مربوط مختلف مسائل
است. آمده زیر قضیۀ در مهم سؤال سه این م�ͳگیرد. قرار مطالعه مورد بخش این
در .k ⩽ n و باشند ͳنامنف و ΀صحی اعدادی k و n کنیم فرض .١.٢.٢ قضیه

صورت این

!n؛ با است برابر ی΋دیΎر کنار در نفر n گرفتن قرار مختلف حالات تعداد .i

که طوری به نفر n بین از نفری k تیم Έی انتخاب مختلف حالات تعداد .ii

؛ n!
(n−k)! با است برابر باشد داشته اهمیت تیم در افراد ترتیب

که طوری به نفر n بین از نفری k تیم Έی انتخاب مختلف حالات تعداد .iii

. n!
k!(n−k)! با است برابر باشد نداشته اهمیت تیم در افراد ترتیب

م�ͳتوان بنابراین است. ͳبدیه باشد ۰ برابر k یا n که ͳحالت در ح΋م برهان.
هستند. ͳطبیع k و n که کرد فرض

شد. اثبات ۵.١.٢ مثال در قسمت این .i

به اول مرب΄ م�ͳگیریم. نظر در ͳخال مرب΄ k نفری، k تیم Έی انتخاب برای .ii



انتخاب .٢.٢۶٢

n−k+۱ به آخر مرب΄ و . . . و طریق n−۱ به دوم مرب΄ و م�ͳشود پر طریق n

اعداد این حاصلضرب با است برابر مم΋ن حالات تعداد بنابراین طریق۴.
صورت به را عدد این که این برای .n× (n−۱)× . . .× (n−k+۱) ͳیعن
همین بر و ضرب (n − k) × . . .۲ × ۱ در را آن دهیم نمایش ͳفاکتوریل

با است برابر مطلوب تعداد بنابراین م�ͳکنیم. تقسیم عدد

n× (n− ۱)× . . .× (n− k + ۱)

=
n× (n− ۱)× . . .× (n− k + ۱)× (n− k)× . . .۲× ۱

(n− k)× . . .۲× ۱

=
n!

(n− k)!
.

قبل قسمت در که ͳحالت�های از ͳبرخ باشد نداشته اهمیت ترتیب اگر .iii
گفت م�ͳتوان حقیقت در هستند۵. ͳ΋ی اکنون م�ͳشدند ͳتلق متفاوت
باشد داشته اهمیت ترتیب که ͳحالت در مشخص، فرد k انتخاب با که
نداشته اهمیت ترتیب اگر اما ،(i قسمت (بنابر بسازیم تیم k! م�ͳتوانیم
در مطلوب تعداد پس م�ͳشوند. تبدیل تیم Έی به تیم k! این همۀ باشد

با است برابر ͳیعن است قبل قسمت در مذکور عدد برابر ۱
k! حالت این اعدادی m و n کنیم فرض

چند .m < n و باشند ͳطبیع
داریم n تا ۱ اعداد از جایΎشت
از را n تا m+۱ اعداد اگر که
ͳباق جایΎشت کنیم، حذف آن
باشد؟ ۱ . . .mصورت به مانده

۱
k!

· n!

(n− k)!
=

n!

k!(n− k)!
.

■ م�ͳشود. اثبات ح΋م نتیجه در و

حالت�های از Έی هر هستند. ترکیبیات سؤال�های مهم�ترین از فوق مسألۀ سه

این در .k = ۳ و n = ۸ که کنید فرض مثلا̈ شوید متوجه را مطلب این بهتر که آن ۴برای

م�ͳشوند. پر طریق ۶ به ͳسوم و طریق ۷ به ͳدوم و طریق ۸ به ͳاول که داریم مرب΄ ۳ صورت
.۶ = ۸− ۳+ ۱ = n− k + ۱ که کنید توجه

(۴,۱,۲) ،(۲,۴,۱) ،(۲,۱,۴) ،(۱,۴,۲) ،(۱,۲,۴) تیم�های k = ۳ و n = فرض۸ با ۵مثلا̈

این همۀ باشد نداشته اهمیت ترتیب اگر اما م�ͳشوند ͳتلق متفاوت اول قسمت در (۴,۲,۱) و
م�ͳشوند. تبدیل {۱,۲,۴} تیم Έی به حالات



انتخاب۶٣ .٢.٢

جایΎشت۶ Έی را فوق قضیۀ i قسمت در صف در افراد ایستادن مختلف
را آن بΎیرند نظر در افراد بین را جایΎشت که آن جای به معمولا˦ م�ͳنامیم.
تعداد n = ۳ حالت در مثلا̈ م�ͳگیرند. نظر در ͳطبیع اعداد یا الفبا حروف روی
صورت به c و b ،a حرف سه روی را آنها که است ۳! = ۶ برابر جایΎشت�ها

abc, acb, bac, bca, cab, cba

صورت به ۳ و ۲ ،۱ عدد سه روی یا
۱۲۳,۱۳۲,۲۱۳,۲۳۱,۳۱۲,۳۲۱

م�ͳدهند. نمایش

م�ͳدهیم. نمایش Sn با را حرف n روی مختلف جایΎشت�های همۀ مجموعۀ
اعضای دادن نمایش برای ͳمختلف روش�های و است n! برابر Sn اعضای استفادهتعداد حروف بین در اگر

وجود هم حروفت΋راری شده،
جایΎشت چند باشد داشته

داریم؟

اینجا در است ساده�تر آن با کردن کار که را ͳ΋ی میان آن از که دارد وجود آن
م�ͳدهیم. شرح

فرض م�ͳتوانیم بΎیریم نظر در n ،. . . ،۲ ،۱ عدد n روی را جایΎشت اگر
n تا ۱ شماره�های با نفر n و داریم n تا ۱ شماره�های با ͳصندل n که کنیم
ͳصندل روی فردی هر که ͳحالت در بنشینند. صندل�ͳها این روی م�ͳخواهند که
این م�ͳنامیم. ٧ͳهمان جایΎشت را آن که م�ͳآید دست به ͳشتΎجای بنشیند خود

صورت به م�ͳتوان را جایΎشت

۱ → ۱,۲ → ۲, . . . , n → n

پی΋ان�ها همین با م�ͳتوان نیز را دیΎر جایΎشت�های از Έی هر داد. نمایش
مثلا̈ شد. خواهد محاسبات شدن پیچیده باعث عمل در کار این اما داد نمایش

۶permutation
٧identity permutation
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جایΎشت و n = ۷ کنید فرض

۱ → ۵,۲ → ۴,۳ → ۷,۴ → ۳,۵ → ۱,۶ → ۶,۷ → ۲

نمایش ͳطولان ش΋ل این به را جایΎشت این که آن جای به بΎیرید. نظر در را
م�ͳکنیم. ͳمعرف را ساده�تری ش΋ل دهیم

عدد این م�ͳنویسیم. دلخواه به را اعداد از ͳ΋ی و م�ͳکنیم باز پرانتز Έی ابتدا
سپس م�ͳنویسیم. را ۱ عدد معمولا˦ اما باشد n تا ۱ اعداد از Έی هر م�ͳتواند
شده واق΄ م�ͳشود شروع ۱ با که ͳان΋پی راست سمت در که م�ͳنویسیم را عددی

م�ͳنویسیم آمد بالا در که ͳشتΎجای برای مثلا̈ است.
(۱ ۵

شده نوشته ما دوم عدد پی΋ان راست سمت در که م�ͳنویسیم را عددی آن از پس
ͳان΋پی ببینیم باید پس است ۵ برابر دوم عدد چون ما جایΎشت در مثلا̈ است. عدد n روی جایΎشت چند

عددی Ϳهی آن در که داریم
نیامده پرانتز Έی در ͳتنهای به

باشد؟

مثال در عدد این دارد. را عددی چه راست سمت در آمده ۵ آن چپ سمت که
است. ۱ برابر ما

نوشته�ایم قبلا̈ را آن که کردیم برخورد عددی با هرگاه و م�ͳدهیم ادامه را کار این
تاکنون که را اعدادی از ͳ΋ی و م�ͳکنیم باز جدیدی پرانتز م�ͳبندیم، را پرانتز

نوشت باید ما جایΎشت برای م�ͳنویسیم. است نشده نوشته
(۱ ۵)(۲ ۴ ۳ ۷)(۶).

در ۶ → ۶ که معناست بدین است آمده پرانتز Έی در ͳتنهای به که ۶ عدد
Έی تنها دارای که ͳپرانتزهای م�ͳکنیم قرارداد است. شده ظاهر ما جایΎشت

صورت به م�ͳتوانیم را جایΎشتمان بنابراین ننویسیم. را هستند عدد
(۱ ۵)(۲ ۴ ۳ ۷)

ظاهر پرانتزهای از Έی هر و م�ͳنامیم دوری نمایش را نمایش این دهیم. نمایش
به ۵ و ۱ ما جایΎشت در که گفت م�ͳتوان مثلا̈ م�ͳشود. نامیده دور Έی شده
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جای دوری صورت به نیز ۷ و ۳ ،۴ ،۲ م�ͳکنند، عوض را خود جای دوری طور
اعداد م�ͳتوانیم م�ͳنشیند. خود ͳصندل بر ۶ و م�ͳکنند عوض ی΋دیΎر با را nخود روی جایΎشت�های تعداد

تش΋یل دور k از دقیقاً که عدد
است؟ چند باشند شده

بنویسیم. دیΎر دایره�ای دور را ۷ و ۳ ،۴ ،۲ اعداد و دایره Έی دور را ۵ و ۱

از عبارتند که را ۳ و ۲ ،۱ عدد سه روی جایΎشت�های همۀ مثلا̈

۱ → ۱, ۲ → ۲, ۳ → ۳

۱ → ۱, ۲ → ۳, ۳ → ۲

۱ → ۲, ۲ → ۱, ۳ → ۳

۱ → ۲, ۲ → ۳, ۳ → ۱

۱ → ۳, ۲ → ۱, ۳ → ۲

۱ → ۳, ۲ → ۲, ۳ → ۱

صورت به م�ͳتوان

(۱)

(۲ ۳)

(۱ ۲)

(۱ ۲ ۳)

(۱ ۳ ۲)

(۱ ۳)

در ͳکس هر چون حقیقت در جایΎشت اولین در که کنید توجه داد. نمایش
طبق لذا و هستند عدد Έی تنها شامل پرانتزها همۀ پس م�ͳنشیند خود جای
(۱) عریضه نبودن ͳخال برای اما شود نوشته نباید آنها از کدام Ϳهی ما قرارداد

م�ͳنویسیم! را
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نوشت م�ͳتوان نمادگذاری این با
S۳ = {(۱), (۱ ۲), (۱ ۳), (۲ ۳), (۱ ۲ ۳), (۱ ۳ ۲)}.

را ۳ و ۲ ،۱ عدد سه که است این جایΎشت ۶ این برای دیΎر تعبیر Έی به م�ͳتوان را جایΎشت هر
Έی به Έی ͳتابع عنوان
n تا ۱ مجموعۀ از برو و
نظر در مجموعه همان به
دو م�ͳتوان بنابراین گرفت.
ضربکرد؛ هم در را جایΎشت
دو حاصلضرب حقیقت در
آیا آنها. ترکیب ͳیعن جایΎشت
ضرب برای قاعده�ای م�ͳتوانید
به توجه با جایΎشت�ها کردن
دهید؟ ارائه آنها دوری نماد

به را جایΎشت�ها از Έی هر و بنویسیم متساوی�الاضلاع مثلث Έی رئوس روی
Ϳهی (۱) ͳهمان جایΎشت تعبیر این با کنیم. ͳتلق رئوس کردن جا به جا عنوان
متناظر (۲ ۳) و (۱ ۳) ،(۱ ۲) جایΎشت�های نم�ͳدهد، انجام مثلث روی ͳعمل
با متناظرند (۱ ۳ ۲) و (۱ ۲ ۳) جایΎشت�های و هستند محوری دوران�های با
بزرگ�تر های n برای است. ͳاستثنای حالت Έی این البته مرکزی. دوران�های
روی مرکزی یا محوری دوران�های با که داریم نیز دیΎری جایΎشت�های ۳ از
رئوس با مرب΄ روی (۱ ۲) جایΎشت مثلا̈ نیستند. تناظر در منتظم ͳضلع n Έی

م�ͳپیچاند! را ۲ و ۱ رأس دو بین ضل΄ فقط ،۴ و ۳ ،۲ ،۱

نفری n جم΄ Έی از نفری k و مرتب ͳتیم انتخاب فوق قضیۀ دوم قسمت
Έی را قسمت این در مذکور حالات از Έی هر م�ͳدهد. قرار ͳبررس مورد را
مثلا̈ دهیم. نمایش مرتب ͳتای k با را آن م�ͳتوانیم و م�ͳنامیم ترتیب با انتخاب

کرد٨. ͳمعرف را (۲,۵,۶) تیم م�ͳتوان k = ۳ و n = ۷ برای

مجموعۀ از مرتب) تای�ͳهای k تعداد همان ͳیعن) مرتب ͳتای k تیم�های تعداد
آن و م�ͳدهیم نمایش P (n, k) با است n!

(n−k)! برابر که را {۱,۲, . . . , n} نفری n مجموعه�ای از بخواهیم اگر
و نامرتب ͳتیم عضوی، n

که کنیم انتخاب عضوی k

ت΋راری م�ͳتوانند آن اعضای
وجود حالت چند باشند، هم
تیم�های تعداد برای دارد؟
چه ت΋راری اعضای با مرتب

دارید؟ ͳپاسخ

م�ͳخوانیم. تا n از تا k ترتیب را

از نفری k و ترتیب احتساب بدون ͳتیم انتخاب قضیه سوم قسمت همچنین
این در مذکور حالات از Έی هر م�ͳدهد. قرار ͳبررس مورد را نفری n یΈجم΄
عضوی k زیرمجموعه�ای با را آن م�ͳتوانیم و م�ͳنامیم ترکیب٩ Έی را قسمت
کرد. ͳمعرف را {۲,۵,۶} تیم م�ͳتوان k = ۳ و n = ۷ برای مثلا̈ دهیم. نمایش

زیرمجموعه�های تعداد همان ͳیعن) ترتیب احتساب بدون ͳتای k تیم�های تعداد

Έی (۲ ۵ ۶) شود؛ اشتباه جایΎشت برای دوری نمایش با نباید نماد این که کنید ٨توجه

مرتب. نفری سه تیم Έی (۲,۵,۶) و است دوری جایΎشت
٩combination



انتخاب۶٧ .٢.٢

(
n
k

) با است n!
k!(n−k)! برابر که را {۱,۲, . . . , n} نفری n مجموعۀ از (ͳتای k

م�ͳخوانیم. تا n از تا k ترکیب را آن و م�ͳدهیم نمایش

،n! ͳیعن ترکیبیات مهم نماد سه فوق، قضیۀ در مذکور قسمت سه ترتیب بدین
م�ͳکنند. ͳمعرف را (nk) و P (n, k)

سه این به را دیΎری سؤال�های م�ͳتوانیم شدیم آشنا نماد سه این با که اکنون
شوند. حل تا کنیم تبدیل آشنا سؤال

شمار١٠ دوبار که م�ͳکنیم استفاده ترفندی از آمد خواهد که ͳام΋اح اثبات برای
مختلف طریق دو به را مشخص مقداری ما روش، این در م�ͳشود. نامیده
شود شمرده که ͳطریق هر از مشخص مقدار این که مطلب این از و م�ͳشماریم
بین این در کنیم. اثبات را اتحاد Έی تا م�ͳکنیم استفاده برسد عدد Έی به باید

جم΄! ͳیعن یا و ضرب ͳیعن و که نم�ͳکنیم فراموش
آنΎاه باشد ͳطبیع عددی n اگر .٢.٢.٢ قضیه
n∑

k=۰

(
n

k

)
= ۲n.

تعداد که م�ͳدانیم م�ͳگیریم. نظر در را X = {۱,۲, . . . , n} مجموعۀ برهان.
از ببینید). را ۴.١.٢ (مثال ۲n با است برابر مجموعه این زیرمجموعه�های
یا دارد عضو ۱ یا دارد عضو ۰ یا X از زیرمجموعه هر که م�ͳدانیم دیΎر سوی
،(n۰) برابر عضوی ۰ زیرمجموعه�های تعداد که م�ͳدانیم همچنین عضو. n یا . . .
زیرمجموعه�های تعداد بالاخره و . . . ،(n۱) برابر عضوی ۱ زیرمجموعه�های تعداد
این مجموع برابر باید زیرمجموعه�ها کل تعداد پس است. (nn) برابر عضوی n

■ است. برقرار ح΋م ͳیعن باشد، اعداد
داریم b و a هر ازای به دوجمله�ای١١) (بسط .٣.٢.٢ ح΋مͳقضیه چه (a − b)n برای

داد؟ ارائه م�ͳتوان
(a+ b)n =

n∑
k=۰

(
n

k

)
akbn−k.

١٠double counting
١١binomial expansion



انتخاب .٢.٢۶٨

عبارت برهان.
(a+ b)(a+ b) . . . (a+ b)

طور به مقدار این م�ͳگیریم. نظر در است شده نوشته (a+ b) بار n آن در که را
ی΋دیΎر در را پرانتزها این ͳوقت دیΎر سوی از .(a + b)n با است برابر ͳبدیه
دیΎر پرانتز هر از جمله�ای هر در پرانتزی هر از جمله�ای هر باید م�ͳکنیم ضرب
از و نم�ͳشود انتخاب a پرانتزی Ϳهی از یا ضرب عملیاتِ این در شود. ضرب
n − ۱ از و م�ͳکنیم انتخاب را a پرانتز ۱ از یا م�ͳشود انتخاب b پرانتزها همۀ
همۀ از یا b پرانتز Έی از و م�ͳکنیم انتخاب a پرانتز n−۱ از یا . . . یا را b پرانتز
بخواهیم اگر نم�ͳشود. انتخاب b پرانتزی Ϳهی از و م�ͳکنیم انتخاب a پرانتزها
بنابراین دهیم. انجام را کار این م�ͳتوانیم طریق (nk) به کنیم انتخاب a پرانتز k از
(a پرانتز k انتخاب حالات تعداد دلیل (به (nk) مجموع با است برابر (a + b)n

ضربدر م�ͳآید) وجود به ak کنیم انتخاب a پرانتز k از ͳوقت (چون ak ضربدر
انتخاب را b است n− k آنها تعداد که پرانتزها بقیۀ از که مجبوریم (چون bn−k

محاسبه n تا ۰ از های k روی مجموع این اما کنیم)؛ ضرب ی΋دیΎر در و کنیم
■ .١٢n یا . . . یا ۱ یا است ۰ برابر یا k چون م�ͳشود

ضرایب را آنها م�ͳشوند ظاهر دوجمله�ای بسط در (nk) اعداد که ͳآنجای از
م�ͳنامند. نیز دوجمله�ای١٣

آنΎاه باشد ͳطبیع عددی n اگر .۴.٢.٢ نتیجه
n∑

k=۰

(
n

k

)
= ۲n.

■ دهیم. قرار ۱ عدد b و a جای به دوجمله�ای بسط در است ͳکاف برهان.

اما کرد اثبات نیز استقرا از استفاده با را فصل این اح΋ام از بسیاری و قضیه این ١٢م�ͳتوان

بل΋ه باشید داشته را ح΋م نیست نیازی که این اول دارد: مزیت دو شمار دوبار شیوۀ به اثبات
بیان با صرفاً و جبری محاسبات بدون استدلال�ها که این دوم و م�ͳآید دست به خود به خود ح΋م

م�ͳشوند. حاصل یا و و ربط حروف به توجه و جمله چند
١٣binomial coefficients



انتخاب۶٩ .٢.٢

داد. تعمیم زیر صورت به م�ͳتوان را دوجمله�ای استبسط برابر n!
k!(n−k)!

م�ͳدانیم
k نامرتب تیم�های تعداد با
n مجموعه�ای از عضوی

برای تعبیری آیا عضوی.
n!

k۱!k۲! . . . km!

دارید؟ سراغ

داریم am ،. . . ،a۲ ،a۱ هر ازای به (بسطm-جمله�ای١۴) .۵.٢.٢ قضیه
(a۱ + a۲ + . . .+ am)n =

∑
∑m

i=۱ ki=n

n!

k۱!k۲! . . . km!
a
k۱
۱ a

k۲
۲ . . . akmm .

این م�ͳکنیم. ضرب خود در بار n را (a۱ + a۲ + . . . + am) عبارت برهان.
کردن ضرب این در دیΎر سوی از است. (a۱ + a۲ + . . . + am)n برابر مقدار
لذا م�ͳشود. ضرب دیΎر پرانتز هر از جمله�ای هر در پرانتزی هر از جمله�ای هر
باید شده ظاهر توان�های مجموع که داریم a

k۱
۱ a

k۲
۲ . . . akmm صورت به ͳجملات

کردن ضرب عمل در لذا .∑m
i=۱ ki = n ͳیعن باشد، پرانتزها کل تعداد برابر

از ͳضریب صورت به که م�ͳشویم مواجه جملات از ͳمجموع با پرانتزها این
م�ͳشود محاسبه ki انتخاب�های همۀ روی مجموع این و هستند a

k۱
۱ a

k۲
۲ . . . akmm

تعداد با است برابر ضریب این اما م�ͳکنند. صدق ∑m
i=۱ ki = n شرط در که

n − k۱ بین از پرانتز k۲ و a۱ برای پرانتز n بین از پرانتز k۱ انتخاب حالات
.am برای مانده ͳباق پرانتزهای از پرانتز km و . . . و a۲ برای مانده ͳباق پرانتز

km و . . . و (n−k۱
k۲

) برابر بعدی پرانتز k۲ و ( nk۱

) برابر اول پرانتز k۱ انتخاب تعداد
برابر هستیم آن دنبال به که ͳضریب لذا است. (n−k۱−...−km−۱

km

) برابر آخر پرانتز
با است

n!

k۱!(n− k۱)!
· (n− k۱)!

k۲!(n− k۱ − k۲)!
· · ·

(n− k۱ − . . .− km−۱)!

km!(n− k۱ − . . .− km−۱ − km)!

(n− k۱ − . . .− km−۱ − km)! = ۰! = ۱ که آن به توجه با کردن ساده از پس و
برابر ضریب این

n!

k۱!k۲! . . . km!

■ است.

نمایش ( n
k۱,k۲,...,km−۱

) با و بنامیم m-جمله�ای١۵ ضریب را n!
k۱!k۲!...km! م�ͳتوانیم

١۴m-nomial expansion
١۵m-nomial coefficient



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٧٠

است. سازگار دوجمله�ای ضریب نماد با نماد این که است ΀واض دهیم.
آنΎاه باشد ͳطبیع اعدادی m و n اگر .۶.٢.٢ ∑نتیجه
∑m

i=۱ ki=n

n!

k۱!k۲! . . . km!
= mn.

قرار را ۱ عددِ ،am تـا a۱ جـای به m-جمـله�ای بـسـط در اسـت ͳکافـ برهان.
■ دهیم.

است. چند فوق عبارت جملات تعداد که است این م�ͳآید پیش که ͳجالب سؤال وجود است مم΋ن خداوند
باشد. نداشته یا باشد داشته
معتقد بدان م�ͳتوانم من
بینچهار در نباشم. یا باشم
م�ͳآید وجود به که ͳحالت
من برای آنها از ͳ΋ی تنها
اجتناب برای است. زیانبار
خداوند به حالت آن از

معتقدم.
Blaise Pascal
19 June 1623 - 19 Aug 1662

داد. خواهیم ΁پاس بعداً را سؤال این

کنید بیرون جم΄ از را افراد ٣.٢

م�ͳتوان را اتحادها این م�ͳشویم. آشنا ͳترکیبیات اتحاد چند با بخش این در
عملیات از جبری برهان�های در .ͳترکیبیات و جبری کرد: اثبات روش دو به
چند یا Έی گفتن با ͳترکیبیات برهان�های در اما م�ͳکنیم استفاده استقرا و جبری
م�ͳکنیم. اثبات را اح΋ام شمار، دوبار از استفاده و ربط حروف به توجه و جمله
کوتاه�تر اثبات�ها دارند؛ جبری اثبات�های به نسبت مزیت دو ͳترکیبیات برهان�های

کنید. حفظ را اح΋ام نیست لازم و است

برد. خواهیم کار به اتحادها ͳدرست اثبات برای را روش دو هر بخش این در
کنیم اثبات را پیچیده اح΋ام ͳوقت اما نیست مشهود مزایا این ساده�تر اح΋ام در

دارند. بیشتری ͳکارآی چقدر ͳترکیبیات برهان�های که دید خواهید
رابطۀ در دوجمله�ای ضرایب .١.٣.٢ )قضیه

n

k

)
=

(
n

n− k

)
م�ͳکنند. صدق



کنید٧١ بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢

داریم دوجمله�ای ضرایب تعریف از استفاده با جبری. )برهان
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n!

(n− k)!(n− (n− k))!
=

(
n

n− k

)
.

k زیرمجموعۀ Έی عضوی n یΈمجموعۀ از بخواهیم اگر .ͳترکیبیات برهان
بΎیریم نظر در را عضوی n− k زیرمجموعه�ای م�ͳتوانیم کنیم، انتخاب عضوی
برابر عضو n از عضو k انتخاب حالات تعداد بنابراین بΎذاریم. کنار را آن و
■ عضو. n از عضو n− k انتخاب حالات تعداد با است

ͳبازگشت رابطۀ در دوجمله�ای ضرایب .٢.٣.٢ بهقضیه را ح΋م همین م�ͳتوانید آیا
استقرا از کنید؟ اثبات استقرا
روی یا م�ͳکنید استفاده n روی

k؟

(
n

k

)
=

(
n− ۱
k − ۱

)
+

(
n− ۱
k

)
م�ͳکنند. صدق

داریم جبری. برهان

(
n− ۱
k − ۱

)
+

(
n− ۱
k

)
=

(n− ۱)!
(k − ۱)!(n− k)!

+
(n− ۱)!

k!(n− ۱− k)!

=
(n− ۱)!(k + n− k)

k!(n− k)!

=
n!

k!(n− k)!

=

(
n

k

)
.

Έی X = {۱,۲, . . . , n} عضوی n مجموعۀ از م�ͳخواهیم .ͳترکیبیات برهان
از م�ͳپذیرد. صورت طریق (nk) به کار این کنیم. انتخاب عضوی k زیرمجموعۀ
است آمده شده انتخاب زیرمجموعۀ در ۱ یا بΎیریم، نظر در را ۱ اگر دیΎر سوی
عضو k − ۱ دیΎر عضو n − ۱ از باید آنΎاه باشد آمده ۱ اگر است. نیامده یا
باید آنΎاه باشد نیامده ۱ اگر همچنین طریق). (n−۱

k−۱

) (به کنیم انتخاب را دیΎر
طریق). (n−۱

k

) (به کنیم انتخاب را نظر مورد عضو k همۀ دیΎر عضو n−۱ از



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٧٢

■ م�ͳشود. نتیجه ح΋م جم΄ اصل به توجه با بنابراین

م�ͳتوان رابطه این از استفاده با زیرا نامیدیم ͳبازگشت را بالا قضیۀ در مذکور رابطۀ
از قبل قضیۀ و ح΋م این کرد. تعریف ͳاستقرای طور به را دوجمله�ای ضرایب

ش΋ل با مثلث این است. خیام مثلث احداث اساس آن

۱

۱ ۱

عددی دو مجموع با است برابر عدد هر آن بعدی سطرهای در و م�ͳگردد آغاز
آن از پس سطر و ۱ ۲ ۱ بعدی سطر ترتیب بدین گرفته�اند. قرار آن بالای که

است. ۱ ۳ ۳ ۱

به که سطری صفرم، سطر را است آمده ۱ عدد بار Έی فقط که سطری اگر
همین به و بنامیم دوم سطر را ۱ ۲ ۱ سطر ی΋م، سطر را است ۱ ۱ صورت
آمده�اند سطرها در که اعدادی و کنیم شماره�گذاری را بعدی سطرهای ترتیب
بنامیم ال�ͳآخر و دوم عدد ی΋م، عدد صفرم، عدد ترتیب به راست به چپ از را
است. (nk) دوجمله�ای ضریب همان ام n سطر در ام k عدد که م�ͳبینیم آنΎاه

م�ͳشود. اثبات n روی استقرا وسیلۀ به ͳآسان به فوق قضیۀ به توجه با مطلب این دهم سطر تا را خیام مثلث
قواعدی کنید ͳسع و بنویسید
مثلا̈ بیابید. آن در را ͳکل
برابر ام n سطر اعداد مجموع
به م�ͳتوانید مثلا̈ یا است ۲n

مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین
عدد از (غیر سطر هر اعداد
آیا کنید. توجه آخر) و اول
که را ͳحدس�های م�ͳتوانید

کنید؟ اثبات م�ͳزنید

به توجه با آنΎاه باشد درست ام n− ۱ سطر برای ح΋م این که کنیم فرض اگر
این که م�ͳگیریم نتیجه است ͳبالای عدد دو مجموع ام n سطر ام k عدد که آن
ح΋م است. (nk) همان فوق قضیۀ طبق که (n−۱

k−۱

)
+
(
n−۱
k

) با است برابر عدد
متقارن ارتفاعش به نسبت مثلث این که م�ͳدارد بیان حقیقت در ١.٣.٢ قضیۀ

است.
ͳبازگشت رابطۀ در دوجمله�ای ضرایب .٣.٣.٢ )قضیه

n

k

)
=

(
n− ۲
k − ۲

)
+ ۲

(
n− ۲
k − ۱

)
+

(
n− ۲
k

)
م�ͳکنند. صدق



کنید٧٣ بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢

داریم قبل قضیۀ از استفاده با جبری. برهان

(
n− ۲
k − ۲

)
+ ۲

(
n− ۲
k − ۱

)
+

(
n− ۲
k

)
= [

(
n− ۲
k − ۲

)
+

(
n− ۲
k − ۱

)
] + [

(
n− ۲
k − ۱

)
+

(
n− ۲
k

)
]

=

(
n− ۱
k − ۱

)
+

(
n− ۱
k

)
=

(
n

k

)
.

نفری k تیم Έی م�ͳخواهیم و داریم نفری n جم΄ Έی .ͳترکیبیات برهان
صورت طریق (nk) به کار این کنیم. انتخاب آنها از ترتیب) احتساب (بدون

م�ͳپذیرد.

را نفر دو این م�ͳداریم. نΎه را نفر n − ۲ و م�ͳآوریم بیرون جم΄ از را نفر دو
۲ یا نیست ۲ ͳول هست ۱ یا هستند تیم در دو هر ۲ و ۱ یا م�ͳنامیم. ۲ و ۱

نیستند. تیم در کدام Ϳهی یا نیست ۱ ͳول کتریهست Έی ریاضیدان Έی به
چای که خواستند او از و دادند
آب کتری در او کند. دم
آب تا ماند منتظر و ریخت
مراحل بقیۀ و بیاید جوش به
بعد روز ΀صب داد. انجام را
جوش آب از پر کتری Έی
خواستند او از و دادند او به
آب او کند. دم چای تا
کرد، ͳخال را کتری داخل
گفت: و کشید ͳراحت نفس
مسألۀ به شد تبدیل مسأله اکنون
آن ΁پاس خوشبختانه که دیروز

م�ͳدانیم! را

L

تیم دیΎر نفر k−۲ دیΎر نفر n−۲ از باید آنΎاه باشند تیم در ۲ و ۱ اگر •
م�ͳگیرد. صورت طریق (n−۲

k−۲

) به کار این کنیم. انتخاب را

دیΎر نفر k−۱ دیΎر نفر n−۲ از باید آنΎاه نباشد ۲ و باشد تیم در ۱ اگر •
م�ͳگیرد. صورت طریق (n−۲

k−۱

) به کار این کنیم. انتخاب را تیم

دیΎر نفر k−۱ دیΎر نفر n−۲ از باید آنΎاه نباشد ۱ و باشد تیم در ۲ اگر •
م�ͳگیرد. صورت طریق (n−۲

k−۱

) به کار این کنیم. انتخاب را تیم

k همۀ دیΎر نفر n − ۲ از باید آنΎاه نباشند تیم در ۲ و ۱ اگر بالاخره و •
م�ͳگیرد. صورت طریق (n−۲

k

) به کار این کنیم. انتخاب را تیم نفر

لذا و شد ذکر حالت چهار این در که اعدادی مجموع با است برابر (nk) بنابراین
■ است. برقرار ح΋م



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٧۴

فوق ح΋م تا داد ادامه را فرآیند این م�ͳتوان چΎونه که کنید ͳپیش�بین م�ͳتوانید آیا
ͳپیش�بین را بعدی ح΋م راحت�تر م�ͳتوانید ͳصورت در Έش بدون یابد؟ تعمیم
اگر که کنید ف΋ر خود با مثلا̈ باشید. داشته نظر مد را ͳترکیبیات برهان که کنید

داد. خواهد رخ ͳاتفاق چه کنید بیرون جم΄ از را بیشتر یا نفر ۳
.r ⩽ k ⩽ n که باشند ͳدلخواه ͳطبیع اعداد r و k ،n فرضکنیم .۴.٣.٢ قضیه

روابط در دوجمله�ای ضرایب صورت این )در
n

k

)
=

r∑
i=۰

(
r

i

)(
n− r

k − i

)
=

r∑
i=۰

(
r

k − i

)(
n− r

i

)
م�ͳکنند. صدق

r روی استقرا به کنیم. اثبات را تساوی�ها از ͳ΋ی است ͳکاف جبری. برهان
اثبات ٢.٣.٢ قضیۀ در که است چیزی همان ح΋م r = ۱ برای م�ͳکنیم. عمل

داریم باشد. درست k و n هر و r − ۱ برای ح΋م کنیم فرض شد. عمل k یا n روی استقرا به اگر
نبود؟ راحت�تر م�ͳکردیم

r∑
i=۰

(
r

i

)(
n− r

k − i

)
=

r−۱∑
i=۱

(
r

i

)(
n− r

k − i

)
+

(
n− r

k

)
+

(
n− r

k − r

)

=

r−۱∑
i=۱

[

(
r − ۱
i− ۱

)
+

(
r − ۱

i

)
]

(
n− r

k − i

)
+

(
n− r

k

)
+

(
n− r

k − r

)

=

r−۱∑
i=۱

(
r − ۱
i− ۱

)(
n− r

k − i

)
+

r−۱∑
i=۱

(
r − ۱

i

)(
n− r

k − i

)
+

(
n− r

k

)
+

(
n− r

k − r

)

=

r−۲∑
j=۰

(
r − ۱
j

)(
(n− ۱)− (r − ۱)

k − (j + ۱)

)
+

(
n− r

k − r

)

+

r−۱∑
i=۱

(
r − ۱

i

)(
(n− ۱)− (r − ۱)

k − i

)
+

(
n− r

k

)

=

r−۱∑
j=۰

(
r − ۱
j

)(
(n− ۱)− (r − ۱)

(k − ۱)− j

)
+

r−۱∑
i=۰

(
r − ۱

i

)(
(n− ۱)− (r − ۱)

k − i

)

=

(
n− ۱
k − ۱

)
+

(
n− ۱
k

)
=

(
n

k

)
.



کنید٧۵ بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢

هستند. پسر بقیه و دختر آن نفر r که داریم نفری n یΈجم΄ .ͳبرهانترکیبیات
به کار این کنیم. انتخاب ترتیب) احتساب (بدون نفری k تیم Έی م�ͳخواهیم
انتخاب برای م�ͳکنیم. خارج جم΄ از را دخترها م�ͳپذیرد. صورت طریق (nk)خارج جم΄ از را پسرها اگر

م�ͳافتاد؟ ͳاتفاق چه م�ͳکردیم ۲ یا پسر k − ۱ و دختر ۱ یا م�ͳکنیم انتخاب پسر k و دختر ۰ یا نفری k تیم
یا پسر ۱ و دختر k − ۱ یا پسر ۲ و دختر k − ۲ یا . . . یا پسر k − ۲ و دختر
k − i انتخاب برای و (ri) به م�ͳتوانیم دختر i انتخاب برای پسر. ۰ و دختر k

صورت طریق (ri)(n−r
k−i

) به کار این ͳیعن کنیم؛ عمل طریق (n−r
k−i

) به م�ͳتوانیم پسر
■ است. ͳبدیه جم΄ اصل به توجه با ح΋م اکنون م�ͳپذیرد.

ͳکاف م�ͳدهند. دست به را جدید اح΋ام آوردن دست به ایدۀ ͳترکیبیات اثبات�های
را نفر Έی کنید، بیرون جم΄ از را افرادی کنید، ف΋ر ساده جملۀ Έی به است
ببرید! لذت پخته�اید را آن خود دسترن; با که ͳم΋ح از و مشخصکنید جم΄ در

صورت این در باشد. ͳدلخواه ͳطبیع عدد n کنیم فرض .۵.٣.٢ قضیه
n∑

k=۱

k

(
n

k

)
= n · ۲n−۱.

است. ͳبدیه ح΋م n = ۱ برای م�ͳکنیم. عمل n روی استقرا به برهانجبری.
داریم باشد. برقرار n− ۱ برای ح΋م کنیم فرض

n∑
k=۱

k

(
n

k

)
=

n−۱∑
k=۱

k

(
n

k

)
+ n =

n−۱∑
k=۱

k[

(
n− ۱
k − ۱

)
+

(
n− ۱
k

)
] + n

=

n−۱∑
k=۱

k

(
n− ۱
k − ۱

)
+ n+

n−۱∑
k=۱

k

(
n− ۱
k

)

=

n−۱∑
k=۱

(k − ۱+ ۱)
(
n− ۱
k − ۱

)
+ n+ (n− ۱) · ۲n−۲

=

n−۱∑
k=۱

(k − ۱)
(
n− ۱
k − ۱

)
+ n+

n−۱∑
k=۱

(
n− ۱
k − ۱

)
+ (n− ۱) · ۲n−۲



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٧۶

= [
n−۲∑
ℓ=۰

ℓ

(
n− ۱

ℓ

)
+ n− ۱] + [۱+

n−۲∑
ℓ=۰

(
n− ۱

ℓ

)
] + (n− ۱) · ۲n−۲

=

n−۱∑
ℓ=۰

ℓ

(
n− ۱

ℓ

)
+

n−۱∑
ℓ=۰

(
n− ۱

ℓ

)
+ (n− ۱) · ۲n−۲

= (n− ۱) · ۲n−۲ + ۲n−۱ + (n− ۱) · ۲n−۲

= (n− ۱+ ۲+ n− ۱) · ۲n−۲ = ۲n · ۲n−۲ = n · ۲n−۱.

کنیم انتخاب تیم Έی نفری n جم΄ Έی از م�ͳخواهیم .ͳترکیبیات برهان
کنیم تعیین تیم سرپرست عنوان به را آنها از نفر Έی و ترتیب) احتساب (بدون سرپرست دو م�ͳخواستیم اگر

ام΋ان این و کنیم انتخاب
دو هر که داشت وجود
چه به باشند نفر Έی سرپرست

م�ͳرسیدیم؟ اتحادی

اول م�ͳتوان کار این برای باشد). نفر n تا نفر ۱ از م�ͳتواند تیم افراد (تعداد
مانده ͳباق نفر n−۱ بین از سپس و طریق) n (به کرد انتخاب را تیم سرپرست
۲n−۱ (به گرفت نظر در تیم افراد بقیۀ عنوان به را دلخواه زیرمجموعۀ Έی
۲n−۱ برابر عضوی n − ۱ مجموعۀ Έی زیرمجموعه�های تعداد چون طریق؛

م�ͳپذیرد. صورت طریق n · ۲n−۱ به کار این ضرب اصل طبق لذا است).

n یا . . . یا نفری ۲ یا است نفری ۱ یا تیم این که گفت م�ͳتوان دیΎر سوی از
نفری.

طریق k به م�ͳتوان تیم انتخاب از پس و م�ͳشود انتخاب طریق (nk) به نفری k تیم
طریق k

(
n
k

) به کار این پس کرد. تعیین سرپرست عنوان به را آنها از نفر Έی
n تا ۱ از های k برای را اعداد این باید جم΄ اصل طبق که م�ͳپذیرد صورت
■ کرد١۶. جم΄

Έی اگر کنیم. ͳمعرف سرپرست عنوان به را نفر Έی م�ͳخواستیم فوق قضیۀ در
ͳتوانای این مسلماً م�ͳافتد؟ ͳاتفاق چه باشیم داشته لازم معاون Έی و سرپرست تیم Έی که باشد قرار اگر و

Έی تیم، آن در و کنیم انتخاب
کنیم تعیین را مرتب نفری r تیم

چطور؟

بزنید. حدس را بعدی ح΋م که یافته�اید خود در را

کنیم فرض داریم! هم دیΎری بـرهان هـستند آشـنا مشـتق مفـهوم با کـه ͳکـسان ١۶برای

بنابراین .f(x) = (x + ۱)n کـه مـ�ͳدانیـم دوجـمـلـه�ای بـسـط بـنـابر .f(x) =
∑n

k=۰

(
n
k

)
xk

قرار مساوی با .f ′(x) =
∑n

k=۱

(
n
k

)
kxk−۱ که م�ͳدانیم دیΎر سوی از .f ′(x) = n(x + ۱)n−۱

م�ͳشود. نتیجه ح΋م x = ۱ نقطۀ در عبارت دو این دادن



کنید٧٧ بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢

صورت این در باشد. ͳدلخواه ͳطبیع عدد n کنیم فرض .۶.٣.٢ قضیه
n∑

k=۲

k(k − ۱)
(
n

k

)
= n(n− ۱) · ۲n−۲. ■

کنیم. اثبات آن جای به را زیر کل�ͳتر ح΋م دهید اجازه اما
در .r ⩽ n که باشند ͳدلخواه ͳطبیع اعداد r و n کنیم فرض .٧.٣.٢ قضیه

صورت این
n∑

k=r

(
n

k

)(
k

r

)
=

(
n

r

)
· ۲n−r.

است. ͳبدیه ح΋م n = ۱ برای م�ͳکنیم. عمل n روی استقرا به برهانجبری.
داریم باشد. برقرار n− ۱ برای ح΋م کنیم فرض

n∑
k=r

(
n

k

)(
k

r

)

=
n−۱∑
k=r

(
n

k

)(
k

r

)
+

(
n

r

)

=
n−۱∑
k=r

[

(
n− ۱
k − ۱

)
+

(
n− ۱
k

)
]

(
k

r

)
+

(
n

r

)

=
n−۱∑

k=r+۱

(
n− ۱
k − ۱

)
[

(
k − ۱
r − ۱

)
+

(
k − ۱
r

)
] +

(
n− ۱
r − ۱

)
+

(
n

r

)

+

n−۱∑
k=r

(
n− ۱
k

)(
k

r

)

=

n−۲∑
ℓ=r

(
n− ۱

ℓ

)(
ℓ

r − ۱

)
+

(
n− ۱
r − ۱

)

+

n−۲∑
ℓ=r

(
n− ۱

ℓ

)(
ℓ

r

)
+

(
n

r

)

+

n−۱∑
k=r

(
n− ۱
k

)(
k

r

)



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٧٨

=
n−۱∑

ℓ=r−۱

(
n− ۱

ℓ

)(
ℓ

r − ۱

)
−
(
n− ۱
r − ۱

)

+

n−۲∑
ℓ=r

(
n− ۱

ℓ

)(
ℓ

r

)
+

(
n

r

)

+

n−۱∑
k=r

(
n− ۱
k

)(
k

r

)

=

n−۱∑
ℓ=r−۱

(
n− ۱

ℓ

)(
ℓ

r − ۱

)

+
n−۲∑
ℓ=r

(
n− ۱

ℓ

)(
ℓ

r

)
+

(
n

r

)
−
(
n− ۱
r − ۱

)

+
n−۱∑
k=r

(
n− ۱
k

)(
k

r

)

=
n−۱∑

ℓ=r−۱

(
n− ۱

ℓ

)(
ℓ

r − ۱

)

+

n−۱∑
ℓ=r

(
n− ۱

ℓ

)(
ℓ

r

)

+

n−۱∑
k=r

(
n− ۱
k

)(
k

r

)
=

(
n− ۱
r − ۱

)
· ۲(n−۱)−(r−۱)

+

(
n− ۱

r

)
· ۲(n−۱)−r

+

(
n− ۱

r

)
· ۲(n−۱)−r

= [

(
n− ۱
r − ۱

)
+

(
n− ۱

r

)
] · ۲n−r

=

(
n

r

)
· ۲n−r.

کنیم انتخاب تیم Έی نفری n جم΄ Έی از م�ͳخواهیم .ͳترکیبیات برهان

آن، در که کنید تصور را ͳحالت
ت΋راری افراد تیم�ها در بتوانیم
م�ͳتوانید آیا باشیم. داشته هم
و بیان را ͳمشابه اتحادهای

کنید؟ اثبات



کنید٧٩ بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢

کنیم تعیین زیرتیم Έی عنوان به را آنها از نفر r و ترتیب) احتساب (بدون
اول م�ͳتوان کار این برای باشد). نفر n تا نفر r از م�ͳتواند تیم افراد (تعداد
Έی مانده ͳباق نفر n− r بین از سپس و طریق) (nr) (به کرد انتخاب را نفر r
طریق؛ ۲n−r (به گرفت نظر در تیم افراد بقیۀ عنوان به را دلخواه زیرمجموعۀ
لذا است). ۲n−r برابر عضوی n− r مجموعۀ Έی زیرمجموعه�های تعداد چون
دیΎر سوی از م�ͳپذیرد. صورت طریق (nr) · ۲n−r به کار این ضرب اصل طبق

نفری. n یا . . . یا نفری r + ۱ یا است نفری r یا تیم این که گفت م�ͳتوان

(
k
r

) به م�ͳتوان تیم انتخاب از پس و م�ͳشود انتخاب طریق (nk) به نفری k تیم
به کار این پس کرد. تعیین تیم ام r تا ی΋م افراد عنوان به را آنها از نفر r طریق
های k برای را اعداد این باید جم΄ اصل طبق که م�ͳپذیرد صورت طریق (nk)(kr)
■ کرد. جم΄ n تا r از

و نفری n جم΄ Έی به است ͳکاف آورید دست به را جدیدی اتحاد که آن برای
خواهد دست به چیزی مسلماً کنید. ف΋ر خاص ͳویژگ Έی با تیم Έی انتخاب

کنید! آزمایش آمد.
صورت این در .k ⩽ n و باشند ͳطبیع اعدادی k و n فرضکنیم .٨.٣.٢ قضیه

k

(
n

k

)
= n

(
n− ۱
k − ۱

)
.

داریم جبری. برهان

k

(
n

k

)
= k · n!

k!(n− k)!

=
n!

(k − ۱)!(n− k)!

= n · (n− ۱)!
(k − ۱)!((n− ۱)− (k − ۱))!

= n

(
n− ۱
k − ۱

)
.



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٨٠

انتخاب نفری k تیم Έی نفری n جم΄ Έی از م�ͳخواهیم .ͳترکیبیات برهان
ضربدر (

n
k

) به کار این کنیم. تعیین سرپرست عنوان به را آنها از نفر Έی و کنیم
م�ͳپذیرد. صورت طریق k

طریق) n (به کرد تعیین سرپرست عنوان به را یΈنفر اول م�ͳتوان دیΎر سوی از
(به نمود انتخاب را تیم دیΎر نفر k − ۱ مانده ͳباق نفر n − ۱ بین از سپس و
■ است. برقرار ح΋م لذا طریق). (n−۱

k−۱

)
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی n کنیم فرض .٩.٣.٢ نتیجه مفهوم با که ͳکسان برای

حل راه هستند آشنا انتΎرال
دارد! وجود نیز دیΎری

n∑
k=۰

۱
k + ۱

(
n

k

)
=

۲n+۱ − ۱
n+ ۱

.

داریم فوق قضیۀ به توجه با برهان.

۲n+۱ − ۱ =
n+۱∑
ℓ=۱

(
n+ ۱

ℓ

)

=
n∑

k=۰

(
n+ ۱
k + ۱

)

=

n∑
k=۰

n+ ۱
k + ۱

(
n

k

)

= (n+ ۱)
n∑

k=۰

۱
k + ۱

(
n

k

)
. ■

دیΎر زاویه�ای از است ͳکاف آورید. دست به را جدیدی اح΋ام م�ͳتوانید کماکان

این ͳترکیبیات استدلال کس هر
بلند را دستش م�ͳداند را قضیه

کند!

کنید! ف΋ر خود تیم انتخاب به
که باشـنـد ͳدلـخواهـ ͳطبـیعـ اعداد r و k ،n کنیم فرض .١٠.٣.٢ قضیه

صورت این در .r ⩽ k ⩽ n(
n

k

)(
k

r

)
=

(
n

r

)(
n− r

k − r

)
.



کنید٨١ بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢

داریم جبری. برهان

(
n

k

)(
k

r

)
=

n!

k!(n− k)!
· k!

r!(k − r)!

=
n!

r!(n− r)!
· (n− r)!

(k − r)!((n− r)− (k − r))!

=

(
n

r

)(
n− r

k − r

)

انتخاب نفری k تیم Έی نفری n جم΄ Έی از م�ͳخواهیم .ͳترکیبیات دربرهان م�ͳتوان را خوب ایدۀ هر
شرح کمتر یا کلمه پنجاه

داد.
StanislawMarcin Ulam
3 April 1909 - 13 May 1984

(
n
k

) به کار این کنیم. انتخاب نفری r تیم Έی نفری k تیم آن در سپس و کنیم
م�ͳپذیرد. صورت طریق (kr) ضربدر

انتخاب خود نفری k تیم برای را نفر r نفر n بین از ابتدا م�ͳتوانیم دیΎر سوی از
کنیم. انتخاب را تیم دیΎر نفر k − r مانده ͳباق نفر n− r بین از سپس و کنیم
■ م�ͳشود. انجام طریق (n−r

k−r

) ضربدر (
n
r

) به کار این
در .r ⩽ n و باشند ͳدلخواه ͳطبیع اعداد r و n کنیم فرض .١١.٣.٢ قضیه

صورت این
n∑

k=r

(
k

r

)
=

(
n+ ۱
r + ۱

)
.

است. ͳبدیه ح΋م n = ۱ برای م�ͳکنیم. عمل n روی استقرا به برهانجبری.
داریم باشد. برقرار n− ۱ برای ح΋م کنیم فرض

n∑
k=r

(
k

r

)
=

n−۱∑
k=r

(
k

r

)
+

(
n

r

)
=

(
n

r + ۱

)
+

(
n

r

)
=

(
n+ ۱
r + ۱

)
.

XیΈزیرمجموعۀ = {۱,۲, . . . , n+۱} مجموعۀ از م�ͳخواهیم .ͳبرهانترکیبیات



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٨٢

م�ͳپذیرد. صورت طریق (n+۱
r+۱

) به کار این کنیم. انتخاب عضوی r + ۱

یا هست ͳانتخاب زیرمجموعۀ در n+ ۱ عدد یا که گفت م�ͳتوان دیΎر سوی از
نیست.

باید زیرمجموعه بقیۀ انتخاب برای باشد زیرمجموعه در n+۱ عدد که ͳحالت در
اما م�ͳشود. انجام طریق (nr) به کار این و کنیم انتخاب عضو r دیΎر عضو n از
و م�ͳکنیم بیرون X مجموعۀ از را n+۱ آنΎاه نباشد زیرمجموعه در n+۱ اگر
نیست. یا هست زیرمجموعه در n یا حالت این در نداریم. آن به کاری دیΎر ͳترکیبیات استدلال بار این چرا

هنوز البته شد؟ طولان�ͳتر
را اتحاد م�ͳخواهید اگر هم
شاید آورید دست به خودتان
ͳترکیبیات استدلال یادگیری

باشد. بهتر

n−۱ از باید زیرمجموعه بقیۀ انتخاب برای باشد زیرمجموعه در n که ͳحالت در
اما م�ͳشود. انجام طریق (n−۱

r

) به کار این و کنیم انتخاب عضو r دیΎر عضو
دیΎر و م�ͳکنیم بیرون X مجموعۀ از را n آنΎاه نباشد زیرمجموعه در n اگر
نیست. یا هست زیرمجموعه در n− ۱ یا حالت این در نداریم. آن به کاری

کنیم Xبیرون مجموعۀ از را r+۲ عدد که داد ادامه م�ͳتوان ͳزمان تا را فرآیند این
مجموعه�ای انتخاب دیΎر آن از پس زیرا بمانند ͳباق X در r + ۱ تا ۱ اعداد و

نیست. مم΋ن عضوی r + ۱

لذا و کرد جم΄ ی΋دیΎر با را (rr) ،. . . ،(n−۱
r

) ،(nr) باید جم΄ اصل بنابر اکنون
■ است. برقرار ح΋م

م�ͳتوان بود. (nk) ͳیعن ͳترکیب اعداد مورد در شد گفته اینجا تا که ͳام΋اح
که باشیم داشته توجه باید فقط کرد. اثبات P (n, k) مورد در را ͳمشابه اح΋ام

م�ͳکنیم. ͳبررس هم با را نمونه چند دارد. اهمیت ترتیب پس این از
ͳبازگشت رابطۀ در P (n, k) .١٢.٣.٢ قضیه

P (n, k) = kP (n− ۱, k − ۱) + P (n− ۱, k)

م�ͳکند. صدق



کنید٨٣ بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢

داریم جبری. برهان

kP (n− ۱, k − ۱) + P (n− ۱, k) = k · (n− ۱)!
(n− k)!

+
(n− ۱)!

(n− ۱− k)!

=
(k + n− k) · (n− ۱)!

(n− k)!
=

n!

(n− k)!
= P (n, k).

Έی X = {۱,۲, . . . , n} عضوی n مجموعۀ از م�ͳخواهیم .ͳترکیبیات برهان

چیزی قضیه، این از استفاده با
برای را خیام مثلث شبیه

بسازید. ها P (n, k)

م�ͳپذیرد. صورت طریق P (n, k) به کار این کنیم. انتخاب عضوی k مرتب تیم
آمده شده انتخاب مرتبِ تیم در ۱ یا بΎیریم، نظر در را ۱ اگر دیΎر سوی از
مختلف م΋ان k از ͳ΋ی م�ͳتواند ۱ آنΎاه باشد آمده ۱ اگر است. نیامده استیا
k − ۱ دیΎر عضو n − ۱ از باید سپس و طریق) k (به بپذیرد را مرتب تیم در
نیامده ۱ اگر همچنین طریق). P (n−۱, k−۱) (به کنیم انتخاب را دیΎر عضو
(به کنیم انتخاب را نظر مورد عضو k همۀ دیΎر عضو n−۱ از باید آنΎاه باشد
■ م�ͳشود. نتیجه ح΋م جم΄ اصل به توجه با بنابراین طریق). P (n− ۱, k)

این در کرد. استفاده خیام مثلث شبیه چیزی ساختن برای فوق قضیۀ از م�ͳتوان
ام n−۱ سطر ام k−۱ عدد برابر k باید ام n سطر در ام k عدد نوشتن برای مثلث

کنیم. جم΄ ام n− ۱ سطر ام k عدد با را
ͳبازگشت رابطۀ در P (n, k) .١٣.٣.٢ قضیه

P (n, k) = k(k − ۱)P (n− ۲, k − ۲) + ۲kP (n− ۲, k − ۱) + P (n− ۲, k)

م�ͳکند. صدق

داریم قبل قضیۀ از استفاده با جبری. برهان

k(k − ۱)P (n− ۲, k − ۲) + ۲kP (n− ۲, k − ۱) + P (n− ۲, k)

= k[(k − ۱)P (n− ۲, k − ۲) + P (n− ۲, k − ۱)]

+[kP (n− ۲, k − ۱) + P (n− ۲, k)]

= kP (n− ۱, k − ۱) + P (n− ۱, k) = P (n, k).



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٨۴

مرتب نفری k یΈتیم م�ͳخواهیم و داریم نفری n یΈجم΄ .ͳبرهانترکیبیات
م�ͳپذیرد. صورت طریق P (n, k) به کار این کنیم. انتخاب آنها از

را نفر دو این م�ͳداریم. نΎه را نفر n − ۲ و م�ͳآوریم بیرون جم΄ از را نفر دو استقرا از استفاده با را ح΋م این
کنید. اثبات ۲نیز یا نیست ۲ ͳول هست ۱ یا هستند تیم در دو هر ۲ و ۱ یا م�ͳنامیم. ۲ و ۱

نیستند. تیم در کدام Ϳهی یا نیست ۱ ͳول هست

را تیم در مم΋ن م΋ان k از ͳ΋ی باید ۱ آنΎاه باشند تیم در ۲ و ۱ اگر •
انتخاب را تیم در مانده ͳباق م΋ان k − ۱ از ͳ΋ی باید ۲ و کند انتخاب
این کنیم. انتخاب را تیم دیΎر نفر k−۲ دیΎر نفر n−۲ از باید ما و کند
م�ͳگیرد. صورت طریق P (n− ۲, k − ۲) ضربدر k − ۱ ضربدر k به کار

تیم در مم΋ن م΋ان k از ͳ΋ی باید ۱ آنΎاه نباشد ۲ و باشد تیم در ۱ اگر •
انتخاب را تیم دیΎر نفر k−۱ دیΎر نفر n−۲ از باید ما و کند انتخاب را

م�ͳگیرد. صورت طریق P (n− ۲, k − ۱) ضربدر k به کار این کنیم.

تیم در مم΋ن م΋ان k از ͳ΋ی باید ۲ آنΎاه نباشد ۱ و باشد تیم در ۲ اگر •
انتخاب را تیم دیΎر نفر k−۱ دیΎر نفر n−۲ از باید ما و کند انتخاب را

م�ͳگیرد. صورت طریق P (n− ۲, k − ۱) به کار این کنیم.

k همۀ دیΎر نفر n − ۲ از باید آنΎاه نباشند تیم در ۲ و ۱ اگر بالاخره و •
م�ͳگیرد. صورت طریق P (n− ۲, k) به کار این کنیم. انتخاب را تیم نفر

شد ذکر حالت چهار این در که اعدادی مجموع با است برابر P (n, k) بنابراین
■ است. برقرار ح΋م لذا و

صفحۀ چند به است ͳکاف بزنید. حدس را بعدی اح΋ام م�ͳتوانید راحت�تر اکنون
دهید. ارائه را پیشین اح΋ام از مرتب نسخه�ای و کنید نΎاه قبل تمام احتیاط با کنید ͳسع البته

و دهید انجام را کار این
به که را اتحادی نیست بد
عدد چند برای م�ͳآورید دست

کنید. ͳبررس Έکوچ

که باشـنـد ͳدلـخواهـ ͳطـبیـع اعـداد r و k ،n کنیم فرض .١۴.٣.٢ قضیه



کنید٨۵ بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢

روابط در P (n, k) صورت این در .r ⩽ k ⩽ n

P (n, k) =

r∑
i=۰

(
k

i

)
P (r, i)P (n− r, k − i)

=
r∑

i=۰

(
k

i

)
P (r, k − i)P (n− r, i)

م�ͳکند. صدق

مشابه ͳاستدلال با کنیم. اثبات را تساوی�ها از ͳ΋ی است ͳکاف برهانجبری.
نتیجه را دیΎر ح΋م م�ͳتوان اتحادها) از ͳ΋ی در i جای به k− i دادن قرار با (یا
که است چیزی همان ح΋م r = ۱ برای م�ͳکنیم. عمل r روی استقرا به گرفت.
درست k و n هر و r − ۱ برای ح΋م کنیم فرض شد. اثبات ١٢.٣.٢ قضیۀ در

داریم صورت این در استباشد. درست ن΋نید! عجله
استدلال بعد صفحۀ در که
شده نوشته قضیه ͳترکیبیات
زیباتر و کوتاه�تر بسیار که است
اما م�ͳباشد، اثبات این از
اثبات�های که ن΋نید فراموش
آموزندۀ ن΋ات هم ͳطولان
با دارند. خود در را زیادی
بخوانید را صفحه این آرامش
نم�ͳتواند ͳکس باشید مطمئن و
از را بعد صفحۀ خواندنِ لذتِ

بΎیرد. شما

r∑
i=۰

(
k

i

)
P (r, i)P (n− r, k − i)

=
r−۱∑
i=۱

(
k

i

)
P (r, i)P (n− r, k − i)

+P (n− r, k) +

(
k

r

)
P (r, r)P (n− r, k − r)

=
r−۱∑
i=۱

(
k

i

)
[iP (r − ۱, i− ۱) + P (r − ۱, i)]P (n− r, k − i)

+P (n− r, k) +

(
k

r

)
P (r, r)P (n− r, k − r)

=
r−۱∑
i=۱

k

i
·
(
k − ۱
i− ۱

)
iP (r − ۱, i− ۱)P (n− r, k − i)

+
r−۱∑
i=۱

(
k

i

)
P (r − ۱, i)P (n− r, k − i)

+P (n− r, k) +

(
k

r

)
P (r, r)P (n− r, k − r)



کنید بیرون جم΄ از را افراد .٣.٢٨۶

= k
r−۲∑
j=۰

(
k − ۱

j

)
P (r − ۱, j)P (n− r, k − ۱− j)

+

r−۱∑
i=۱

(
k

i

)
P (r − ۱, i)P (n− r, k − i)

+P (n− r, k)

+k

(
k − ۱
r − ۱

)
P (r − ۱, r − ۱)P (n− r, (k − ۱)− (r − ۱))

= k

r−۱∑
j=۰

(
k − ۱

j

)
P (r − ۱, j)P ((n− ۱)− (r − ۱), k − ۱− j)

+
r−۱∑
i=۰

(
k

i

)
P (r − ۱, i)P ((n− ۱)− (r − ۱), k − i)

= kP (n− ۱, k − ۱) + P (n− ۱, k)

= P (n, k).

پسر بقیه و دختر آن نفر r که داریم نفری n جم΄ Έی .ͳترکیبیات برهان
P (n, k) به کار این کنیم. انتخاب مرتب نفری k تیم Έی م�ͳخواهیم هستند.

م�ͳپذیرد. صورت طریق

داریم تیم در که ͳان΋م k برای ͳصندل k م�ͳکنیم. خارج جم΄ از را دخترها خارج جم΄ از را پسرها اگر و
م�ͳافتاد؟ ͳاتفاق چه م�ͳتواندم�ͳکردیم تیم دخترهای تعداد م�ͳکنیم. شماره�گذاری k تا ۱ از را آنها و م�ͳگذاریم

.k یا . . . یا ۱ یا است ۰ یا i که باشد نفر i

و طریق) (ki) (به م�ͳکنیم انتخاب دخترها برای ترتیب بدون تا i ͳصندل k بین از
انتخاب صندل�ͳهای در که م�ͳکنیم انتخاب مرتب نفری i یΈتیم دخترها بین از
بقیۀ است n − r آنها تعداد که پسرها بین از و طریق) P (r, i) (به بنشینند شده
بنشینند صندل�ͳها بقیۀ در تا م�ͳکنیم انتخاب مرتب طور به را نفر k− i ͳیعن تیم
■ است. برقرار ح΋م لذا طریق). P (n− r, k − i) (به

نیازی درکند، قابل اثبات�ها باشید؛ برده ͳپ ͳترکیبیات اثبات مزایای به باید اکنون
کنید. حفظ را اح΋ام خود که نیست نیازی ͳحت و نیست آنها کردن حفظ به
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ͳباق تمرین برای را ͳچیزهای باید م�ͳبریم. پایان به جا همین در را بخش این
بمانید. ب�ͳبهره لذت این از است حیف بΎذاریم.

نم�ͳنشیند جایخود هیͿکسدر ۴.٢

استقرا، اصل از استفاده با که م�ͳکنیم تجربه را ͳمختلف مثال�های بخش این در
اندوخته�ایم که را توشه�ای همۀ داریم قصد م�ͳشوند. ضربحل اصل و جم΄ بخوانید،اصل را این صرفاً نباید

سؤالات کنید! مبارزه آن با
بـه بـپرسـید، را خـودتـان
بنΎرید، خودتان مثال�های
را خـودتـان برهـان�هـای
فرض�ها آیا نمایید. کشف
ع΋سح΋م آیا لازمند؟ واقعاً
حالت در است؟ برقرار نیز
ͳاتفاق چه متعارف خاص
حالات مـورد در م�ͳافتد؟
برهـان، چـطور؟ ͳاسـتثنای
اسـتـفاده فـرض از کجـا

م�ͳکند؟
Paul Richard Halmos

م�ͳکنیم شروع ساده�تر مثال�های با بریم. کار به یΈمسأله با مبارزه برای یΈجا
م�ͳآزماییم. را پیچیده�تری نمونه�های بتدری; و

این م�ͳخواهیم دارند. رو و پشت س΋ه�ها داریم. ی΋سان س΋ۀ n .١.۴.٢ مثال
س΋ۀ دو Ϳهی که گونه�ای به دهیم قرار ی΋دیΎر کنار در یΈصف در را س΋ه n

است؟ ام΋ان�پذیر روش چند به کار این نΎیرند. قرار هم کنار رو

تعداد م�ͳخواهیم آنΎاه دهیم نمایش ۱ با را آن روی و ۰ با را س΋ه پشت اگر
نباشند. ۱ توأماً هم کنار رقم دو Ϳهی که بیابیم را ۱ و ۰ ارقام با ͳرقم n کدهای

از عبارتند حالت�ها ،n اولیۀ مقدار ۴ برای

۰,۱

۰۰, ۰۱,۱۰

۰۰۰, ۰۰۱, ۰۱۰,۱۰۰,۱۰۱

۰۰۰۰, ۰۰۰۱, ۰۰۱۰, ۰۱۰۰, ۰۱۰۱,۱۰۰۰,۱۰۰۱,۱۰۱۰.

مقادیر که م�ͳشود مشخص تحقیق ͳکم با دهیم نمایش an با را مسأله ΁پاس اگر
از عبارتند an اولیۀ

a۱ = ۲, a۲ = ۳, a۳ = ۵, a۴ = ۸, a۵ = ۱۳, a۶ = ۲۱, a۷ = ۳۴, . . .

چΎونه اما م�ͳکند رفتار ͳفیبوناچ دنبالۀ شبیه دنباله این که م�ͳرسد نظر به
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که گفت م�ͳتوان دقیق�تر عبارت به کنیم؟ اثبات را خود حدس این م�ͳتوانیم
جملات و م�ͳشود آغاز F۱ = ۱ و F۰ = ۱ با که باشد ͳفیبوناچ دنبالۀ {Fn} اگر
.an = Fn+۱ که م�ͳزنیم حدس آنΎاه هستند خود از قبل جملۀ دو مجموع بعدی Έی دسته�اند. ۱۰ بر دنیا مردم

در اعداد با که ͳآنهای دسته
دستۀ هستند، آشنا ۳ مبنای
اعداد این با که ͳآنهای دوم
ͳکسان سوم دستۀ و نیستند آشنا
به یا ۱۰ م�ͳکنند ف΋ر که هستند
معنای به یا است ده عدد معنای

!۲ = (۱۰)۲ عدد

C

م�ͳکنیم. اثبات استقرا وسیلۀ به را حدس این

n + ۱ و باشد برقرار n برای ح΋م کنیم فرض است. ͳبدیه n = ۱ برای ح΋م
سمت س΋ۀ اگر رو. یا م�ͳگذاریم پشت را چپ سمت س΋ۀ یا باشیم. داشته س΋ه
an = Fn+۱ به استقرا فرض طبق م�ͳتوانند دیΎر س΋ۀ n آنΎاه باشد پشت چپ
سمت از دوم س΋ۀ آنΎاه باشد رو چپ سمت س΋ۀ اگر اما گیرند. قرار روش
روش an−۱ = Fn به استقرا فرض طبق دیΎر س΋ۀ n−۱ و باشد پشت باید چپ

داریم جم΄ اصل به توجه با لذا گرفت. خواهند قرار
an+۱ = an + an−۱ = Fn+۱ + Fn = Fn+۲.

♠ است. برقرار ح΋م بنابراین
که بسازیم اعدادی ۴ و ۳ ،۱ ارقام از استفاده با م�ͳخواهیم .٢.۴.٢ مثال
ͳرقم یا و باشیم داشته ت΋راری ارقام م�ͳتوانیم باشد. n برابر آنها ارقام مجموع

م�ͳپذیرد؟ صورت روش چند به کار این نبریم. کار به اصلا̈ را

از عبارتند حالت�ها ،n اولیۀ مقدار ۶ برای

۱

۱۱

۱۱۱,۳

۱۱۱۱,۱۳,۳۱,۴

۱۱۱۱۱,۱۱۳,۱۳۱,۳۱۱,۱۴,۴۱

۱۱۱۱۱۱,۱۱۱۳,۱۱۳۱,۱۳۱۱,۳۱۱۱,۳۳,۱۱۴,۱۴۱,۴۱۱.

را an اولیۀ مقدار چند م�ͳتوانیم تحقیق ͳاندک با بنامیم، an را مسأله ΁پاس اگر
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از عبارتند مقادیر این بیابیم.

a۱ = ۱, a۲ = ۱, a۳ = ۲, a۴ = ۴, a۵ = ۶, a۶ = ۹, a۷ = ۱۵,

a۸ = ۲۵, a۹ = ۴۰, a۱۰ = ۶۴, a۱۱ = ۱۰۴, a۱۲ = ۱۶۹, . . .

ب΋ند. ͳ΋کم م�ͳتواند جم΄ اصل ببینیم دهید اجازه بزنید؟ ͳحدس م�ͳتوانید آیا

برابر آن چپ سمت رقم یا باشد n برابر آن ارقام مجموع که عددی نوشتن برای
.۴ یا ۳ یا است ۱

شود. n−۱ برابر باید ارقام بقیۀ مجموع باشد ۱ برابر چپ سمت رقم اگر •
م�ͳپذیرد؛ صورت روش an−۱ به کار این

شود. n−۳ برابر باید ارقام بقیۀ مجموع باشد ۳ برابر چپ سمت رقم اگر •
م�ͳپذیرد؛ صورت روش an−۳ به کار این

برابر باید ارقام بقیۀ مجموع باشد ۴ برابر چپ سمت رقم اگر بالاخره و •
م�ͳپذیرد. صورت روش an−۴ به کار این شود. n− ۴

.an = an−۱ + an−۳ + an−۴ که م�ͳشود نتیجه جم΄ اصل به توجه با بنابراین

باشید. زده دیΎری حدس�های an اولیۀ مقدار چند به توجه با است مم΋ن اما
که گفت م�ͳتوان anمثلا̈ ΀صری مقدار م�ͳتوانید آیا

از استفاده بدون و مستقیماً را
بنویسید؟ آن ͳقبل مقادیر a۲n+۱ = a۲n + a۲n−۱,

a۲n+۲ = a۲n+۱ + a۲n + (−۱)n+۱,

a۲n = F۲
n ,

a۲n+۱ = F۲
n+۱ − F۲

n + (−۱)n.

است. ͳفیبوناچ دنبالۀ ام n جملۀ Fn آن در که

فرض است. ͳبدیه ح΋م n = ۱ برای م�ͳکنیم. اثبات استقرا به را اول ح΋م دو
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an = an−۱ + an−۳ + an−۴ رابطۀ از استفاده با باشد. برقرار n برای ح΋م کنیم
داریم شد اثبات که

a۲(n+۱)+۱ = a۲n+۳

= a۲n+۲ + (a۲n + a۲n−۱)

= a۲n+۲ + a۲n+۱.

است. برقرار استقرا ح΋م لذا

برقرار n برای ح΋م اگر و است ͳبدیه n = حالت۱ نیز دوم ح΋م برای همچنین
داریم آنΎاه باشد

a۲(n+۱)+۲ = a۲n+۴

= a۲n+۳ + (a۲n+۱ + a۲n)

= a۲n+۳ + a۲n+۲ − (−۱)n+۱

= a۲n+۳ + a۲n+۲ + (−۱)(n+۱)+۱.

است. برقرار نیز ح΋م این لذا

داریم. احتیاج ͳفیبوناچ دنبالۀ از ͳخواص به بعدی ح΋م دو اثبات برای اما
م�ͳتوان دوم ح΋م از استفاده با آنΎاه شود اثبات سوم ح΋م اگر که کنید توجه
♠ گرفت. نتیجه را ͳچهارم ͳسادگ به اثبات ͳچهارم اگر همچنین

ͳسوم م�ͳتوانیم ͳسادگ به شود
بΎیریم. نتیجه آن از را

ͳفیبوناچ دنبالۀ مورد در ح΋م چند ارائۀ به فعلا̈ م�ͳگردیم. بر مثال این به مجدداً
م�ͳپردازیم.
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داریم بΎیرید١٧. نظر در را F =

 ۱ ۱

۱ ۰

ماتریس

F۲ =

 ۱ ۱

۱ ۰

 ۱ ۱

۱ ۰

 =

 ۲ ۱

۱ ۱


F۳ =

 ۲ ۱

۱ ۱

 ۱ ۱

۱ ۰

 =

 ۳ ۲

۲ ۱


F۴ =

 ۳ ۲

۲ ۱

 ۱ ۱

۱ ۰

 =

 ۵ ۳

۳ ۲

 .

اثبات استقرا به را حدس این و Fn =

 Fn Fn−۱

Fn−۱ Fn−۲

 که م�ͳزنیم حدس

م�ͳکنیم.

صورت این در .F =

 ۱ ۱

۱ ۰

 کنیم فرض .٣.۴.٢ قضیه

Fn =

 Fn Fn−۱

Fn−۱ Fn−۲


.F−۱ = ۰ و است ͳفیبوناچ دنبالۀ ام n جملۀ Fn آن در ماتریس�هایکه با را کار همین

روابط و دهید انجام دیΎری
بیازمایید. را دیΎری ͳبازگشت برقرار n − ۱ برای ح΋م کنیم فرض است. ͳبدیه ح΋م n = ۱ برای برهان.

جدول هر که بدانید است ͳکاف نشوید. نΎران زیاد نیستید آشنا ماتریس�ها مبحث با ١٧اگر

کار و سر ۲× ۲ ماتریس�های با فقط اینجا در م�ͳنامیم. n×m یΈماتریس را اعداد از n×m

نماد با آنها مجموع B =

 a′ b′

c′ d′

 و A =

 a b

c d

 مانند ۲ × ۲ ماتریس دو برای داریم. aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

 برابر AB نماد با آنها حاصلضرب و
 a+ a′ b+ b′

c+ c′ d+ d′

 برابر A+B

تعریف ad−bc برابر det(A) نماد با Aماتریس (determinant) دترمینان همچنین م�ͳشود. تعریف
.det(AB) = det(A) det(B) که م�ͳدانیم م�ͳگردد.
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داریم باشد.

Fn = Fn−۱F

=

 Fn−۱ Fn−۲

Fn−۲ Fn−۳

 ۱ ۱

۱ ۰


=

 Fn−۱ + Fn−۲ Fn−۱

Fn−۲ + Fn−۳ Fn−۲


=

 Fn Fn−۱

Fn−۱ Fn−۲


■ است. برقرار ح΋م لذا و

دارد. همراه به را زیر جالب نتای; ح΋م این
صورت این در باشد. ͳفیبوناچ دنبالۀ ام n جملۀ Fn کنیم فرض .۴.۴.٢ قضیه

داریم m و n هر ازای به
FnFm + Fn−۱Fm−۱ = Fn+m.

داریم FnFm = Fn+m که این به توجه با برهان. Fn Fn−۱

Fn−۱ Fn−۲

 Fm Fm−۱

Fm−۱ Fm−۲

 =

 Fn+m Fn+m−۱

Fn+m−۱ Fn+m−۲


لذا و FnFm + Fn−۱Fm−۱ FnFm−۱ + Fn−۱Fm−۲

Fn−۱Fm + Fn−۲Fm−۱ Fn−۱Fm−۱ + Fn−۲Fm−۲


=

 Fn+m Fn+m−۱

Fn+m−۱ Fn+m−۲

 .

را ح΋م کنیم نΎاه تساوی طرف دو هر اول سطر در اول عبارت به اگر اکنون
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■ م�ͳبینیم.

کنیم. اثبات نیز n روی استقرا به را فوق ح΋م انجامم�ͳتوانیم با که م�ͳکنیم یادآوری
اثبات کاملا̈ ح΋م کار این
که نیست نیازی و م�ͳشود
برای را ح΋م دیΎر بار Έی
m روی استقرا به دلخواه، n

کنید. اثبات

داریم n = ۱ برای بالا. قضیۀ ͳاستقرای برهان
F۱Fm + F۰Fm−۱ = Fm + Fm−۱ = Fm+۱ = F۱+m.

داریم باشد. برقرار m هر و n− ۱ برای ح΋م کنیم فرض حال

FnFm + Fn−۱Fm−۱ = (Fn−۱ + Fn−۲)Fm + Fn−۱Fm−۱

= Fn−۱(Fm + Fm−۱) + Fn−۲Fm

= Fn−۱Fm+۱ + Fn−۲Fm

= F(n−۱)+(m+۱)

= Fn+m. ■

ͳکاف آورد. دست به نیز را دیΎری ح΋م م�ͳتوان ͳماتریس ترفند از استفاده با
براهماگوپتا، اتحاد جبر، در
اتحاد را آن اوقات ͳگاه که
بیان م�ͳنامند، نیز ͳفیبوناچ

که م�ͳدارد
(a۲ + b۲)× (c۲ + d۲)

= (ac− bd)۲ + (ad+ bc)۲

= (ac+ bd)۲ + (ad− bc)۲.

مجموعۀ اتحاد، این به توجه با
مجموع صورت به که اعدادی
هستند بیان قابل مجذور دو

بسته�اند. ضرب عمل تحت
Brahmagupta
598 - 670

آن در شیوه این مزیت بΎیریم. دترمینان Fn برای آمده دست به عبارت از است
بدانیم. قبل از را آنها نیست لازم و م�ͳدهند نشان ما به را خود اح΋ام، که است
صورت باید دهیم ارائه ح΋م برای ͳاستقرای ͳاثبات بخواهیم اگر که ͳحال در

بدانیم. کنیم اثبات م�ͳخواهیم که را ͳم΋ح
آنΎاه باشد ͳفیبوناچ دنبالۀ ام n جملۀ Fn اگر .۵.۴.٢ قضیه

FnFn−۲ − F۲
n−۱ = (−۱)n.

داریم . برهان

FnFn−۲ − F۲
n−۱ = det

 Fn Fn−۱

Fn−۱ Fn−۲

 = det(Fn)

= det(F )n = (det

 ۱ ۱

۱ ۰

)n = (−۱)n. ■
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ͳیعن) ما بحث ͳاصل موضوع از جدا گرچه که دارند ͳجالب نتای; اح΋ام، این
توجه قابل که ͳآنجای از حال این با م�ͳباشد (٢.۴.٢ مثال در سوم ح΋م اثبات

م�ͳکنیم. ذکر اینجا در را آنها هستند
هستند. اول هم به نسبت ͳفیبوناچ دنبالۀ ͳمتوال جملات .۶.۴.٢ قضیه

صورت این در باشد. Fn و Fn−۱ از ͳمشترک مقسوم�علیه d کنیم فرض برهان.
مقدار این قبل، قضیۀ طبق چون و بود خواهد FnFn−۲−F۲

n−۱ از ͳمقسوم�علیه d
■ .d = ۱ بنابراین است. ۱ از ͳمقسوم�علیه d پس است (−۱)n برابر

کرد. اثبات را زیر کل�ͳتر ح΋م م�ͳتوان ͳحت
به صورت این در .n ∈ N هر ازای به un = Fn−۱ کنیم فرض .٧.۴.٢ قضیه

داریم m و n هر ازای
gcd(un, um) = ugcd(n,m),

م�ͳباشد. مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین ،gcd از منظور آن در که بـزرگ�تـرین تعـریـف، بـنابـر
عدد دو مشترک مقسوم�علیه
d برابر b و a مانند ͳطبیع
d که ͳوقت فقط و فقط است
به و باشد b و a مقسوم�عیله
مانند دیΎر ͳطبیع عدد هر ازای
باشیم داشته e|b و e|a که e

معادل طور به اما ،e ⩽ d

بزرگ�ترین d که گفت م�ͳتوان
است b و a مشترک مقسوم�علیه
ی e هر برای و d|b و d|a هرگاه
داشته خاصیت، این با دیΎر

.e|d باشیم

داریم ۴.۴.٢ قضیۀ به توجه با . برهان
un+۱um+۱ + unum = un+m+۱.

داریم فوق عبارت در m− ۱ به m تبدیل با و
un+۱um + unum−۱ = un+m (∗)

ͳبدیه m = n برای ح΋م چون و m ⩽ n که کنیم فرض م�ͳتوانیم قضیه ح΋م در
n روی قوی استقرای به را ح΋م این .m < n که م�ͳکنیم فرض پس است
عدد هر برای ح΋م کنیم فرض است. ͳبدیه ح΋م n = ۲ برای م�ͳکنیم. اثبات

باشد. برقرار n از کوچ�Έتر

نوشت م�ͳتوان (∗) به توجه با
un−m+۱um + un−mum−۱ = un (∗∗)

بنابراین .gcd(un−m, um)|um ͳطرف از .gcd(un−m, um)|un بنابراین
gcd(un−m, um)| gcd(un, um) (†)
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بنابراین .un − un−m+۱um = un−mum−۱ داریم (∗∗) به توجه با دیΎر سوی از
قضیۀ طبق چون و است um از ͳعامل gcd(un, um) اما .gcd(un, um)|un−mum−۱

um−۱ به نسبت نیز gcd(un, um) پس هستند اول هم به نسبت um−۱ و um فوق
بنابراین .gcd(un, um)|un−m لذا و است اول

gcd(un, um)| gcd(un−m, um) (‡)

که م�ͳشود نتیجه (‡) و (†) از اکنون
gcd(un−m, um) = gcd(un, um).

قوی استقرای فرض به توجه با لذا و max{n − m,m} < max{n,m} = n اما
نتیجه در .gcd(un−m, um) = ugcd(n−m,m) که م�ͳگیریم نتیجه

gcd(un, um) = gcd(un−m, um) = ugcd(n−m,m) = ugcd(n,m). ■

قرار این از داریم احتیاج ٢.۴.٢ مثال استدلال ادامۀ برای ما که ͳم΋ح اما
است.

صورت این در باشد. ͳفیبوناچ دنبالۀ ام n جملۀ Fn کنیم فرض .٨.۴.٢ قضیه

۳F۲
n+۱ = F۲

n+۲ + F۲
n + ۲ · (−۱)n+۱.

داریم ۵.۴.٢ قضیه به توجه با . برهان

F۲
n+۲ + F۲

n − ۳F۲
n+۱ = (Fn+۱ + Fn)

۲ + F۲
n − ۳F۲

n+۱

= F۲
n+۱ + F۲

n + ۲Fn+۱Fn + F۲
n − ۳F۲

n+۱

= ۲Fn(Fn+۱ + Fn)− ۲F۲
n+۱

= ۲(FnFn+۲ − F۲
n+۱) = ۲ · (−۱)n. ■

این است جالب که چیزی م�ͳپردازیم. ٢.۴.٢ مثال سوم ح΋م اثبات به اکنون
قضیۀ اثبات برای که ترفندی
مهم بسیار م�ͳرود کار به بعد
ن΋نید. فراموش را آن است. حال این با داد، خواهد نتیجه را ͳچهارم سوم، ح΋م اثبات گرچه که است

مذکور چهارم و سوم ح΋م که مجبوریم برود پیش ما ͳاستقرای گام که آن برای
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ساده�تر استدلال که آن برای دیΎر عبارت به کنیم. اثبات هم با را مثال آن در
اما باشد عجیب شاید مطلب این کنیم! سخت�تر را مسأله ح΋م است بهتر شود
که آنجا از م�ͳدهد. رخ ͳوضعیت چنین اوقات ͳگاه ͳاستقرای اثبات�های در
اوقات ͳگاه م�ͳگردد تبدیل استقرا فرض به مسأله ح΋م ،ͳاستقرای استدلال در
فرضخود کار این با حقیقت در که چرا کنیم سخت را ح΋م که م�ͳکند صرف
مسائل حل برای تدبیری عنوان به را آن و ببینید را زیر برهان ساخته�ایم. قوی را

بسپارید. خاطر به ͳاستقرای
ͳبعض یا همه از استفاده با که باشد اعدادی تعداد an فرضکنیم .٩.۴.٢ قضیه
این در است. n برابر آنها ارقام مجموع و م�ͳشوند ساخته ۴ و ۳ ،۱ ارقام از را قضیه ح΋م م�ͳتوانید آیا

جای به اگر دهید؟ تعمیم
از ۴ و ۳ ،۱ ارقام از استفاده
م�ͳکردیم استفاده دیΎری ارقام
م�ͳتوانستیم را ͳام΋اح چه

کنیم؟ اثبات

است. ͳفیبوناچ دنبالۀ ام n جملۀ Fn که ،a۲n = F۲
n صورت

در خود ͳاستقرای اثبات در P (n) عنوان به را زیر ح΋م دو آن، جای به برهان.
م�ͳگیریم. نظر

a۲n = F۲
n ,

a۲n+۱ = F۲
n+۱ − F۲

n + (−۱)n.

زیرا است برقرار P (۱)

a۲ = ۱ = F۲
۱ ,

a۳ = ۲ = F۲
۲ − F۲

۱ + (−۱)۱.

داریم شد اثبات ٢.۴.٢ مثال در آنچه به توجه با باشد. برقرار P (n) کنیم فرض

a۲(n+۱) = a۲n+۲ = a۲n+۱ + a۲n + (−۱)n+۱

= F۲
n+۱ − F۲

n + (−۱)n + F۲
n + (−۱)n+۱ = F۲

n+۱.

را P (n+۱) اول ح΋م توانستیم P (n) دوم ح΋م ͳدرست فرض با که کنید دقت
کنیم. اثبات
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داریم بالا قضیۀ به توجه با همچنین

a۲(n+۱)+۱ = a۲n+۳

= a۲n+۲ + a۲n+۱

= F۲
n+۱ + F۲

n+۱ − F۲
n + (−۱)n

= F۲
n+۲ − F۲

n+۱ + ۲ · (−۱)n+۱ − (−۱)n+۱

= F۲
(n+۱)+۱ − F۲

n+۱ + (−۱)n+۱.

بودیم کرده اثبات که P (n + ۱) اول ح΋م از استفاده با که کنید دقت مجدداً
■ کنیم. اثبات را P (n+ ۱) دوم ح΋م توانستیم

به چΎونه P (n) در مذکور اح΋ام که ببینید و بخوانید را استدلال این بار چند
از Έی هر نم�ͳتوانیم دهند. دست به را P (n + ۱) تا م�ͳآیند ی΋دیΎر Έاسب�سواریکم مسابقۀ Έی در

ͳاسب به جایزه که شده اعلام
همه از آخر که م�ͳگیرد تعلق
کار چه برسد! پایان خط به
با شود؟ انجام مسابقه تا کنیم
در همه است مم΋ن شرط این
شوند آخر تا بایستند خود جای

کنند. دریافت را جایزه و

کنیم. اثبات ͳاستقرای فرآیندی با جداگانه طور به را P (n) در مذکور اح΋ام

م�ͳشود مسأله حل در تبحر باعث متفاوت مثال�های دیدن که معتقدیم کماکان
ͳسخت کار اصلا̈ ضرب و جم΄ اصول و استقرا خلف، برهان یادگیری وگرنه
زیباترین عنوان به کنیم. تجربه را بیشتری مسائل دهید اجازه پس نیست.

م�ͳکنیم. حل پریشرا جایΎشت�های مسألۀ نمونه،
شماره n تا ۱ شماره�های با که ͳهای�ͳصندل و n تا ۱ افراد تعریف٢.۴.١٠.
که بنشینند صندل�ͳها روی طوری افراد اگر م�ͳگیریم. نظر در را شده�اند گذاری
پریش١٨ یΈجایΎشت که م�ͳگوییم آنΎاه باشد ننشسته خود جای در کس Ϳهی
♣ داریم. افراد این از

همۀ آن دوری نمایش در هرگاه است پریش جایΎشت، Έی دیΎر عبارت به
که اعدادی ،ͳشتΎجای نمایش در که م�ͳکنیم یادآوری باشند. شده ظاهر اعداد
در ͳتنهای به عددی بود قرار اگر ͳیعن نم�ͳآمدند م�ͳشدند تصویر خودشان به

مقابل نقطۀ در derangement و است پریشان معنای به پریش .derangement permutation١٨

دارد. قرار arangement
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جایΎشت n = ۷ برای مثلا̈ بنابراین م�ͳکردیم. حذف را آن بیاید پرانتز Έی
(۱ ۴ ۲ ۵)(۳ ۷) جایΎشت که ͳصورت در است پریش (۱ ۳ ۶)(۲ ۵)(۴ ۷) جایΎشت�های تعداد مسألۀ در

به را عدد n م�ͳخواهیم پریش
که بنویسیم دور چند صورت
عدد دو حداقل دور هر در
که باشد قرار اگر باشد. آمده
اجتماع صورت به را عدد n

هر در که بنویسیم مجموعه چند
آمده عدد دو حداقل مجموعه
دارد؟ وجود روش چند باشد،

است. نشسته خود جای در ۶ چون نیست پریش

است ͳجالب مسائل از نیز حرف n روی پریش جایΎشت�های تعداد یافتن مسألۀ
م�ͳرود. کار به ضرب و جم΄ اصول و استقرا اصل آن حل در که

حرفباشد. nپریشروی جایΎشت�های Dnتعداد فرضکنیم قضیه٢.۴.١١.
صورت این در

Dn = (n− ۱)(Dn−۱ +Dn−۲).

تا ۱ شماره�های با ͳصندل n و n تا ۱ شماره�های با نفر n کنیم فرض برهان.
بین از دوست Έی شخص این م�ͳگیریم. نظر در را ۱ شمارۀ شخص داریم. n

رخ زیر اتفاق دو از ͳ΋ی و طریق) n − ۱ (به م�ͳکند انتخاب دیΎر نفر n − ۱

م�ͳنامیم): i را ۱ (دوست م�ͳدهد

من جای در تو و طریق) ۱) م�ͳنشینم تو جای در من که م�ͳگوید i به ۱ •
پریش صورت به است نفر n − ۲ آنها تعداد که بقیه و طریق) ۱) بنشین

طریق)؛ Dn−۲ (به بنشینند

جای در تو اما طریق) ۱ (به م�ͳنشینم تو جای در من که م�ͳگوید i به ۱ یا •
م�ͳکنیم، خارج بحث از را i شمارۀ ͳصندل و ۱ حالت این در ننشین. من
ͳصندل (چون م�ͳزنیم i برچسب آن به و برم�ͳداریم را ۱ ͳصندل برچسب
ͳباق نفر n − ۱ اکنون دهیم). انجام را کاری چنین م�ͳتوانیم نداریم i
در i که بود قرار چون بنشیند خود جای در نباید کس Ϳهی و مانده�اند
م�ͳباشد i برابر ͳصندل این شمارۀ اکنون چون و ننشیند ۱ شمارۀ ͳصندل
که نفری n− ۱ لذا بنشیند. خود ͳصندل در نباید i که گفت م�ͳتوان پس

طریق). Dn−۱ (به بنشینند پریش صورت به باید داریم

n−۱ با است برابر Dn که گفت م�ͳتوان جم΄ اصل و ضرب اصل به توجه با لذا
خود جای i و ۱ که ͳحالات (تعداد Dn−۲ ضربدر (i انتخاب حالات (تعداد



نم�ͳنشیند٩٩ خود جای در کس Ϳهی .۴.٢

کنار از بعد که ͳحالات (تعداد Dn−۱ علاوۀ به م�ͳکنند) عوض ی΋دیΎر با را
م�ͳآید).■ وجود به ۱ ͳصندل بر زدن i برچسب و i ͳصندل و ۱ شخص گذاشتن
حرف n روی پریش جایΎشت�های تعداد Dn کنیم فرض .١٢.۴.٢ نتیجه

صورت این در کلباشد. تعداد که کنید دقت
رابطۀ در ،n! ͳیعن جایΎشت�ها،
م�ͳکند. صدق n! = n(n− ۱)!

جالب Dn و n! بین تشابه این
ایجاب تشابه این آیا نیست؟
واحد Έی تنها Dn که م�ͳکند

است؟ n! از بیشتر یا کمتر

Dn = nDn−۱ + (−۱)n.

فرض است. ͳبدیه n = ۲ برای م�ͳکنیم. اثبات را ح΋م استقرا به . برهان
داریم فوق قضیۀ به توجه با باشد. برقرار n− ۱ برای ح΋م کنیم

Dn = (n− ۱)(Dn−۱ +Dn−۲)

= (n− ۱)Dn−۱ + (n− ۱)Dn−۲

= (n− ۱)Dn−۱ +Dn−۱ − (−۱)n−۱

= nDn−۱ + (−۱)n. ■

که کردیم مطرح را سؤال این شدیم آشنا m-جمله�ای بسط با ͳوقت قبل بخش در
م�ͳآید پیش که ͳسؤال حقیقت در است. چند برابر بسط این در جملات تعداد
مجموع صورت به م�ͳتوان طریق چند به را n مانند ͳطبیع یΈعدد که است این
از که ͳنتایج همراه به را آن شبیه ͳمسائل و سؤال این نوشت. ͳطبیع عدد k

م�ͳآموزیم اینجا در آنچه م�ͳآوریم. بخش این ادامۀ در بΎیریم م�ͳتوانیم آنها حل
خواهیم آنها ͳبررس به بعدی فصل�های در که است ͳشمارش مهم سؤال ۹ الفبای

پرداخت.
م�ͳخواهیم دارد. وجود مختلف گل نوع ۵ ͳگل�فروش Έی در .١٣.۴.٢ مثال
Έی لااقل گل نوع هر از که طوری به بخریم ͳگل�فروش این از گل شاخه ۱۳

دارد. وجود بخواهیم که تعداد هر به ͳگل هر از کنیم فرض باشیم. خریده شاخه
داد؟ انجام را کار این م�ͳتوان طریق چند به

به را ۱۳ م�ͳخواهیم حقیقت در نمایشدهیم، xi با را ام i نوع گل�های تعداد اگر
΀واض هستند. ͳطبیع اعدادی ها xi که بنویسیم x۱+x۲+x۳+x۴+x۵ صورت
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۱۳ = ۲+۳+۵+۱+۲ و ۱۳ = ۲+۳+۵+۲+۱ جواب دو مثلا̈ که است پژمرده گل انواع از ͳ΋ی اگر
ͳگل نوع، آن از نخواهیم و باشد
دارد؟ وجود حالت چند بخریم

۱ پنجم نوع از و شاخه ۲ چهارم نوع گل از ͳاول در چون م�ͳشوند ͳتلق متفاوت
پنجم نوع از و شاخه ۱ چهارم نوع گل از ͳدوم در که ͳحال در م�ͳخریم شاخه

م�ͳخریم. شاخه ۲

ͳطبیع عدد ۵ مجموع صورت به را ۱۳ م�ͳتوانیم طریق چند به ببینیم باید بنابراین
جواب مثلا̈ آنΎاه دهیم نمایش ی΋سان توپ ۱۳ توسط را ۱۳ عدد اگر بنویسیم.

صورت به م�ͳتوان آمد بالا در که را ͳاول
⃝⃝ |⃝⃝⃝ |⃝⃝⃝⃝⃝ |⃝⃝|⃝

صورت به دوم جواب که ͳحال در داد نمایش
⃝⃝ |⃝⃝⃝ |⃝⃝⃝⃝⃝ |⃝ |⃝⃝

جدا | ش΋ل به دیوارهای توسط که ͳتوپ�های تعداد اینجا در م�ͳشود. مشخص
.x۵ تا x۱ با برابرند راست به چپ از شده�اند

تعداد با است برابر گل�ها انتخاب حالت�های تعداد که گفت م�ͳتوان بنابراین
طوری به گذاشت ی΋سان دیوار ۴ ی΋سان توپ ۱۳ بین م�ͳتوان که ͳحالت�های
بدین است ۴ برابر دیوارها تعداد که این نباشند. هم کنار دیواری دو Ϳهی که

عبارت در + علامت�های جای به دیوارها حقیقت در که است دلیل
x۱ + x۲ + x۳ + x۴ + x۵

که است آن خاطر به نیز نیستند هم کنار دیواری دو Ϳهی که این و گرفته�اند قرار
نیست. ۰ برابر ͳی xi Ϳهی

Ϳهی که گونه�ای به گذاشت دیوار ۴ توپ ۱۳ بین م�ͳتوان طریق چند به اما
برای مجاز م΋ان�های که گفت م�ͳتوان حقیقت در نباشند. هم کنار دیواری دو
م�ͳخواهیم ما و داریم) م΋ان توپ۱۲ ۱۳ (بین ۱۲ با است برابر گذاشتن دیوار
دیوارها چون ندارد اهمیت ترتیب کنیم. انتخاب مختلف م΋ان ۴ آنها بین از
تا، ۱۲ از تا ۴ ترکیب با است برابر حالت�ها تعداد لذا شده�اند. فرض ی΋سان
♠ .(۱۲

۴

) ͳیعن
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داد. تعمیم زیر صورت به م�ͳتوان را مطلب این
تعداد صورت این در باشند. ͳطبیع اعدادی k و n کنیم فرض .١۴.۴.٢ قضیه

.(n−۱
k−۱

) با است برابر n = x۱ + . . .+ xk معادلۀ ͳطبیع جواب�های

دیوار k − ۱ آنها بین م�ͳخواهیم که داریم ی΋سان توپ n کنیم فرض برهان.
معادلۀ ͳطبیع جواب�های تعداد دیدیم بالا مثال در که طور همان دهیم. شرط،قرار همین با بود قرار اگر

بعد و دهیم قرار را دیوارها اول
همین به مسأله آیا را توپ�ها
در مسلماً م�ͳشد؟ حل ͳسادگ
یΈجواب به باید حالت دو هر

برسیم.

دیوار k −۱ این دادن قرار حالات تعداد با است برابر دقیقاً n = x۱ + . . .+ xk

توپ. n این بین در

برای م΋ان k−۱ م�ͳخواهیم که داریم انتخاب برای م΋ان n−۱ توپ�ها بین در
برابر تعداد این ندارد. ͳاهمیت ترتیب که داریم توجه و کنیم انتخاب دیوارها
■ .(n−۱

k−۱

) با است
ن΋نیم انتخاب شاخه�ای Ϳهی گل�ها ͳبرخ از که باشیم داشته حق اگر ببینیم اکنون

است. ام΋ان�پذیر حالت چند
م�ͳخواهیم دارد. وجود مختلف گل نوع ۵ ͳگل�فروش Έی در .١۵.۴.٢ مثال
که تعداد هر به ͳگل هر از کنیم فرض بخریم. ͳگل�فروش این از گل شاخه ۱۳

داد؟ انجام را کار این م�ͳتوان طریق چند به دارد. وجود بخواهیم

بشماریم را ͳحالات تعداد باید بار این کنیم عمل دیواره و توپ روش همان به اگر
(بدون م�ͳگیرند قرار ی΋دیΎر کنار در ی΋سان توپ ۱۳ و ی΋سان دیوار ۴ که

دیوار). دو نبودن هم کنار محدودیت

کنار در ͳصندل ۱۷ که کنیم فرض م�ͳتوانیم بشماریم را تعداد این که آن برای
بنشینند١٩. و کنند انتخاب را م΋ان ۱۳ توپ�ها است قرار و گذاشته�ایم ی΋دیΎر
چون ندارد ͳاهمیت توپ�ها برای م΋ان ۱۷ بین از م΋ان ۱۳ انتخاب در ترتیب
♠ .٢٠(۱۷

۱۳

) با است برابر مطلوب تعداد لذا هستند. ی΋سان توپ�ها

کنند. انتخاب را مختلف م΋ان ۴ دیوارها است قرار که کنیم فرض اگر نم�ͳکند ͳفرق ١٩البته

است. ͳ΋ی ΁پاس حالت دو هر در
که م�ͳشد (۱۷

۴

) برابر ΁پاس کنند انتخاب را خود م΋ان دیوارها بود قرار اگر که داریم ٢٠توجه

است. ͳ΋ی (۱۷
۱۳

) با
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صورت این در باشند. ͳطبیع اعدادی k و n کنیم فرض .١۶.۴.٢ قضیه
بـا اسـت بـرابـر n = x۱ + . . . + xk مـعـادلۀ ٢١ͳحـسـابـ جـواب�هـای تعداد قبل، قضیۀ و قضیه این در اگر

ͳاهمیت ها xi نوشتن ترتیب
وجود حالت چند باشد، نداشته

دارد؟

.(n+k−۱
n

)
=
(
n+k−۱
k−۱

)
ی΋دیΎر کنار در را ی΋سان دیوار k − ۱ و ی΋سان توپ n م�ͳخواهیم برهان.
نظر در م΋ان n+ k −۱ اگر باشند. هم کنار در م�ͳتوانند دیوارها که دهیم قرار
و هستند ی΋سان توپ�ها چون کنند، اختیار خود برای م΋ان n توپ�ها و بΎیریم
■ .(n+k−۱

n

) با است برابر ΁پاس ندارد اهمیت ترتیب
است. آموزنده که دارد وجود فوق ح΋م اثبات برای نیز دیΎری ترفند

ͳحساب عدد k مجموع صورت به را n که آن جای به بالا. ح΋م دوم برهان
y۱+ . . .+yk ش΋ل به ͳطبیع عدد k مجموع صورت به را n+k م�ͳتوانیم بنویسیم

صورت به n تا کنیم کم واحد Έی yi هر از سپس و بنویسیم
(y۱ − ۱) + . . .+ (yk − ۱)

بـرای ͳحـساب ͳپاسـخـ بΎیریم yi − ۱ بـرابـر را xi اگـر اکـنـون شود. نوشته
جواب�های تعداد با است برابر ما مطلوب تعداد لذا یافته�ایم. n = x۱+ . . .+xk

تعداد این که م�ͳدانیم ١۴.۴.٢ قضیۀ بنابر .n+k = y۱+ . . .+yk معادلۀ ͳطبیع
■ است. (n+k−۱

k−۱

) برابر
زیر سؤال به ΁پاس برای ترفندی که است اهمیت حائز جهت این از دوم برهان

م�ͳدهد. دست به را
م�ͳخواهیم دارد. وجود مختلف گل نوع ۵ ͳگل�فروش Έی در .١٧.۴.٢ مثال
دو حداقل اول نوع گل از که گونه�ای به بخریم ͳگل�فروش این از گل شاخه ۱۳

شاخه Έی حداقل گل�ها بقیۀ از و شاخه سه حداقل چهارم نوع گل از و شاخه
به دارد. وجود بخواهیم که تعداد هر به ͳگل هر از کنیم فرض کنیم. خریداری

داد؟ انجام را کار این م�ͳتوان طریق چند

در .y۵ = x۵ و y۴ = x۴ − ۲ ،y۳ = x۳ ،y۲ = x۲ ،y۱ = x۱ − ۱ کنیم فرض

باشند. هم صفر م�ͳتوانند ها xi دیΎر عبارت به نامنفͳ؛ ΀صحی جواب�های ͳ٢١یعن
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نوشت م�ͳتوان صورت این
۱۳ = x۱ + x۲ + x۳ + x۴ + x۵ = y۱ + ۱+ y۲ + y۳ + y۴ + ۲+ y۵.

΁پاس بیابیم ۱۰ = y۱ + y۲ + y۳ + y۴ + y۵ ͳطبیع جواب�های تعداد اگر پس
♠ .(۱۰−۱

۵−۱

) با است برابر تعداد این یافته�ایم. را مسأله
(مثلا̈ باشیم داشته بالا از ͳمحدودیت خاص ͳنوع از ͳگل خریدن برای اگر اما
کار چه شود) خریداری باید شاخه سه حداکثر سوم نوع گل از که کنیم شرط

ب΋نیم؟ اینباید جواب به ن΋نید. عجله
نه اما رسید، خواهیم هم سؤال
دادن ΁پاس برای فصل. این در
دیΎری اصل به سؤال این به

داریم. احتیاج

k به n مانند ͳطبیع عدد Έی مرتب٢٢ افراز شد ͳبررس ح΋م چند این در آنچه
ترتیب اگر م�ͳشود: مطرح اینجا در سؤال دو طبیعتاً م�ͳشود. نامیده ͳطبیع عدد
باشد داشته اهمیت ترتیب اگر و چیست؟ ΁پاس باشد نداشته ͳاهمیت نوشتن در

چطور؟ نباشد مشخص ها xi تعداد اما

شود! بلعیده ی΋باره به لذیذ غذای این نیست قرار م�ͳپردازیم. دوم سؤال به فعلا̈

مجموع صورت به را ͳطبیع عدد Έی م�ͳتوان طریق چند به که است این سؤال
مم΋ن باشد. داشته اهمیت ترتیب که طوری به نوشت ͳطبیع عدد چند یا Έی
صورت به n نوشتن حالات تعداد همان سؤال این که کنید ف΋ر ابتدا در است
این در ͳظریف ن΋تۀ باشند. هم صفر م�ͳتوانند ها xi که است٢٣ x۱ + . . . + xn

کنیم. مقایسه هم با را مسأله دو این n = ۴ برای دهید اجازه دارد. وجود بین
اعداد مجموع صورت به ۴ مرتب افراز مم΋ن حالت�های کلیۀ مثال٢.۴.١٨.
بنویسید. را ۴ = x۱ + x۲ + x۳ + x۴ معادلۀ ͳحساب جواب�های کلیۀ و ͳطبیع

از عبارتند ۴ مرتب افرازهای

۱+ ۱+ ۱+ ۱ = ۱+ ۱+ ۲ = ۱+ ۲+ ۱ = ۲+ ۱+ ۱

= ۲+ ۲ = ۱+ ۳ = ۳+ ۱ = ۴,

٢٢ordered partition

.k نه گرفته�ایم n را متغیرها تعداد که کنید ٢٣توجه
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از عبارتند ۴ = x۱ + x۲ + x۳ + x۴ معادلۀ ͳحساب جواب�های که ͳحال در

۰+ ۰+ ۰+ ۴ = ۰+ ۰+ ۱+ ۳ = ۰+ ۰+ ۲+ ۲

= ۰+ ۱+ ۱+ ۲ = ۱+ ۱+ ۱+ ۱

به حالت�ها این در شده ظاهر عوامل کردن جا به جا از که ͳحالت�های همۀ و
با است برابر حالت�ها کل تعداد که م�ͳدانیم م�ͳآیند. )دست

۴+ ۴− ۱
۴

)
=

۷!
۴!۳!

=
۷× ۶× ۵

۳!
= ۳۵. ♠

و کند مشخص را سؤال دو این تفاوت ͳاستدلال هر از واض�΀تر شاید مثال این
سازد. روشن کردیم اشاره بدان که را ͳظریف ن΋تۀ

م�ͳآوریم. دست به را مرتب افرازهای تعداد روش سه به اکنون

نداشته اهمیت ترتیب اگر و
چطور؟ باشد

عدد چند یا Έی مجموع صورت به n نوشتن حالات تعداد .١٩.۴.٢ قضیه
.۲n−۱ با است برابر باشد داشته اهمیت ترتیب که طوری به ͳطبیع

بنویسیم ͳطبیع عدد چند یا Έی مجموع صورت به را n بخواهیم اگر برهان.
باشد. n یا . . . یا ۲ یا ۱ برابر م�ͳتواند تعداد این

است برابر نوشت ͳطبیع عدد k مجموع صورت به را n م�ͳتوان که ͳحالات تعداد
برابر مطلوب تعداد جم΄، اصل به توجه با بنابراین .(n−۱

k−۱

) با
n∑

k=۱

(
n− ۱
k − ۱

)
=

n−۱∑
ℓ=۰

(
n− ۱

ℓ

)
= ۲n−۱

■ بود. خواهد

تعداد بداند، را جم΄ اصل باید بفهمد را فوق برهان بتواند ͳکس که آن برای
سیΎما اندیس دادن تغییر بداند، را n = x۱ + . . .+xk معادلۀ ͳطبیع جواب�های
این از که ͳکس باشد. آشنا جمله�ای دو بسط با که این بالاخره و باشد بلد را
اما برود. ͳبرهان چنین سراغ است مم΋ن باشد داشته اطلاع مختلف مطالب

ببینید. را دوم برهان
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کد Έی باشیم. نوشته x۱ + . . .+ xk صورت به را n کنیم فرض دوم. برهان
x۲ تعداد به ،۱ بار x۱ تعداد به چپ سمت از که م�ͳسازیم ش΋ل این به ͳرقم n
بدین برود٢۴. پیش xk تا ترتیب همین به و باشد داشته ۱ بار x۳ تعداد به ،۰ رابار خاصخود ͳزیبای ͳبرهان هر

گرفتن یاد حال در اگر دارد.
ͳسع هستید ͳمطلب دادن یاد یا
آن با مقابله راه�های همۀ کنید
م�ͳخواهید اگر اما بیاموزید، را
را خود برتری مسابقه، Έی در
همیشه دهید نشان دیΎران به
را ͳراه کوتاه�ترین و زیباترین

ببرید. کار به م�ͳدانید که

ͳرقم n کدهای م�ͳتوانیم که ͳحالات تعداد با است برابر مطلوب تعداد ترتیب
تعداد است٢۵. ۱ برابر همواره آنها چپ سمت رقم که بسازیم ۱ و ۰ ارقام با
رقم چون ،۱ و ۰ ارقام با ͳرقم n−۱ کدهای تعداد با است برابر ͳکدهای چنین
ͳرقم n−۱ کدهای تعداد اما است. ۱ همیشه و نیست ما اختیار در چپ سمت
■ .۲n−۱ با است برابر ۱ و ۰ ارقام با

کدهای تعداد مسألۀ با که است لازم برسد ͳکس ذهن به ͳبرهان چنین که آن برای
راه ببینیم اما برد. کار به را آشنا مسألۀ به مسأله تبدیل ایدۀ و باشد آشنا ͳرقم n

است. چΎونه سوم حل

n بنویسیم ͳطبیع عدد چند مجموع صورت به را n که آن برای سوم. برهان
م�ͳتواند دیوارها تعداد م�ͳگذاریم. دیوار آنها بین و م�ͳگیریم نظر در ی΋سان توپ
یا بΎذاریم دیوار توانیم ͳم یا توپ دو هر بین بنابراین باشد. n − ۱ تا ۱ از
مطلوب تعداد دارد وجود م΋ان n−۱ توپ�ها بین چون و حالت) ۲) نΎذاریم
■ .۲n−۱ با است برابر

نم�ͳدانند! را ضرب اصل از غیر چیز Ϳهی که است ͳکسان مخصوص برهان این
است. نشده برهان این در جم΄ اصل از ͳاساس استفاده�ای ͳحت که کنید توجه
راه�های که باعثگردد نباید جدید حقایق و ترفندها گرفتن یاد که فراموشن΋نید
هر بΎذارید. کنار را پیشرفته قضایای به استناد بدون و ابت΋اری کوتاه، ساده،
باشند آموزنده م�ͳتوانند نیز ͳطولان اثبات�های ͳحت دارد. را خود ͳزیبای حل راه
از که است این است مهم آنچه م�ͳدهند. نشان را حل راه به دیΎر ͳرهیافت چون
ͳطولان یا کوتاه بΎیرید. درس دیΎر مسائل حل در گرفتن الΎو برای ͳبرهان هر

م�ͳسازیم. را ۱۱۰۰۰۱۱۱۱۱۰۰۱ کد ۱۳ = ۲+ ۳+ ۵+ ۲+ ۱ برای ٢۴مثلا̈

چپ سمت رقم لذا و م�ͳگذاریم ۱ بار x۱ م�ͳکنیم شروع چپ سمت از ͳوقت که کنید ٢۵توجه

است. ۱ برابر همواره م�ͳسازیم که ͳکدهای
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ͳاستدلال هر کُنه در که است ͳطلای کلیدی مهم، نیست. مهم حل�ها راه بودن
است. شده پنهان

مسألۀ در که م�ͳکنیم یادآوری است. کاتالان عدد محاسبۀ به مربوط بعدی مثال است برابر Cn حقیقت در
مختلف حالات تعداد با
متغیرهای برای پرانتزگذاری
عمل بار n آنها در که ی΋سان

شود. ظاهر ضرب

در را مختلف متغیر n م�ͳتوان که ͳحالت�های تعداد (١٢.٢.١ (مثال کاتالان
کرد پرانتزگذاری را آنها حاصلضرب دهندۀ نشان عبارت و کرد ضرب ی΋دیΎر

بود. سؤال مورد
متغیرها همۀ کاتالان مسألۀ در اگر کاتالان) عدد (محاسبۀ .٢٠.۴.٢ مثال

است؟ چند برابر پرانتزگذاری مختلف حالات تعداد باشند، مساوی هم با

م�ͳدهیم نمایش Cn−۱ با را تعداد این باشد n برابر متغیرها تعداد که ͳحالت در
م�ͳنامیم. کاتالان عدد را آن و

پرانتزگذاری مختلف حالات تعداد اگر دیدیم، ١٢.٢.١ مثال در که طور همان
آنΎاه دهیم نمایش On با را متفاوت متغیر n برای

On+۱ = ۲(۲n− ۱)On.

تبدیل حالت Έی به متمایز حالت n! هر شوند، فرض ͳ΋ی متغیرها ͳوقت اما
داریم دهیم نمایش Cn−۱ با را حالت این در مسأله ΁پاس اگر لذا و م�ͳگردد

که م�ͳکنیم ادعا .Cn−۱ = On
n!

چندان رابطه، این به توجه با
ها Cn که نیست ΀واض
ثابت هستند. ͳطبیع اعدادی

با است برابر Cn )کنید
۲n
n

)
−

(
۲n

n− ۱

)

ها Cn که بΎیرید نتیجه و
البته هستند. ͳطبیع اعدادی
قبل از ،Cn تعریف به توجه با
باید اعداد این که م�ͳدانستیم

باشند. ͳطبیع

Cn =
۱

n+ ۱

(
۲n
n

)
.

فرض است. ͳبدیه ح΋م n = ۱ برای م�ͳکنیم. اثبات استقرا به را ادعا این
داریم باشد. برقرار n− ۱ برای ح΋م کنیم

Cn =
On+۱

(n+ ۱)!

=
۲(۲n− ۱)On

(n+ ۱)!
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=
۲(۲n− ۱)

n+ ۱
· On

n!

=
۲(۲n− ۱)

n+ ۱
· Cn−۱

=
۲(۲n− ۱)

n+ ۱
· ۱
n

(
۲(n− ۱)
n− ۱

)
=

۲(۲n− ۱)
n+ ۱

· ۱
n
· (۲n− ۲)!
(n− ۱)!(n− ۱)!

· n
n

=
(۲n)!

(n+ ۱)n!n!

=
۱

n+ ۱

(
۲n
n

)
. ♠

نشان مثال این آشناست. مسألۀ به مسأله تبدیل از دیΎری نمونۀ بعدی مثال
شمردن جای به ساده Έی به Έی تناظر Έی با م�ͳتوانیم چΎونه که م�ͳدهد
به که بیابیم را دیΎر مجموعه�ای اعضای تعداد مجموعه، Έی اعضای تعداد

م�ͳشود. محاسبه ͳسادگ
شده تش΋یل ۱×۱ مرب΄ nm از که داریم n×m مستطیل Έی .٢١.۴.٢ مثال
(این داده�ایم قرار مستطیل این پایین چپ سمت گوشۀ خانۀ در را مهره�ای است.
(فقط عمودی و ͳافق خطوط روی را مهره این م�ͳتوانیم م�ͳنامیم). A را خانه
گوشۀ خانۀ به تا دهیم حرکت بالا) به پایین از و راست به چپ از جهت�های ازدر قطری جهت در حرکت اگر

نیز راست بالا به چپ پایین
وجود حالت چند باشد مجاز

دارد؟

برای مسیر چند م�ͳنامیم). B را خانه (این برسد مستطیل بالای راست سمت
دارد؟ وجود نقطه این به رسیدن

تعدادی و راست به حرکت تعدادی بΎیریم نظر در B به A از که مسیری هر در
به قدم n−۱ و راست به قدم m−۱ بΎوییم؛ دقیق�تر دارد. وجود بالا به حرکت

بالا.

مسیر هر دهیم نمایش U با را بالا به حرکت و R با را راست به حرکت اگر
به ها U و R که داد نمایش U تا n − ۱ و R تا m − ۱ صورت به م�ͳتوان را
دنباله�های تعداد م�ͳتوانیم بنابراین بیایند. ی΋دیΎر کنار در م�ͳتوانند ͳترتیب هر
اگر بشماریم. را U بار n−۱ و R بار m−۱ از متش΋ل جمله�ای m−۱+n−۱
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م΋ان m − ۱ ترتیب احتساب بدون ها R و دهیم قرار ͳصندل m − ۱ + n − ۱

♠ بود. خواهد (m−۱+n−۱
m−۱

) برابر تعداد این کنند انتخاب را

را سؤال این و شمردیم را n×n مرب΄ Έی داخل مرب΄�های تعداد ٧.٢.١ مثال در
است. چند برابر n×m مستطیل Έی داخل مستطیل�های تعداد که کردیم مطرح

بدهیم. ΁پاس سؤال این به م�ͳتوانیم اکنون
شده تش΋یل ۱×۱ مرب΄ nm از که داریم n×m مستطیل Έی .٢٢.۴.٢ مثال

دارد؟ وجود مستطیل این در مستطیل چند است. دیری΋له آثـار کـل تعـداد
نـیـسـت؛ زیـاد چـنـدان
ͳبقال ترازوی با جواهراترا

نم�ͳسنجند.
Johann Carl
Friedrich Gauss
30 April 1777 - 23 Feb 1855

ͳافق خطوط اگر است. یافته تش΋یل عمودی و ͳافق خطوط از مستطیل این
،۰ با راست به چپ از را عمودی خطوط و n ،. . . ،۱ ،۰ با پایین به بالا از را
است ͳکاف کنیم مشخص را مستطیل Έی که آن برای دهیم نمایش m ،. . . ،۱
کنیم مشخص ترتیب) احتساب (بدون را عمودی شمارۀ دو و ͳافق شمارۀ دو
از اما دهند. نمایش را مستطیل Έی مرز تا کنیم Ίپررن را خط چهار این و
از و کرد انتخاب ͳافق خط دو طریق (n+۱

۲

) به م�ͳتوان ͳافق خط n + ۱ بین
انتخاب را عمودی خط دو طریق (m+۱

۲

) به م�ͳتوان نیز عمودی خط m+۱ بین
♠ .(n+۱

۲

)(
m+۱

۲

) با است برابر مستطیل�ها تعداد لذا کرد.
کنید. نرم پنجه و دست تمرین�ها با م�ͳتوانید چΎونه ببینید حال

تمرین�ها ۵.٢

ͳکاف این بیابید. زیر سؤالات به دادن ΁پاس برای ͳروش بتوانید شما است مم΋ن
از را سؤال این همواره دهید. تعمیم را اح΋ام بتوانید که است این مهم نیست.
دیΎر سوی از کرد. اثبات و بیان را کل�ͳتر ͳم΋ح م�ͳتوان آیا که بپرسید خود
ͳرانΎن باعث نباید این دهید. ΁پاس را سؤالات از ͳبرخ نتوانید است مم΋ن
این با آموخته�اید مسائل با شدن مواجه برای را ͳخوب ترفندهای گرچه شود. شما
بد نباشد. ͳکاف زمینه این در ͳسؤال هر به دادن ΁پاس برای این است مم΋ن حال
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تمرین�ها این به پر دست با ͳمدت از پس و بزنید سری دیΎر کتاب�های به نیست
سازید. خود مغلوب را آنها بتوانید تا کنید مراجعه

A چند باشد. X = {۱, . . . , n} از ͳثابت زیرمجموعۀ B کنیم فرض .١.۵.٢
A ⊆ B ⊆ X که ͳهای (A,B) تعداد آن از استفاده با A؟ ⊆ B که دارد وجود
که ͳهـایـ (A۱, . . . , Ak) تـعـداد روش هـمیـن به مـ�ͳتـوانیـد آیا بـیـابـیـد. را

بیابید؟ را A۱ ⊆ . . . ⊆ Ak ⊆ X

X از عضوی k زیرمجموعۀ چند .X = {۱,۲, . . . , n} کنیم فرض .٢.۵.٢
را ͳمجموعه�های چنین باشد؟ ۲ حداقل آن عضو دو هر تفاضل که دارد وجود

م�ͳنامیم. ۲-مجزا

X از عضوی k زیرمجموعۀ چند .X = {۱,۲, . . . , n} کنیم فرض .٣.۵.٢
را ͳمجموعه�های چنین باشد؟ m حداقل آن عضو دو هر تفاضل که دارد وجود

م�ͳنامیم. m-مجزا
ͳزیرمجموعه�های تعداد کنید ثابت .X = {۱,۲, . . . , n} کنیم فرض .۴.۵.٢

است. برابر نیستند k شامل که ͳآنهای تعداد با هستند k شامل که X از
k آنها عضو بزرگترین که X از ͳزیرمجموعه�های تعداد کنید ثابت .۵.۵.٢

.∑n−۱
k=۰ ۲k = ۲n − ۱ که بΎیرید نتیجه و ۲k−۱ با است برابر است
.۱ ⩽ i ⩽ j ⩽ k ⩽ n که بیابید را ͳهای (i, j, k) تعداد .۶.۵.٢

نظریۀ کتاب ۱۰ و اعداد نظریۀ کتاب ۱۳ ترکیبیات، کتاب ۵ تعداد .٧.۵.٢
بین از کتاب ۲ م�ͳتوان طریق چند به دارند. فرق هم با ͳΎهم که داریم گراف

نباشند؟ زمینه Έی در که کرد انتخاب آنها
از نفر k م�ͳتوان طریق چند به نشسته�اند. میز Έی دور نفر n تعداد .٨.۵.٢

نشوند؟ انتخاب هم کنار نفر دو Ϳهی که گونه�ای به کرد انتخاب آنها بین

ͳپرانتزهای م�ͳکنیم یادآوری
عدد Έی فقط آنها در که را
نم�ͳنویسیم باشد داشته وجود
تعداد م�ͳخواهیم لذا و
که بیابیم را ͳشت�هایΎجای
دو حداقل با دور k از دقیقاً

باشند. شده تش΋یل عضو

هرگاه م�ͳنامیم ͳشتΎجای را ۱ و ۰ درایه�های با n × n ماتریس Έی .٩.۵.٢
ماتریس�های تعداد باشد. آمده ۱ عدد بار Έی فقط آن ستون هر و سطر هر در
در که دارد وجود ۱ و ۰ درایه�های با n × n ماتریس چند بیابید. را ͳشتΎجای

باشد؟ آمده ۱ عدد بار دو دقیقاً آن ستون هر و سطر هر
و سطر هر در که ۱ و ۰ درایه�های با ماتریس�های تعداد کنید ثابت .١٠.۵.٢
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با است برابر باشد آمده ۱ عدد بار ۳ آنها ستون هر
۶−n

∑
a+b+c=n

(−۱)bn!(b+ ۳c)!۲a۳b

a!b!(c!)۲۶c .

بیابید؟ تعداد این تعیین برای ͳبازگشت رابطه�ای م�ͳتوانید آیا
تش΋یل دور k از دقیقاً که دارد وجود عدد n روی جایΎشت چند .١١.۵.٢

باشند؟ شده
با دور Έی از که بیابید را n ،. . . ،۱ اعداد از ͳشت�هایΎجای تعداد .١٢.۵.٢

باشند. شده تش΋یل عضو k

بیابید. n ،. . . ،۱ اعداد روی جایΎشت n! بین در را ام k جایΎشت .١٣.۵.٢
تا ۱ اعداد بین از ها ai که باشد ͳشتΎجای a۱ . . . am کنیم فرض .١۴.۵.٢
آنها در که دارد وجود n ،. . . ،۱ اعداد از جایΎشت چند شده�اند. انتخاب n
باشد؟ شده ظاهر هم) پشتسر لزوماً نه ͳول) ترتیب همین با a۱ . . . am جایΎشت
ͳشتΎجای ۱۲۳۶۷۴۵۸ جایΎشت آنΎاه a۱a۲a۳ = ۲۷۴ و n = ۸ اگر مثلا̈
نیامده�اند. هم سر پشت اعداد این گرچه است، شده ظاهر ۲۷۴ آن در که است
n تا ۱ اعداد بین از ها ai که باشد ͳشتΎجای a۱ . . . am کنیم فرض .١۵.۵.٢
جایΎشت آنها در که n ،. . . ،۱ اعداد از ͳشت�هایΎجای بین در شده�اند. انتخاب
امین k است شده ظاهر هم) سر پشت لزوماً نه ͳول) ترتیب همین با a۱ . . . am

است؟ کدام جایΎشت چند است مم΋ن که کنید توجه
برسند. هم با طریقاسب چند به کرده�اند. شرکت اسب ۵ اسب�سواری مسابقۀ Έی در .١۶.۵.٢

برسند؟ پایان خط به اسب�ها این است مم΋ن ۱۳۵۴۲ جایΎشت مثلا̈
را {۱,۲,۳} مجموعۀ
مجموعۀ اما م�ͳش΋افد

نم�ͳش΋افد. را {۳,۴,۵}

.A ⊆ X و باشد X = {۱, . . . , n} از ͳشتΎجای a۱ . . . an کنیم فرض .١٧.۵.٢
و aj ،ai بتوانیم هرگاه م�ͳش΋افد٢۶ را A مجموعۀ a۱ . . . an جایΎشت م�ͳگوییم
Έی برای .aj /∈ A اما ai, ak ∈ A و ۱ ⩽ i < j < k ⩽ n که کنیم پیدا ͳی ak
Έی برای م�ͳش΋افند؟ را A که دارد وجود جایΎشت چند A مانند مجموعه
جایΎشت این توسط که دارد وجود مجموعه چند a۱ . . . an مانند جایΎشت

م�ͳشوند؟ ش΋افته

٢۶splits
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X = {۱, . . . , n} از ͳزیرمجموعه�های An−۲ ،. . . ،A۱ کنیم فرض .١٨.۵.٢
ͳشتΎجای کنید ثابت دارند. عضو n − ۱ حداکثر و عضو ۲ حداقل که باشند

م�ͳش΋افد. را ها Ai ͳΎهم که دارد وجود X از
یΈصندوقچه در را قیمتخود گران اشیاء م�ͳخواهند نفر ۲n تعداد .١٩.۵.٢
از ͳبرخ کلید افراد از ͳبرخ و بΎذارند صندوقچه آن برای ͳقفل�های و بΎذارند
کنند باز را صندوق درِ بتوانند آنها از نفر n هر که طوری به باشند داشته را قفل�ها
باید قفل چند حداقل دهند. انجام را کار این نتوانند آنها از نفر n−۱ Ϳهی ͳحلول نفر ۴ برای را مسأله ابتدا

کنید. بدهیم؟ باید افرادی یا فرد چه به را ͳقفل هر کلید و بΎذاریم صندوقچه برای
ͳدوتای دور تعدادی صورت به م�ͳتوان را جایΎشت هر کنید ثابت .٢٠.۵.٢

نوشت.
m دقیقاً آنها در که بیابید را ۱ و ۰ ارقام با ͳرقم n کدهای تعداد .٢١.۵.٢

باشد. شده ظاهر ۰۱ بار
که این به توجه با .٢٢.۵.٢

k

(
n

k

)
= n

(
n− ۱
k − ۱

)
,

(n− k)

(
n

k

)
= n

(
n− ۱
k

)

که بΎیرید نتیجه تساوی�ها، طرفین کردن جم΄ )و
n

k

)
=

(
n− ۱
k

)
+

(
n− ۱
k − ۱

)
.

باشد؟ ۰ برابر م�ͳتواند n استدلال این در آیا
کنید ثابت .٢٣.۵.٢

n∑
k=۰

(
۲n+ ۱

k

)
=

n∑
k=۰

(
n+ k

k

)
۲n−k

.∑n
k=۰
(
n+k
k

)
۲−k = ۲n که بΎیرید نتیجه و
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کنید ثابت .٢۴.۵.٢
ℓ∑

k=۰

(
ℓ− k

m

)(
s

k − n

)
(−۱)k = (−۱)ℓ+m

(
s−m− ℓ

ℓ−m− n

)
.

اتحاد کنید ثابت همچنین
ℓ∑

k=۰

(
ℓ− k

m

)(
q + k

n

)
=

(
ℓ+ q + ۱
m+ n+ ۱

)
است. برقرار n ≥ q هر برای

کنید ثابت .٢۵.۵.٢
min{a,b,c}∑

k=۰

(
a+ b

a+ k

)(
b+ c

b+ k

)(
c+ a

c+ k

)
(−۱)k =

(a+ b+ c)!

a!b!c!

است. برقرار ͳحساب ی c و b ،a هر برای
کنید ثابت .٢۶.۵.٢(

n− ۱
k − ۱

)(
n

k + ۱

)(
n+ ۱
k

)
=

(
n− ۱
k

)(
n+ ۱
k + ۱

)(
n

k − ۱

)
است. برقرار k ⩽ n هر برای

که کنید ثابت ((k۲)۲ ) = ۳
(
k+۱
۴

) که آن به توجه با .٢٧.۵.٢
n∑

k=۰

((k
۲

)
۲

)(
۲n− k

n

)
= ۳

(
۲n+ ۲
n+ ۵

)
است. برقرار n هر برای

،۲ ،۱ اعداد آن کناری ضل΄ دو که بسازید خیام مثلث شبیه ͳمثلث .٢٨.۵.٢
باشد. خود ͳبالای عدد دو مجموع با برابر مثلث در عدد هر و باشند . . . ،۴ ،۳
سطر در و ۳ ۴ ۳ سوم سطر در ،۲ ۲ دوم سطر در ،۱ اول سطر در بنابراین
نمایش ((nk)) با را ام n سطر در ام k عدد اگر داریم. را ۴ ۷ ۷ ۴ چهارم

داریم ))دهیم
n

k

))
=

((
n− ۱
k − ۱

))
+

((
n− ۱
k

))
.((nk)) = (n+۱

k

)
−
(
n−۱
k−۱

) کنید ثابت .((n۱)) = ((nn)) = n و
برابر ( ۲n

۲n−۱

) ،. . . ،(۲n۳ ) ،(۲n۱ ) اعداد مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین .٢٩.۵.٢
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است؟ راچند اعداد این مجموع :ͳراهنمای
بΎیرید. نظر در کنید ثابت .٣٠.۵.٢

gcd

((
n− ۱
k − ۱

)
,

(
n

k + ۱

)
,

(
n+ ۱
k

))
= gcd

((
n− ۱
k

)
,

(
n+ ۱
k + ۱

)
,

(
n

k − ۱

))

است. مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین معنای به gcd آن در که
رو بار k که آن احتمال کنید ثابت م�ͳاندازیم. بار n را س΋ه Έی .٣١.۵.٢
این از ͳاستدلال با .∑n

k=۰
(
n
k

) ۱
۲n = ۱ که بΎیرید نتیجه .(

n
k)
۲n با است برابر بیاید

.∑n
k=۰
(
n+k
k

) ۱
۲k = ۲n که دهید نشان نوع

آنها که تا) ۲n نوع هر (از داریم مختلف نوع ۳ از شͳء ۶n تعداد .٣٢.۵.٢
صورت طریق چند به کار این کرده�ایم. تقسیم مساوی طور به نفر دو بین را

م�ͳپذیرد؟
هستند. متمایز بقیه و ی΋سان آنها تای n که داریم شͳء ۳n+۱ تعداد .٣٣.۵.٢
است برابر کرد انتخاب شͳء n آنها بین از م�ͳتوان که ͳحالات تعداد دهید نشان

.۲۲n با
م�ͳدانیم م�ͳگیریم. نظر در Xرا = {۱, . . . , n} از a۱ . . . an جایΎشت .٣۴.۵.٢
به X از σ مانند برو و Έی به Έی ͳتابع عنوان به را جایΎشت این م�ͳتوانیم که
آنΎاه σ(σ(i)) = i باشیم داشته ۱ ⩽ i ⩽ n ازای به اگر بΎیریم. نظر در خودش
تعداد با باشد برابر tn کنیم فرض است. خودمع΋وس٢٧ σ جایΎشت م�ͳگوییم
نشان .tn+۱ = tn + ntn−۱ کنید ثابت .X روی خودمع΋وس جایΎشت�های

΀صری دستور از م�ͳتوان را tn دهید

tn =

⌊n
۲ ⌋∑

k=۰

(
n

۲k

)
(۲k)!

۲kk!

آورد. دست به نیز

٢٧self-inverse
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باشد ۲ و ۱ ،۰ ارقام با ͳرقم n دنباله�های تعداد برابر an کنیم فرض .٣۵.۵.٢
بیابید. an برای ͳبازگشت رابطه�ای است. نشده ظاهر ۰۰ آن در که

Έی دور را آنها م�ͳخواهیم که داریم شوهر) و (زن زوج n تعداد .٣۶.۵.٢
م�ͳتوان طریق چند به باشد. شوهرش کنار ͳزن هر که طوری به دهیم قرار میز

داد؟ انجام را کار این
اگر کرد؟ تقسیم ͳتای ۲ گروه n به را نفر ۲n م�ͳتوان طریق چند به .٣٧.۵.٢

دارد؟ وجود حالت چند کنیم تقسیم ͳتای k گروه n به را نفر kn بخواهیم
صورت به م�ͳتوان را ͳطبیع عدد هر که دیدیم ۶.۴.١ قضیۀ در .٣٨.۵.٢
{Fn} دنبالۀ اگر کنید ثابت نوشت. ͳفیبوناچ دنبالۀ متمایز جملات از ͳمجموع
است فرد به منحصر نوشتن طرز این آنΎاه بΎیریم نظر در بعد به n = ۱ از را
ترتیب بدین نشود. ظاهر nنمایش در ͳمتوال ͳفیبوناچ عدد دو که آن بر مشروط
صورت به ٢٨ͳفیبوناچ مبنای در ͳنمایش n مانند ͳطبیع عدد هر که گفت م�ͳتوان
،۳ ،۲ ،۱ برابر ترتیب به چپ به راست از ارقام ارزش آن در که دارد br . . . b۱b۰

توأماً باشند هم کنار که آنها از تا دو Ϳهی و هستند ۱ یا ۰ ها bi و است . . . ،۸ ،۵
زیرا ۱۰۰۱۰۱۰ با است برابر ͳفیبوناچ مبنای در ۲۸ عدد نمایش مثلا̈ نیستند. ۱

.۲۸ = ۲۱+ ۵+ ۲

هر ازای به و f(۱) = ۲ که دارد وجود f : N → N مانند ͳتابع آیا .٣٩.۵.٢
f(n)؟ < f(n+ ۱) و f(f(n)) = f(n) + n باشیم داشته n ∈ N نمایش br . . . b۰ اگر :ͳراهنمای

باشد، ͳفیبوناچ مبنای در n

تعریف عددی برابر را f(n)

مبنای در آن نمایش که کنید
است. br . . . b۰۰ برابر ͳفیبوناچ

k دقیقاً که باشد نفر n از ͳشت�هایΎجای تعداد pn(k) کنیم فرض .۴٠.۵.٢
نشسته�اند. خود جای در آنها از نفر

پریش جایΎشت�های تعداد Dn−k آن در که pn(k) =
(
n
k

)
Dn−k کنید ثابت .i

است. عدد n− k روی

.pn(n− ۱) = ۰ که بΎیرید نتیجه .ii

.∑n
k=۰ pn(k) = n! کنید ثابت .iii

.∑n
k=۱ k · pn(k) = n! کنید ثابت .iv

٢٨Fibonacci base
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.Dn =
∑n

k=۲(k − ۱) · pn(k) که بΎیرید نتیجه .v

است؟ چند برابر (۱+ x۳ + x۷ + x۹)۱۰۰ در x۱۹ ضریب .۴١.۵.٢
طریق چند به گرفته�اند. قرار دایره Έی محیط روی نقطه ۲n تعداد .۴٢.۵.٢
ͳخط دو Ϳهی که طوری به کرد وصل ی΋دیΎر به دو به دو را نقاط این م�ͳتوان

ن΋نند. قط΄ را ی΋دیΎر
(n, n) نقطۀ به را خود (۰, ۰) نقطۀ از مختصات صفحۀ در م�ͳخواهیم .۴٣.۵.٢
همیشه باشد، ΀صحی مختصات با نقاط از ما حرکت مسیر که طوری به برسانیم
م�ͳتوانیم طریق چند به باشیم. اول رب΄ نیمساز زیر و کنیم حرکت بالا یا راست به
م�ͳتوانید آیا است؟ مرتبط کاتالان عدد با تعداد این آیا دهیم؟ انجام را کار این

سازد؟ روشن را ارتباط این که دهید ارائه ͳترکیبیات ͳبرهان



٣

است این مسأله نبودن؛ یا بودن

اصول در ͳتناقض کنیم فرض
مجموعه�ها نظریۀ موضوعۀ
معتقدید جداً آیا شود. یافت
خواهد برداشته میان از ͳپل که

شد؟
Frank Plumpton Ramsey

22 Feb 1903 - 19 Jan 1930

م�ͳخوانید فصل این در آنچه ٠.٣

مسائل حل به م�ͳتوانند چΎونه ضرب و جم΄ اصل که دیدیم قبل فصل در
نتوانیم است مم΋ن که دارد وجود بین این در نیز ͳمسائل کنند. Έکم ͳشمارش
اصل از باشیم مجبور شاید و کنیم حل اصل دو این از استفاده با صرفاً را آنها
این به که دارد وجود ͳمسائل هم هنوز حال این با بΎیریم. Έکم نیز استقرا
با شدن مواجه برای را دیΎری ابزارهای است لازم و نیستند حل قابل ͳسادگ

بریم. کار به آنها

١١٧



م�ͳخوانید فصل این در آنچه .٠.٣١١٨

مورد در ͳکم است بهتر باشید داشته سخت مسألۀ Έی از تصوری که آن برای
سالن Έی وارد آنها شوهران و زن n کنید. ف΋ر کرده١ ازدواج زوج�های مسألۀ
نفر ۲n این است. شده داده قرار آنجا در گرد میزی که م�ͳشوند غذاخوری ،۵ ،۴ ،۳ ،۲ مساوی۱، nبرای

از عبارتند حالات تعداد ۷ و ۶

و ۹۶۰۰ ،۳۱۲ ،۱۲ ،۲ ،۰ ،۰
.۴۱۶۸۸۰

و زن میان در ͳ΋ی که طوری به بخورند غذا و بنشینند میز این دور م�ͳخواهند
م�ͳتوان طریق چند به باشد. ننشسته خود شوهر کنار در ͳزن Ϳهی و باشند مرد

داد؟ انجام را کار این

نم�ͳتوان و م�ͳگذارد اثر همدیΎر بر افراد نشستن که است این در مسأله ͳسخت
از استفاده با بخواهیم اگر کرد. استفاده مسأله حل برای ضرب یا جم΄ اصل از
۲n از ͳ΋ی به اول ͳصندل که بΎوییم است مم΋ن کنیم حل را مسأله اصول، این ف΋ر سخت مسأله�ای به

نتوانید است مم΋ن کنید.
چیز اما کنید، حل را آن
خواهید اثبات را دیΎری

کرد.
John Edensor
Littlewood
9 June 1885 - 6 Sept 1977

نم�ͳتواند و باشد اول نفر هم�جنس نم�ͳتواند بعدی ͳصندل و م�ͳشود پر حالت
مورد در اما شد. خواهد پر طریق n− ۱ به دوم ͳصندل بنابراین باشد. او همسر
را سوم ͳصندل شدن پر حالات تعداد اگر و گفت؟ م�ͳتوان چه بعدی ͳصندل
ͳل΋ش چه به قبل�ͳها که این بΎوییم؟ م�ͳتوانیم چه ͳچهارم مورد در کنیم تعیین
حاضر حال در است، نشسته اکنون که افرادی از ͳ΋ی همسر و باشند شده پر
ͳصندل شدن پر تعداد در م�ͳتواند باشد ننشسته یا باشد نشسته ͳصندل Έی روی

باشد. مؤثر بعدی

است مؤثر دیΎری بر ͳ΋ی انجام که م�ͳکنیم پیدا کار و سر ͳکارهای با ما بنابراین
که ͳحالت�های به باید دوم، کار یا دهیم انجام را اول کار یا م�ͳخواهیم ͳوقت و
ͳوقت دیΎر عبارت به باشیم. داشته توجه م�ͳدهند رخ دوم کار هم و اول کار هم
که کنیم محاسبه را B و A مانند مجموعه دو اجتماع اعضای تعداد م�ͳخواهیم
داشته توجه هم آمده�اند A ∩ B در که ͳاعضای تعداد به باید نیستند مجزا لزوماً

باشیم.

تعدادی بر م�ͳتواند مجموعه دو این اشتراک در عضوی نبودن یا بودن بنابراین
نبودن! یا بودن است: این فصل این در ما مسألۀ لذا و بΎذارد تأثیر م�ͳشماریم که

١problème des ménages
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طرد و شمول اصل ١.٣

دو B و A ͳوقت که م�ͳدارد بیان حقیقت در جم΄ اصل دیدیم که گونه همان
اشتراک مجموعه دو این اگر اما .|A∪B| = |A|+|B| داریم باشند مجزا مجموعۀ

بΎوییم؟ م�ͳتوانیم چه باشند ازداشته اسـت عـبـارت عـلم
م�ͳکنیم درک که ͳچیزهای
به دادن ΀توضی برای تا
خوب ͳکاف اندازۀ به رایانه
ͳبـاقـ آنـچـه هـمـۀ باشـد.

است. هنر م�ͳماند
Donald Ervin Knuth
10 Jan 1938

اعضای تعداد ͳوقت آنΎاه B = {a, b,□, ◦, ⋄} و A = {۱,۲,۳, a, b} ͳوقت مثلا̈
بار دو آمده�اند مجموعه�ها دوی هر در که b و a اعضای م�ͳزنیم، جم΄ B با را A
را شده شمرده بار دو تعدادِ این اگر که م�ͳرسد نظر به بنابراین م�ͳآیند. شمار به
به رسید. خواهیم م�ͳخواسته�ایم آنچه به کنیم کم مجموعه دو تعداد مجموع از

دیΎر عبارت
|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

م�ͳخواهیم کرد. استفاده شمار دوبار ترفند از م�ͳتوان فوق تساوی اثبات برای
ببینیم اما .|A ∪ B| با است برابر تعداد این بشماریم. را A ∪ B اعضای تعداد
که باشد A از عضوی x اگر م�ͳافتد. ͳاتفاق چه فوق تساوی راست سمت در که
م�ͳآید شمار به بار Έی |A| در x این تساوی، راست سمت در آنΎاه نباشد B در
که باشد B از عضوی x اگر همچنین نم�ͳشود. شمرده |A ∩ B| و |B| در ͳول
م�ͳآید شمار به بار Έی |B| در x این تساوی، راست سمت در آنΎاه نباشد A در
B در هم و A در هم که ی x هر علاوه به نم�ͳشود. شمرده |A∩B| و |A| در ͳول
و م�ͳشود شمرده |B| در بار Έی و |A| در بار Έی تساوی، راست سمت در باشد
۱+۱−۱ = ۱ لذا و م�ͳگردد کم −|A∩B| در آمدن�ها شمار به این از بار Έی

م�ͳآید. شمار به بار

داریم کنیم کار مجموعه سه با اگر

|A ∪B ∪ C|

= |A ∪ (B ∪ C)| = |A|+ |B ∪ C| − |A ∩ (B ∪ C)|

= |A|+ |B|+ |C| − |B ∩ C| − |(A ∩B) ∪ (A ∩ C)|
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= |A|+ |B|+ |C| − |B ∩ C| − (|A ∩B|+ |(A ∩ C)| − |A ∩B ∩ C|)

= |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

را فرآیند این م�ͳتوانیم آورد. دست به شمار دوبار با م�ͳتوان نیز را تساوی این به را چیزی استادتان ͳوقت
ͳباق شما برای تمرین عنوان
که باشید مطمئن م�ͳگذارد
۳ باید سؤال، آن حل برای
به را ͳشمارش اصول از اصل
استقرای از بار ۲ و ببرید کار
ͳطولان ͳاستدلال با قوی
خاص حالت ۶ و کنید استفاده
آنها باید که م�ͳماند ͳباق دیΎر

کنید! ͳبررس مستقیماً را

p

اثبات باشد. شده ظاهر مجموعه n آن در که دهیم ارائه را اتحادی و دهیم ادامه
حقیقت در دارد. وجود هم ساده�تری راه اما نیست سخت چندان آن ͳاستقرای
Έت اعضای تعداد بشماریم را مجموعه�ها از ͳاجتماع اعضای تعداد که آن برای
از ͳدوتای اشتراک�های تعداد م�ͳکنیم، خود شمارش مشمول را مجموعه�ها Έت
کنار را چهارتای�ͳها م�ͳآوریم، شمار به را سه�تای�ͳها م�ͳکنیم، طرد را مجموعه�ها

م�ͳدهیم. ادامه را کار این و م�ͳگذاریم
ͳمجموعه�های An ،. . . ،A۱ فرضکنیم طرد٢) (اصلشمولو .١.١.٣ قضیه

صورت این در باشند. ͳمتناه
| ∪n

i=۱ Ai| =
∑

۱⩽k⩽n
۱⩽i۱<...<ik⩽n

(−۱)k+۱|Ai۱ ∩ . . . ∩Aik |.

با است برابر تعداد این بشماریم. را ∪n
i=۱Ai اعضای تعداد م�ͳخواهیم برهان.

راست سمت در ببینیم اما است. شده نوشته تساوی چپ سمت در که ͳعبارت
م�ͳافتد. ͳاتفاق چه

،. . . ،A۱ مجموعه�های از مجموعه r در دقیقاً که باشد عضوی x کنیم فرض
سمت در بنابراین م�ͳنامیم. Ajr ،. . . ،Aj۱ را مجموعه�ها این است. آمده An

اشتراک�های در زیرا k ⩽ r که م�ͳآید شمار به ͳامΎهن x این تساوی، راست
ͳامΎهن x این k ⩽ r ͳوقت اما باشد. شده ظاهر نم�ͳتواند x این ͳتای r از بیشتر
jr تا j۱ اعداد بین از i۱ < . . . < ik که م�ͳشود شمرده |Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik | در
توجه کنیم. انتخاب را عدد k عدد r این بین از باید لذا باشند. شده انتخاب
شوند انتخاب که طور هر زیرا نیست مهم شده انتخاب اعداد ترتیب که کنید
در x این لذا بیایند. i۱ < . . . < ik صورت به بزرگ به Έکوچ از ترتیب به باید

٢the principle of inclusion and exclusion (PIE)



طرد١٢١ و شمول اصل .١.٣

م�ͳشود. ظاهر |Ai۱ ∩ . . . ∩Aik | ش΋ل به ͳجملات از تا (rk)
است برابر تساوی راست سمت در x شدن شمرده تعداد که گفت م�ͳتوان بنابراین

داریم اما .∑r
k=۱(−۱)k+۱(r

k

) با
r∑

k=۱

(−۱)k+۱
(
r

k

)
= −

r∑
k=۱

(
r

k

)
(−۱)k

= −
r∑

k=۰

(
r

k

)
(−۱)k۱r−k + ۱

= −(−۱+ ۱)r + ۱

= ۱.

بار Έی نیز راست سمت در شود شمرده بار Έی چپ سمت در که ی x هر داریملذا ح΋م این برای ͳاثبات اگر
نامیده�ایم؟ اصل را آن چرا ■ است. برقرار ح΋م نتیجه در و م�ͳآید شمار به

مجموعه�های برای .٢.١.٣ مثال

A۱ = {۱,۲,۳,۴},

A۲ = {۱,۴,۵,۶,۷,۸},

A۳ = {۱,۲,۷,۹},

A۴ = {۸,۱۰,۱۱},

کنید. تحقیق را طرد و شمول اصل

داریم

A۱ ∩A۲ = {۱,۴},

A۱ ∩A۳ = {۱,۲},

A۱ ∩A۴ = ϕ,

A۲ ∩A۳ = {۱,۷},



طرد و شمول اصل .١.٣١٢٢

A۲ ∩A۴ = {۸},

A۳ ∩A۴ = ϕ,

A۱ ∩A۲ ∩A۳ = {۱},

A۱ ∩A۲ ∩A۴ = ϕ,

A۱ ∩A۳ ∩A۴ = ϕ,

A۲ ∩A۳ ∩A۴ = ϕ,

A۱ ∩A۲ ∩A۳ ∩A۴ = ϕ.

که م�ͳبینیم و

۴+ ۶+ ۴+ ۳

−۲− ۲− ۰− ۲− ۱− ۰

+۱+ ۰+ ۰+ ۰

−۰

♠ مجموعه. چهار این اجتماع اعضای تعداد با است برابر

اعضای تعداد که نـدارد ͳلزوم م�ͳشـود دیـده فـوق مثال در که طـور هـمان طرد و شمول اصل کنید ͳسع
اثبات استقرا از استفاده با را

کنید.
مم΋ن مثلا̈ باشد. برابر هم با شده داده مجموعه�های از ͳتای k اشتراک�های
۱ برابر دیΎر مجموعۀ دو اشتراک و ۲ برابر اول مجموعۀ دو اشتراک است

شود.

دهد رخ اتفاق این ͳاستثنای حالت Έی عنوان به است مم΋ن دیΎر سوی از
داشته ͳسان΋ی اعضای تعداد شده داده مجموعۀ n بین از مجموعه k هر که
همۀ و باشند داشته عضو ۴ مجموعه�ها از ͳدوتای اشتراک�های همۀ مثلا̈ باشند.
و شمول اصل دهد رخ ͳحالت چنین اگر باشند. عضوی ۲ ͳسه�تای اشتراک�های

م�ͳگردد. بیان ساده�تر ͳل΋ش به طرد
،. . . ،A۱ کنیم فرض خاص) حالت طرد؛ و شمول (اصل .٣.١.٣ قضیه
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مقدار ۱ ⩽ k ⩽ n که k هر ازای به که ͳقسم به باشند ͳمتناه ͳمجموعه�های An

اگر باشد. k به وابسته فقط و i۱, . . . , ik انتخاب از مستقل |Ai۱ ∩ . . . ∩Aik |

αk = |Ai۱ ∩ . . . ∩Aik |

آنΎاه
| ∪n

i=۱ Ai| =
n∑

k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)
αk.

|Ai۱ ∩ . . . ∩Aik | جای به طرد و شمول اصل در مذکور تساوی در باید برهان.
است؟ شده ظاهر مذکور مجموع در بار چند جمله این اما دهیم. قرار را αk طردمقدار و شمول اصل از استفاده با

از کوچ�Έتر اول اعداد تعداد
بیابید. را ۱۰۰۰

که ͳحالات تعداد با است برابر دهیم قرار αk آنها جای به باید که ͳجملات تعداد
که داریم توجه کرد. انتخاب را اندیس k تعداد n تا ۱ اندیس n بین از م�ͳتوان
کنیم انتخاب را اندیس�ها ͳل΋ش هر به چون ندارد اهمیت ترتیب انتخاب این در
ͳانتخاب�های چنین تعداد بنویسیم. بزرگ به Έکوچ از ترتیب به را آنها باید
■ م�ͳکند. تغییر n تا ۱ از k که داریم αk بار

(
n
k

) لذا .(nk) با است برابر
که م�ͳبینید بخوانید را طرد و شمول اصل مختلف صورت دو این مجدداً اگر
ظاهر م�ͳدهد جلوه سخت را آن که چیزی تنها هستند. ساده�ای اح΋ام واقعاً
بیان اصل خود وگرنه دادیم ارائه مجموعه n اجتماع برای که است پیچیده�ای
بار Έی است ͳکاف دوم یا اول کار انجام تعداد شمردن برای دارد: ساده�ای
کنید. طرد شمرده�اید زیادی را چه هر سپس و کنید خود شمارش مشمول را همه
به را آن نم�ͳتوانید نبینید را اصل این کاربرد مختلف نمونه�های تا حال این با

کنید. لمس ͳخوب

نم�ͳماند ب�ͳکلاه سری Ϳهی ٢.٣

جایΎشت�های تعداد یافتن مسألۀ طرد، و شمول اصل کاربرد از مثال اولین عنوان به

جایΎشت�های تعداد تعیین
1708 سال در بار اولین پریش،

توسط
Pierre Rémond
deMontmort
1713 سال در و شد مطرح
همان در تقریباً و وی توسط

توسط زمان
Nicholas Bernoulli

گردید. حل

آن برای ͳصریح ΁پاس بار این و م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد مجدداً را پریش
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یافتیم مسأله این برای ͳاستقرای ͳپاسخ قبل فصل در که دارید خاطر به م�ͳیابیم.
م�ͳداد. دست به را آن جدید مقدار Dn ͳقبل مقادیر از استفاده با که

باشد. حرف n روی پریش جایΎشت�های تعداد Dn کنیم فرض .١.٢.٣ قضیه
صورت این در

Dn =

n∑
k=۰

(−۱)k · n!
k!
.

را غیرپریش�ها بشماریم، را پریش جایΎشت�های تعداد که آن جای به برهان.
م�ͳکنیم. کم است n! برابر که آنها کل تعداد از و م�ͳشماریم

n تا ۱ شماره�های با که ͳصندل n و داریم n تا ۱ شماره�های با نفر n کنیم فرض
بشماریم را افراد این از ͳشت�هایΎجای تعداد م�ͳخواهیم شده�اند. شماره�گذاری
Ai کنیم فرض منظور این برای باشد. نشسته خود جای در نفر Έی لااقل که
ͳصندل ͳیعن خود جای در i شخصشمارۀ که باشد ͳشت�هایΎجای همۀ مجموعۀ
جایΎشت�های همۀ مجموعۀ برابر ∪n

i=۱Ai که است ΀واض است. نشسته i شمارۀ
م�ͳباشد. غیرپریش

استفاده طرد و شمول اصل از بشماریم را ∪n
i=۱Ai اعضای تعداد که آن برای

مانند دلخواه ͳانتخاب برای را Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik اعضای تعداد باید لذا م�ͳکنیم. مطرح را سؤال این مجدداً
مسابقۀ Έی در م�ͳکنیم:
به جایزه است قرار اسب�سواری
همه از آخر که بΎیرد تعلق ͳاسب
کار چه برسد. پایان خط به

شود؟ انجام مسابقه تا کنیم
ببینید. بعد صفحۀ در را ΁پاس

آوریم. دست به ۱ ⩽ i۱ < . . . < ik ⩽ n

از Έی هر که است ͳمعن این به باشد Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik به متعلق ͳشتΎجای اگر
k این نتیجه در است٣. نشسته خود جای در ik ،. . . ،i۱ شماره�های با افراد
و ندارند) ͳانتخاب حق (چون م�ͳنشینند خود صندل�ͳهای بر طریق Έی به نفر
دیΎر ͳصندل n− k روی بر دلخواه به است n− k برابر آنها تعداد که افراد بقیۀ
لذا م�ͳگیرد). صورت طریق (n − k)! به کار این که (م�ͳدانیم نشست خواهند

.(n− k)! با است برابر هستند Ai۱ ∩ . . . ∩Aik در که ͳشت�هایΎجای تعداد

ندارد وجود ͳمحدودیت و نم�ͳدانیم افراد بقیۀ گرفتن قرار محل مورد در چیزی که کنید ٣دقت

طرد و شمول اصل از استفاده اهمیت حقیقت در باشند. نشسته خود جای در نباید افراد این که
است. ظریف ن΋تۀ همین در
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i۱, . . . , ik انتخاب از مستقل Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik اعضای تعداد که م�ͳشود مشاهده
فرض با لذا م�ͳباشد. است) ͳثابت مقدار که n (و k به وابسته صرفاً و

αk = (n− k)!

داریم کنیم. استفاده طرد و شمول اصل خاص حالت از م�ͳتوانیم

| ∪n
i=۱ Ai| =

n∑
k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)
αk

=

n∑
k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)
(n− k)!

=

n∑
k=۱

(−۱)k+۱ · n!

k!(n− k)!
· (n− k)!

=

n∑
k=۱

(−۱)k+۱n!

k!
.

بنابراین

Dn = n!− | ∪n
i=۱ Ai|

= n!−
n∑

k=۱

(−۱)k+۱n!

k!

= n! +

n∑
k=۱

(−۱)kn!
k!

=

n∑
k=۰

(−۱)k · n!
k!
. ■

سمت به n ͳوقت بنابراین .Dn
n! =

∑n
k=۰

(−۱)k
k! که م�ͳدهد نشان مطلب این

از پریش ͳشتΎجای است ͳکاف
در را اسب�سوارها و اسب�ها
چون ترتیب بدین بΎیریم. نظر
j اسب سوار i شمارۀ اسب�سوار
ͳسع بنابراین ،i ̸= j که است
اسب تمام سرعت با که م�ͳکند

برساند! پایان خط به را

ͳم΋ح عنوان به کرد. خواهد میل ∑∞
k=۰

(−۱)k
k! به Dn

n! مقدار کند میل ب�ͳنهایت
به های n برای گفت م�ͳتوان لذا و است ۱

e برابر اخیر مقدار که م�ͳدانیم معروف
.۱e با است برابر تقریباً باشد پریش ͳشتΎجای که این احتمال بزرگ، ͳکاف قدر
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دید م�ͳتوان ͳراحت به .Y = {۱,۲, . . . , n} و X = {۱,۲, . . . ,m} کنیم فرض
به X از تاب΄ Έی که آن برای زیرا ،nm با است برابر f : X → Y تواب΄ تعداد که و n تا ۱ شماره�های با نفر n

n تا ۱ شماره�های با کلاه n نیز
که دارد احتمال چقدر داریم.
سرش بر را خود کسکلاه Ϳهی

نΎذارد؟
n ≥ ۲ برای نباشید! نΎران
نم�ͳماند. کلاه ͳب سری Ϳهی

تعریف برای اما شوند. تعریف f(m) و . . . و f(۲) و f(۱) باید کنیم تعریف Y
اعضای از Έی هر م�ͳتوانیم زیرا n با است برابر انتخاب�ها تعداد f(i) کردن
چنین تعداد ضرب، اصل به توجه با بنابراین کنیم. انتخاب f(i) عنوان به را Y

است. آمده بار m تعداد به n که n× n× . . .× n با است برابر ͳتوابع

را f : X → Y تواب΄ همۀ مجموعۀ که است موجه توضیحات، این به توجه با
تساوی ضرب، اصل بنابر که گونه همان حقیقت در کنیم. تعریف Y X نماد با
|Y X | = |Y ||X| تساوی نیز ما نمادگذاریِ این با است، برقرار |X ×Y | = |X| |Y |

را تعریف این نیز نباشند ͳمتناه Y و X که ͳحالت در ͳحت بود. خواهد برقرار
م�ͳپذیریم.

تواب΄ همۀ مجموعۀ باشند مجموعه دو Y و X کنیم فرض .٢.٢.٣ تعریف
♣ م�ͳدهیم. نمایش Y X با و نامیده X توان به Y را f : X → Y مانند

دیدیم۴ اکنون هم که گونه همان
■ .|Y X | = |Y ||X| آنΎاه باشند ͳمتناه Y و X اگر .٣.٢.٣ قضیه

این شد مشخص دیΎر مجموعه�ای به مجموعه Έی از تواب΄ تعداد که اکنون
برابر (پوشا) برو۶ تواب΄ تعداد و ۵Έی به Έی تواب΄ تعداد که م�ͳآید پیش سؤال

م�ͳشود. محاسبه ͳراحت به دو این از ͳ΋ی خوشبختانه است. چند
به X = {۱,۲, . . . ,m} مجموعۀ از Έی به Έی تواب΄ تـعداد .۴.٢.٣ قضیه

.P (n,m) با است برابر Y = {۱,۲, . . . , n} مجموعۀ

صورت این در باشد. تاب΄ Έی f : X → Y کنیم فرض برهان.
(f(۱), . . . , f(m))

خارج ما بحث از که است درست نیز ͳنامتناه مجموعه�های برای تعبیری به ح΋م ۴این

م�ͳباشد.
۵one to one
۶onto
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بنابراین، متمایزند. عضو m این که بود خواهد Y اعضای از مرتب ͳتای mΈی
نفری m تیم Έی تعیین با است معادل Y به X از Έی به Έی تاب΄ Έی تعریفِ
قبل فصل در که طور همان ͳتیم�های چنین تعداد .Y اعضای میان از مرتب
■ م�ͳباشد٧. P (n,m) برابر دیدیم

است. سخت�تر ͳاندک برو تواب΄ تعداد کردن پیدا بهاما Έی آنΎاه n = m اگر ͳول
معادلند. بودن برو و بودن Έی

چرا؟
Y = {۱,۲, . . . , n} به X = {۱,۲, . . . ,m} از برو تواب΄ تعداد .۵.٢.٣ قضیه

با است برابر
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)m.

که تواب΄ کل تعداد از و م�ͳشماریم را غیربرو تواب΄ تعداد آن، جای به برهان.
م�ͳکنیم. کم است nm برابر

به نیست. آن برد در i که باشد Y به X از ͳتوابع همۀ مجموعۀ Ai کنیم فرض
با است برابر ∪n

i=۱Ai بنابراین .Ai = (Y \ {i})X که کنیم فرض دیΎر عبارت
غیربرو. تواب΄ همۀ مجموعۀ

استفاده طرد و شمول اصل از بشماریم را ∪n
i=۱Ai اعضای تعداد که آن برای

مانند دلخواه ͳانتخاب برای را Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik اعضای تعداد باید لذا م�ͳکنیم.
آوریم. دست به ۱ ⩽ i۱ < . . . < ik ⩽ n

i۱, . . . , ik که است ͳمعن این به باشد Ai۱ ∩ . . .∩Aik به متعلق f مانند ͳتابع یΈاگر دقیقاً که ͳتوابع تعداد
نباشد آنها برد در Y از عضو
عضو k دقیقاً است؟ چند

چطور؟

قضیۀ طبق اما .Ai۱ ∩ . . . ∩Aik = (Y \ {i۱, . . . , ik})X لذا و نیامده�اند f برد در
.(n− k)m با است برابر تعداد این ٣.٢.٣

i۱, . . . , ik انتخاب از مستقل Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik اعضای تعداد که م�ͳشود مشاهده
فرض با لذا م�ͳباشد. هستند) ͳثابت مقادیر که m و n (و k به وابسته صرفاً و

αk = (n− k)m

است. ۰ برابر عدد این آنΎاه n < m اگر که داریم ٧توجه
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داریم کنیم. استفاده طرد و شمول اصل خاص حالت از م�ͳتوانیم

| ∪n
i=۱ Ai| =

n∑
k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)
αk

=

n∑
k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)
(n− k)m.

بنابراین

برو تواب΄ تعداد = nm − | ∪n
i=۱ Ai|

= nm −
n∑

k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)
(n− k)m

= nm +
n∑

k=۱

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)m

=
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)m. ■

صورت این در باشد. ͳطبیع عددی n کنیم فرض نتیجه. .۶.٢.٣ قضیه
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)n = n!.

مانند تاب΄ Έی صورت این در .X = Y = {۱,۲, . . . , n} کنیم فرض برهان.
تواب΄ تعداد لذا باشد. برو که ͳوقت فقط و فقط است Έی به Έی f : X → Y

ͳیعن ،Έی به Έی تواب΄ تعداد با است برابر برو
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)n = P (n, n) =

n!

۰!
= n!. ■

این در .m < n و باشد ͳطبیع اعدادی m و n کنیم فرض .٧.٢.٣ نتیجه n روی استقرا به را ح΋م همین
کنید. صورتاثبات

n∑
k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)m = ۰.
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صورت این در .Y = {۱,۲, . . . , n} و X = {۱,۲, . . . ,m} کنیم فرض برهان.
با است برابر برو تواب΄ تعـداد لـذا و ندارد وجـود Y بـه X از ͳبـروی تـاب΄ Ϳهیـ
■ صفر.

طور به را مجموعه Έی اعضای تعداد و کنیم استفاده شمار دوبار ترفند از اگر
دست به ͳجالب اتحادهای کنیم محاسبه طرد و شمول اصل از استفاده با و مستقیم

م�ͳآید.
این در .r ⩽ m که باشند ͳطبیع اعدادی r و m ،n کنیم فرض .٨.٢.٣ قضیه

صورت
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)(
m+ n− k

r − k

)
=

(
m

r

)
.

بود. خواهد صفر برابر مجموع این آنΎاه m < r اگر علاوه به

r زیرمجموعۀ Έی م�ͳخواهیم و داریم دختر m و پسر n کنیم فرض برهان.
ام΋ان�پذیر روش (mr ) به ͳبدیه طور به کار این کنیم. انتخاب دخترها از زیرمجموعۀنفری Έی بخواهیم اگر

Έی و دخترها از نفری r

پسرها از نفری s زیرمجموعۀ
ͳاتفاق چه کنیم انتخاب
به که را اتحادی م�ͳافتد؟
اثبات و بیان آمد خواهد دست

کنید.

بود). خواهد صفر برابر تعداد این آنΎاه m < r اگر که کنید (توجه است

دست به را تعداد این طرد و شمول اصل از استفاده با م�ͳتوانیم دیΎر سوی از
زیرمجموعۀ در پسر Έی لااقل که م�ͳیابیم را ͳحالات تعداد آن، جای به آوریم.

م�ͳکنیم. کم است (m+n
r

) برابر که کل تعداد از و باشد داشته وجود ͳانتخاب

ام i پسر که باشد افراد از عضوی r زیرمجموعه�های همۀ مجموعۀ Ai فرضکنیم
زیرمجموعه�های همۀ مجموعۀ با است برابر ∪n

i=۱Ai بنابراین است. آمده آنها در
است. آمده آنها در پسر Έی لااقل که افراد از عضوی r

استفاده طرد و شمول اصل از بشماریم را ∪n
i=۱Ai اعضای تعداد که آن برای

مانند دلخواه ͳانتخاب برای را Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik اعضای تعداد باید لذا م�ͳکنیم.
آوریم. دست به ۱ ⩽ i۱ < . . . < ik ⩽ n

که است ͳمعن این به باشد Ai۱ ∩ . . .∩Aik به متعلق E مانند زیرمجموعه�ای اگر
است r − k برابر آنها تعداد که را E عناصر بقیۀ باید بنابراین .i۱, . . . , ik ∈ E
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ترتیب چون و کنیم انتخاب است m + n − k برابر آنها تعداد که افراد بقیۀ از
.(m+n−k

r−k

) با است برابر تعداد این ندارد اهمیت
i۱, . . . , ik انتخاب از مستقل Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik اعضای تعداد که م�ͳشود مشاهده
فرض با لذا م�ͳباشد. هستند) ͳثابت مقادیر که r و m ،n (و k به وابسته صرفاً و

αk =

(
m+ n− k

r − k

)

داریم کنیم. استفاده طرد و شمول اصل خاص حالت از م�ͳتوانیم

| ∪n
i=۱ Ai| =

n∑
k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)
αk

=
n∑

k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)(
m+ n− k

r − k

)
.

)بنابراین
m

r

)
=

(
m+ n

r

)
− | ∪n

i=۱ Ai|

=

(
m+ n

r

)
−

n∑
k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)(
m+ n− k

r − k

)

=

(
m+ n

r

)
+

n∑
k=۱

(−۱)k
(
n

k

)(
m+ n− k

r − k

)

=
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)(
m+ n− k

r − k

)
. ■

از قبل نیست بد بپردازیم. کرده ازدواج زوج�های مسألۀ حل به م�ͳتوانیم اکنون
کنیم. حل را ساده مسألۀ چند آن

طوری به بΎیرند قرار یΈصف در م�ͳخواهند دختر n و پسر n .٩.٢.٣ مثال
داد؟ انجام را کار این م�ͳتوان روش چند به باشند. دختر و پسر میان در ͳ΋ی که
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در را دختر n سپس و طریق) n! (به م�ͳدهیم قرار صف Έی در را پسر n ابتدا
میان در ͳ΋ی را صف دو این اکنون طریق). n! (به م�ͳدهیم قرار صف Έی
طریق) n! × n! (به م�ͳشود شروع پسر با صف یا م�ͳگذاریم. ی΋دیΎر بین در
با است برابر مسأله ΁پاس بنابراین طریق). n!× n! (به م�ͳشود شروع دختر با یا
♠ .(n!)۲ + (n!)۲ = ۲(n!)۲

داد؟ قرار دایره Έی دور را نفر n م�ͳتوان طریق چند به .١٠.٢.٣ مثال

چهار با که ͳصف�های کنیم. ͳبررس n = ۴ برای را مسأله ابتدا در دهید اجازه
از عبارتند ساخت م�ͳتوان ۴ و ۳ ،۲ ،۱ نفر

۱۲۳۴,۱۲۴۳,۱۳۲۴,۱۳۴۲,۱۴۲۳,۱۴۳۲,

۲۱۳۴,۲۱۴۳,۲۳۱۴,۲۳۴۱,۲۴۱۳,۲۴۳۱,

۳۱۲۴,۳۱۴۲,۳۲۱۴,۳۲۴۱,۳۴۱۲,۳۴۲۱,

۴۱۲۳,۴۱۳۲,۴۲۱۳,۴۲۳۱,۴۳۱۲,۴۳۲۱.

م�ͳآید. وجود به (۱ ۲ ۳ ۴) دور کنیم تبدیل دایره Έی به را ۱۲۳۴ صف اگر
داریم اما

(۱ ۲ ۳ ۴) = (۲ ۳ ۴ ۱) = (۳ ۴ ۱ ۲) = (۴ ۱ ۲ ۳).

همچنین م�ͳشوند. تبدیل دایره Έی به که دارند وجود مختلف صف چهار ͳیعن

(۱ ۲ ۴ ۳) = (۲ ۴ ۳ ۱) = (۴ ۳ ۱ ۲) = (۳ ۱ ۲ ۴),

(۱ ۳ ۲ ۴) = (۳ ۲ ۴ ۱) = (۲ ۴ ۱ ۳) = (۴ ۱ ۳ ۲),

(۱ ۳ ۴ ۲) = (۳ ۴ ۲ ۱) = (۴ ۲ ۱ ۳) = (۲ ۱ ۳ ۴),

(۱ ۴ ۲ ۳) = (۴ ۲ ۳ ۱) = (۲ ۳ ۱ ۴) = (۳ ۱ ۴ ۲)

(۱ ۴ ۳ ۲) = (۴ ۳ ۲ ۱) = (۳ ۲ ۱ ۴) = (۲ ۱ ۴ ۳).

دایره�هاست تعداد برابر ۴ صف�ها تعداد حقیقت در مختلفداریم. دایرۀ ۶ بنابراین
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م�ͳشوند. تبدیل ی΋سان دایره�ای به مختلف صف ۴ چون

مختلف صف n آنΎاه باشیم داشته نفر n اگر که گفت م�ͳتوان ͳکل حالت در به دو پسرها و دختر این اگر
باشند کرده ازدواج هم با دو
در شوهرها و زن باشد قرار و
حالت چند باشند ی΋دیΎر کنار

دارد؟ وجود

در دایره�هاست. تعداد برابر n صف�ها تعداد لذا و م�ͳشوند تبدیل دایره Έی به
♠ بود. خواهد n!

n = (n− ۱)! برابر دایره�ها تعداد نتیجه
قرار دایره Έی دور را دختر n و پسر n م�ͳتوان طریق چند به .١١.٢.٣ مثال

باشند؟ دختر و پسر میان در ͳ΋ی که طوری به داد

مختلف صف ۲n اما .۲(n!)۲ با است برابر صف�ها تعداد دیدیم که طور همان
برابر دایره�ها تعداد بنابراین م�ͳدهند. تش΋یل را ی΋سان دایره�ای

۲(n!)۲

۲n
= n!(n− ۱)!

♠ است.
م�ͳتوان که ͳحالات تعداد کرده) ازدواج زوج�های مسألۀ ) .١٢.٢.٣ قضیه
میان در ͳ΋ی که طوری به داد قرار میز Έی دور ͳصندل ۲n در را شوهر و زن n

ن΋رد. ازدواج هرگز لایبنیتز
به ͳΎسال پنجاه سن در او
که ͳزن اما افتاد ف΋ر این
لایبنیتز از داشت ف΋ر در او
دهد فرصت تا خواست
کند. ف΋ر مسأله این به که
خواست وی از هم لایبنیتز
ف΋ر که دهد فرصت او به تا
ͳفرصت او به م�ͳتواند کند
یا بدهد کردن ف΋ر برای
هیچΎاه لایبنیتز لذا و نه،

ن΋رد. ازدواج
Bernard le Bouyer
de Fontenelle
11 Feb 1657 - 9 Jan 1757

با است برابر باشد ننشسته خود شوهر کنار در ͳزن Ϳهی ͳول باشند مرد و زن

۲n!
n∑

k=۰

(−۱)k
(n− k)!

۲n− k

(
۲n− k

k

)
.

لااقل و باشند مرد و زن میان در ͳ΋ی که م�ͳشماریم را ͳحالات تعداد برهان.
که کل تعداد از را تعداد این سپس و باشد نشسته خود شوهر کنار در زن Έی

م�ͳکنیم. کم است n!(n− ۱)! برابر

نشسته میز دور میان در ͳ΋ی افراد که باشد ͳحالات همۀ مجموعۀ Ai کنیم فرض
∪n
i=۱Ai اعضای تعداد م�ͳخواهیم باشند. هم کنار در ام i شوهر و زن و باشند
در ͳ΋ی افراد که ͳحالات همۀ مجموعۀ با است برابر مجموعه این بشماریم. را

هستند. هم کنار در شوهر و زن Έی لااقل و نشسته�اند میز دور میان

بدین م�ͳکنیم. استفاده طرد و شمول اصل از ∪n
i=۱Ai اعضای تعداد محاسبۀ برای

۱ ⩽ k ⩽ n که دلخواه ی k هر برای را Ai۱ ∩ . . .∩Aik اعضای تعداد باید منظور
کنیم. محاسبه
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جای Έی در را حوا و آدم ابتدا باشند. آدم و حوا ام i۱ شوهر و زن کنیم فرض
(در م�ͳشود انجام طریق ۲ به کار این م�ͳدهیم. قرار ی΋دیΎر کنار در دلخواه
اکنون آدم). بعد و حوا اول یا بنشیند حوا بعد و آدم اول ساعت عقربه�های جهت

دیΎر. زن n− k و دیΎر مرد n− k و مانده�اند ͳباق ik ،. . . ،i۲ زوج k − ۱

در نیز را زن n−k و طریق) (n−k)! (به م�ͳدهیم قرار یΈصف در را مرد n−k

حوا و آدم از پس را صف دو این و طریق) (n−k)! (به م�ͳدهیم قرار یΈصف
نشسته حوا سپس و آدم اول اگر ساعت، عقربه�های جهت (در م�ͳنشانیم میز دور
و حوا و آدم اکنون را). زن Έی سپس و دهیم قرار را مرد Έی اول باید بود
که مانده�اند ͳباق دیΎر زوج k−۱ و گرفته�اند قرار میز دور زن n−k و مرد n−k

حساب نفر Έی را i۲ زوج م�ͳتوان لذا بنشینند. ی΋دیΎر کنار باید زوج�ها این
نفر Έی را ik زوج ترتیب همین به و کرد حساب نفر Έی را i۳ زوج کرد،
بنشانیم. هستند میز دور که افرادی بین در باید را زوج�ها این آورد. حساب به
پس بیفتد فاصله آنها بین نباید و م�ͳآیند حساب به نفر Έی نیز حوا و آدم چون
را نفر ۲(n− k) +۱ این نشسته�اند. میز دور نفر ۲(n− k)+۱ که گفت م�ͳتوان
k −۱ به (مربوط دیوار k −۱ است قرار که م�ͳگیریم نظر در ͳسان΋ی توپ�های
ی΋سان زوج k − ۱ که م�ͳکنیم فرض (فعلا̈ گیرند قرار آنها بین در دیΎر) زوج
در م�ͳتوانند دیوارها که داریم توجه دارند). را ی΋سان دیوارهای نقش و هستند
م΋ان (۲(n− k) +۱) + (k −۱)−۱ مجموع در لذا گیرند. قرار ی΋دیΎر کنار
انتخاب دیوارها دادن قرار برای م΋ان k − ۱ آنها بین از م�ͳخواهیم که nداریم تا ۱ اعداد از جایΎشت چند

دوم و اول م΋ان در ۱ که داریم
سوم و دوم م΋ان در ۲ نباشد،
و ام n م΋ان در n و . . . نباشد،

نباشد؟ ی΋م

م�ͳپذیرد. صورت طریق (۲n−k−۱
k−۱

) به کار این کنیم.

چنین که ͳحال در هستند ی΋سان دیΎر زوج k − ۱ بودیم کرده فرض ما اما
مورد در آمده دست به عدد باید زوج، k−۱ بودن متفاوت به توجه با لذا نیست.

که: این خلاصه کنیم. ضرب (k − ۱)! در را دیوارها و توپ�ها

۲) حوا و آدم نشستن حالات تعداد با است برابر Ai۱ ∩ . . .∩Aik اعضای تعداد
(n−k)!۲ (به دیΎر زن n−k و مرد n−k دادن قرار حالات تعداد ضربدر طریق)
طریق). (۲n−k−۱

k−۱

)
(k−۱)! (به دیΎر زوج k−۱ دادن قرار تعداد ضربدر طریق)
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انتخاب از مستقل Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik اعضای تعداد که م�ͳشود مشاهده بنابراین
فرض با لذا م�ͳباشد. است) ͳثابت مقدار که n (و k به وابسته صرفاً و i۱, . . . , ik

αk = ۲ · (n− k)!۲ ·
(
۲n− k − ۱

k − ۱

)
· (k − ۱)!

= ۲ · (n− k)!۲ · (۲n− k − ۱)!
(۲n− ۲k)!

داریم کنیم. استفاده طرد و شمول اصل خاص حالت از م�ͳتوانیم
ازدواج زوج�های مسألۀ در
ͳیعن) نفر ١٠ برای کرده،
وجود حالت ٣١٢٠ زوج) ۵

دارد.

| ∪n
i=۱ Ai| =

n∑
k=۱

(−۱)k+۱
(
n

k

)
αk

= ۲n!
n∑

k=۱

(−۱)k+۱ (n− k)!

k!
· (۲n− k − ۱)!

(۲n− ۲k)!
.

با است برابر مطلوب حالات تعداد بنابراین

n!(n− ۱)!− | ∪n
i=۱ Ai|

= n!(n− ۱)!− ۲n!
n∑

k=۱

(−۱)k+۱ (n− k)!

k!
· (۲n− k − ۱)!

(۲n− ۲k)!

= n!(n− ۱)! + ۲n!
n∑

k=۱

(−۱)k
(n− k)!

k!
· (۲n− k − ۱)!

(۲n− ۲k)!

= ۲n!
n∑

k=۰

(−۱)k
(n− k)!

۲n− k
·
(
۲n− k

k

)
. ■

استفاده طرد و شمول اصل خاص حالت از دیدیم کنون تا که ͳنمونه�های همۀ در
که بود این داد رخ بالا اح΋ام در که ͳخوب اتفاق دیΎر عبارت به کردیم.
به وابسته فقط و i۱, . . . , ik انتخاب از مستقل |Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik | مقدار همواره
ͳبررس را نمونه�ای م�ͳخواهیم اکنون آمد. دست به ثابت) مقادیری احیاناً (و k

حل را ساده مسألۀ چند باید آن از قبل نم�ͳدهد. رخ آن در ͳاتفاق چنین که کنیم
کنیم.
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که r مضارب تعداد باشند. ͳطبیع اعدادی r و m کنیم فرض .١٣.٢.٣ مثال
است؟ چند هستند m مساوی یا mکوچ�Έتر تا n بین که rمضارب تعداد

است؟ چند هستند

آنΎـاه اسـت m مساوی یا کوچ�Έتر که باشـد r مـضرب بـزرگ�تـرین ℓr اگر
در .ℓ ⩽ m

r < ℓ + ۱ لذا و ℓr ⩽ m < (ℓ + ۱)r بنـابـراین .m < (ℓ + ۱)r

r مضارب تعداد لذا و است٨ m
r از کوچ�Έتر ΀صحی عدد بزرگ�ترین ℓ نتیجه

♠ .⌊mr ⌋ با است برابر هستند m مساوی یا کوچ�Έتر که
کنید ثابت باشند. دلخواه اعدادی bn ،. . . ،b۱ کنیم فرض .١۴.٢.٣ مثال

(x+ b۱)(x+ b۲) . . . (x+ bn)

= xn +B۱x
n−۱ +B۲x

n−۲ + . . .+Bn−۲x
۲ +Bn−۱x+Bn,

متمایز عناصر از ͳتای k حاصلضرب�های مجموع با است برابر Bk آن در چندکه برابر Bk آنΎاه bi = i اگر
است؟ دلخواه اعدادی cn ،. . . ،c۱ اگر که بΎیرید نتیجه .{b۱, b۲, . . . , bn} مجموعۀ

آنΎاه باشند

(x− c۱)(x− c۲) . . . (x− cn)

= xn + C۱x
n−۱ + C۲x

n−۲ + . . .+ Cn−۲x
۲ + Cn−۱x+ Cn,

از ͳتای k حاصلضرب�های مجموع ضربدر (−۱)k با است برابر Ck آن در که
(−۱)k اگر که بΎیرید نتیجه سرانجام .{c۱, c۲, . . . , cn} مجموعۀ متمایز عناصر
{c۱, c۲, . . . , cn} مجموعۀ متمایز عناصر از ͳتای kحاصلضرب�های مجموع ضربدر

با است برابر کنیم٩ جم΄ هم با n تا ۰ از های k برای را
(۱− c۱)(۱− c۲) . . . (۱− cn).

م�ͳشود داده نمایش ⌊x⌋ یا [x] با x مساوی یا کوچ�Έتر ΀صحی عدد بزرگ�ترین که ٨م�ͳدانیم

مساوی یا بزرگ�تر ΀صحی عدد کوچ�Έترین همچنین م�ͳشود. نامیده x کف یا x ΀صحی جزء و
م�ͳنامند. x سقف را آن و م�ͳدهند نمایش ⌈x⌉ با را x

م�ͳشود. تعریف ۱ برابر ͳخال حاصلضرب یا ͳتای ۰ حاصلضرب که کنید ٩توجه
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در پرانتز هر از جمله هر باید (x+ bn) ،. . . ،(x+ b۱) پرانتز n کردن ضرب برای
انتخاب را x جملۀ پرانتز n− k از اگر شود. ضرب دیΎر پرانتز هر از جمله هر
را ثابت جملات دیΎر پرانتز k از باید آنΎاه شود حاصل xn−k عبارت و کنیم
باید آوریم دست به را (Bk ͳیعن) xn−k ضریب بخواهیم اگر پس کنیم. انتخاب
با را حاصل عبارت�های و کنیم ضرب هم در را مختلف پرانتز k ثابت جملات
ͳبدیه بعد قسمت ح΋م ،−ck دهیم قرار bk جای به اگر اکنون کنیم. جم΄ هم

است.

♠ م�ͳشود. نتیجه ح΋م آخر قسمت دهیم قرار ۱ برابر را x اگر سرانجام

در کنیم اثبات طرد و شمول اصل از استفاده با را آن م�ͳخواهیم که ͳم΋ح
ͳحساب تاب΄ که ببینیم ابتدا در دهید اجازه است. معروف ͳحساب یΈتاب΄ مورد

شویم. آشنا آن از نمونه چند با و چیست
م�ͳنامیم. ͳتاب΄�حساب Έی را f : N → Z مانند تاب΄ هر .١۵.٢.٣ تعریف
اول هم به نسبت m و n هر ازای به هرگاه م�ͳشود نامیده ͳضرب f ͳحساب تاب΄
هرگاه مـ�ͳنـامیـم قوی ͳضرب را تـابـ΄ ایـن .f(nm) = f(n)f(m) باشیم داشته
♣ باشد. برقرار ͳطبیع m و n هر برای f(nm) = f(n)f(m)

را آنها زیر در که برد نام را µ و φ ،σr ،σ ،τ م�ͳتوان معروف ͳحساب تواب΄ از
م�ͳکنیم. تعریف

مقسوم�علیه�های تعداد باشد. ͳطبیع عددی m کنیم فرض .١۶.٢.٣ تعریف بیان اویلر معروف قضیۀ
m و a اگر که م�ͳدارد
آنΎاه باشند اول هم به نسبت

.aφ(m) ≡m ۱

ام k توان مجموع و σ(m) با را آن مقسوم�علیه�های مجموع ،τ(m) با را m

تعداد برابر را φ(m) همچنین م�ͳدهیم. نمایش σk(m) با را آن مقسوم�علیه�های
م�ͳکنیم تعریف هستند اول m به نسبت که m مساوی یا کوچ�Έتر ͳطبیع اعداد
به م�ͳشود نامیده موبیوس١١ تاب΄ که µ تاب΄ م�ͳنامیم. φ-اویلر١٠ تاب΄ را آن و

١٠φ-Euler function
١١Möbius function
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صورت

µ(m) =


۱ m = ۱

۰ باشد بخش�پذیر اول عدد Έی مرب΄ بر m
(−۱)r م�ͳباشند متمایزی اول اعداد ها pi که m = p۱ . . . pr

♣ م�ͳگردد. تعریف

شمول کمΈاصل به φ(m) برای ͳفرمول اثبات دهیم ارائه داریم قصد که چیزی
است. طرد و

متمایز اول اعداد به m تجزیۀ m = p
t۱
۱ . . . ptnn کنیم فرض .١٧.٢.٣ قضیه

صورت این در باشد.
φ(m) = m(۱− ۱

p۱
) . . . (۱− ۱

pn
).

نسبت که را m مساوی یا کوچ�Έتر اعداد تعداد ،φ(m) محاسبۀ برای برهان.
م�ͳکنیم. کم است m برابر که اعداد کل تعداد از و م�ͳشماریم نیستند اول m به

بزرگ�ترین که باشد m مساوی یا کوچ�Έتر اعداد همۀ مجموعۀ Ai کنیم فرض
نسبت اعدادی (چنین است pi مضرب m با آنها از Έی هر مشترک مقسوم�علیه
یا کوچ�Έتر اعداد همۀ مجموعۀ ∪n

i=۱Ai صورت این در نیستند). اول m به
نیستند. اول m به نسبت که است m مساوی

بدین م�ͳکنیم. استفاده طرد و شمول اصل از ∪n
i=۱Ai اعضای تعداد محاسبۀ برایبرای را قضیه این نیست بد

خود برای ۶۰ مانند عددی
کنید. ͳبازنویس

۱ ⩽ k ⩽ n که دلخواه ی k هر برای را Ai۱ ∩ . . .∩Aik اعضای تعداد باید منظور
کنیم. محاسبه

که ͳوقت فقط و فقط است Ai۱ ∩ . . . ∩ Aik عضو s مانند دلخواه عدد Έی
هم و . . . ،pi۲ مضرب هم ،pi۱ مضرب هم m و s مشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین
عضو s که م�ͳگیریم نتیجه متمایزند و اول ها pi که ͳآنجای از باشد. pik مضرب
م�ͳدانیم باشد. pi۱pi۲ . . . pik مضرب که ͳوقت فقط و فقط است Ai۱ ∩ . . .∩Aik

با است برابر هستند m مساوی یا کوچ�Έتر که pi۱pi۲ . . . pik مضارب تعداد
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pi۱pi۲ . . . pik چون است عدد این خود برابر m
pi۱pi۲ ...pik

کف اما .⌊ m
pi۱pi۲ ...pik

⌋

است. m از ͳمقسوم�علیه

بنابراین
|Ai۱ ∩ . . . ∩Aik | =

m

pi۱pi۲ . . . pik
.

i۱, . . . , ik انتخاب به وابسته Ai۱∩. . .∩Aik اعضای تعداد اینجا در که داریم توجه
اکنون کنیم. استفاده طرد و شمول اصل خاص حالت از نم�ͳتوانیم لذا و است بیهوده امروز تا ریاضیدانان

در ͳنظم کشف دنبال به
و بوده�اند، اول اعداد دنبالۀ
شویم معتقد تا داریم ͳدلایل
هیچΎاه که است رازی این
پیدا نفوذ بدان بشر ذهن

کرد. نخواهد
Leonhard Euler

15 April 1707 - 18 Sept 1783

داریم

φ(m) = m− | ∪n
i=۱ Ai|

= m−
∑

۱⩽k⩽n;i۱<...<ik

(−۱)k+۱|Ai۱ ∩ . . . ∩Aik |

= m+m
∑

۱⩽k⩽n;i۱<...<ik

(−۱)k
۱

pi۱pi۲ . . . pik

= m+m

n∑
k=۱

(−۱)k
∑

i۱<...<ik

۱
pi۱pi۲ . . . pik

= m
n∑

k=۰

(−۱)kCk,

متمایز عناصر از ͳتای k حاصلضرب�های مجموع با است برابر Ck آن در که
شد اثبات ١۴.٢.٣ مثال در آنچه به توجه با بنابراین .{ ۱

p۱
, . . . , ۱

pn
} مجموعۀ

داریم
φ(m) = m(۱− ۱

p۱
) . . . (۱− ۱

pn
). ■

تاب΄ این که م�ͳدهد نشان شد اثبات φ-اویلر تاب΄ برای بالا قضیۀ در که ͳفرمول
با م�ͳباشد فصل این مباحث از جدا ͳضرب ͳحساب تواب΄ بحث گرچه است. ͳضرب
ͳشمارش مسائل ͳبرخ حل برای ͳمناسب ابزار ͳضرب تواب΄ که ͳآنجای از حال این

داشت. خواهیم موضوع این به ͳاجمال ͳاهΎن بعد کوتاه بخش در هستند
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ͳضرب ͳحساب تواب΄ ٣.٣

مقدار که آن برای آنΎاه است ͳضرب f مانند ͳحساب ͳتابع که دهیم نشان اگر
pt در آن مقدار که بدانیم است ͳکاف آوریم دست به m مانند نقطه هر در را آن
تاب΄ هر دیΎر عبارت به چیست. t مانند ͳطبیع عددی و p مانند اول عددی برای
این در م�ͳگردد. تعیین {pt : p ∈ P, t ∈ N} مجموعۀ بر مقادیرش توسط ͳضرب

م�ͳکنیم. اثبات شدند ͳمعرف قبل بخش در که را ͳتوابع بودن ͳضرب بخش
مقسوم�علیه�های تعداد m ∈ N هر به که τ : N → N ͳحساب تاب΄ .١.٣.٣ قضیه

است. ͳضرب ͳتابع م�ͳدهد، نسبت را آن

Έصورتی این در باشند. اول هم به نسبت عدد دو n و m فرضکنیم بزنیدبرهان. مثال f مانند ͳحساب ͳتابع
به نسبت m و n هر ازای به که
f(nm) = باشیم داشته اول هم
همۀ م�ͳتوانید آیا .f(n)+f(m)

مشخص دقیقاً را ͳتوابع چنین
کنید؟

که d = d۱d۲ که ͳوقت فقط و فقط است mn مقسوم�علیه d مانند ͳطبیع عدد
ضرب اصل به توجه با لذا باشد. n از ͳمقسوم�علیه d۲ و m از ͳمقسوم�علیه d۱

مقسوم�علیه�های تعداد با است برابر mnمقسوم�علیه�های تعداد که م�ͳگیریم نتیجه
■ .n مقسوم�علیه�های تعداد ضربدر m

باشد. متمایز اول اعداد به m تجزیۀ m = p
t۱
۱ . . . ptrr فرضکنیم .٢.٣.٣ نتیجه

صورت این در
τ(m) = (t۱ + ۱) . . . (tr + ۱).

دست به t مانند ͳطبیع عددی و p مانند اول عددی برای را τ(pt) ابتدا برهان.
ͳوقت فقط و فقط است pt از ͳمقسوم�علیه d مانند ͳطبیع عدد Έی م�ͳآوریم.
یا p۱ یا p۰ برابر م�ͳتواند d بنابراین .s = ۰,۱, . . . , t که باشد ps صورت به که
است برابر pt مقسوم�علیه�های تعداد جم΄، اصل به توجه با لذا و باشد pt یا . . .

.t+ ۱ با

داریم τ بودن ͳضرب به توجه با اکنون

τ(m) = τ(p
t۱
۱ . . . ptrr ) = τ(p

t۱
۱ ) . . . τ(ptrr ) = (t۱ + ۱) . . . (tr + ۱). ■
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d مانند ͳطبیع عدد Έی بΎوییم که است این مطلب این اثبات برای دیΎر راه
p
s۱
۱ . . . psrr صورت به که ͳوقت فقط و فقط است m = p

t۱
۱ . . . ptrr از ͳمقسوم�علیه

م�ͳشود، انتخاب طریق ti + ۱ به si هر چون حال .si = ۰,۱, . . . , ti که باشد
م�ͳگردد. نتیجه ح΋م ضرب اصل بنابر

مقسوم�علیه�های mمجموع ∈ N هر به که σ : N → N ͳحساب تاب΄ .٣.٣.٣ قضیه
است. ͳضرب ͳتابع م�ͳدهد، نسبت را آن

صورت این در باشند. اول هم به نسبت عدد دو n و m کنیم فرض برهان. (perfect) تام را n ͳطبیع عدد
۲n برابر σ(n) هرگاه م�ͳنامیم
،n مانند زوج عدد Έی باشد.
که ͳوقت فقط و فقط است تام
که باشد ۲p−۱

(۲p−۱) ش΋ل به
آیا که این اولند. ۲p − ۱ و p

یا دارد وجود فرد و تام عددی
نشده حل مسأله�ای عنوان به نه

است. مانده ͳباق

d = d۱d۲ که ͳوقت فقط و فقط است mn مقسوم�علیه d مانند ͳطبیع عدد Έی
بنابراین باشد. n از ͳمقسوم�علیه d۲ و m از ͳمقسوم�علیه d۱ که

σ(mn) =
∑
d|mn

d

=
∑

d۱|m;d۲|n

d۱d۲

=
∑
d۱|m

∑
d۲|n

d۱d۲

=
∑
d۱|m

d۱(
∑
d۲|n

d۲)

=
∑
d۱|m

d۱σ(n)

= (
∑
d۱|m

d۱)σ(n)

= σ(m)σ(n).■

باشد. متمایز اول اعداد به m تجزیۀ m = p
t۱
۱ . . . ptrr فرضکنیم .۴.٣.٣ نتیجه

صورت این در

σ(m) = (
p
t۱+۱
۱ − ۱
p۱ − ۱

) . . . (
ptr+۱
r − ۱
pr − ۱

).

دست به t مانند ͳطبیع عددی و p مانند اول عددی برای را σ(pt) ابتدا برهان.
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ͳوقت فقط و فقط است pt از ͳمقسوم�علیه d مانند ͳطبیع عدد Έی م�ͳآوریم.
یا p۱ یا p۰ برابر م�ͳتواند d بنابراین .s = ۰,۱, . . . , t که باشد ps صورت به که

لذا و باشد pt یا . . .

σ(pt) =

t∑
s=۰

ps =
pt+۱ − ۱
p− ۱

.

داریم σ بودن ͳضرب به توجه با واکنون n مانند ͳطبیع عدد دو
یا (amicable) متحابه را m

،σ(n) هرگاه همدوستم�ͳنامیم
برابر هم با n + m و σ(m)

۲۸۴ و ۲۲۰ مثلا̈ باشند.
آیا که این هستند. همدوست
زوج عدد Έی و فرد عدد Έی
باشند همدوست که دارد وجود

است. نشده حل مسأله�ای

σ(m) = σ(p
t۱
۱ . . . ptrr )

= σ(p
t۱
۱ ) . . . σ(ptrr )

= (
p
t۱+۱
۱ − ۱
p۱ − ۱

) . . . (
ptr+۱
r − ۱
pr − ۱

). ■

ام k توان مجموع m ∈ N هر به که σk : N → N ͳحساب تاب΄ .۵.٣.٣ قضیه
است. ͳضرب ͳتابع م�ͳدهد، نسبت را آن مقسوم�علیه�های

صورت این در باشند. اول هم به نسبت عدد دو n و m کنیم فرض برهان.
d = d۱d۲ که ͳوقت فقط و فقط است mn مقسوم�علیه d مانند ͳطبیع عدد Έی

بنابراین باشد. n از ͳمقسوم�علیه d۲ و m از ͳمقسوم�علیه d۱ که

σk(mn) =
∑
d|mn

dk =
∑

d۱|m;d۲|n

dk۱d
k
۲ =

∑
d۱|m

∑
d۲|n

dk۱d
k
۲ =

∑
d۱|m

dk۱(
∑
d۲|n

dk۲)

=
∑
d۱|m

dk۱σk(n) = (
∑
d۱|m

dk۱)σk(n) = σk(m)σk(n). ■

باشد. متمایز اول اعداد به m تجزیۀ m = p
t۱
۱ . . . ptrr فرضکنیم .۶.٣.٣ نتیجه

صورت این در

σk(m) = (
p
k(t۱+۱)
۱ − ۱
p۱ − ۱

) . . . (
p
k(tr+۱)
r − ۱
pr − ۱

).

دست به t مانند ͳطبیع عددی و p مانند اول عددی برای را σk(pt) ابتدا برهان.
ͳوقت فقط و فقط است pt از ͳمقسوم�علیه d مانند ͳطبیع عدد Έی م�ͳآوریم.
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یا p۱ یا p۰ برابر م�ͳتواند d بنابراین .s = ۰,۱, . . . , t که باشد ps صورت به که
لذا و باشد pt یا . . .

σk(p
t) =

t∑
s=۰

(ps)k =
t∑

s=۰

(pk)s =
(pk)t+۱ − ۱

p− ۱
=

pk(t+۱) − ۱
p− ۱

.

داریم σk بودن ͳضرب به توجه با اکنون تاب΄ خاطر به تنها نه موبیوس
نوارش خاطر به بل΋ه µ ͳحساب
است. معروف ریاضیات در نیز
Έی از ͳمثال موبیوس نوار
م�ͳباشد. جهت�ناپذیر ΀سط
این از تصوری که آن برای
Έی م�ͳتوانید باشید داشته نوار
آن بΎیرید، نظر در را کمربند
سپس و بپیچانید دور Έی را

ببندید.
August Ferdinand
Möbius
17 Nov 1790 - 26 Sept 1868

σk(m) = σk(p
t۱
۱ . . . ptrr ) = σk(p

t۱
۱ ) . . . σk(p

tr
r )

= (
p
k(t۱+۱)
۱ − ۱
p۱ − ۱

) . . . (
p
k(tr+۱)
r − ۱
pr − ۱

). ■

صورت به که µ : N → Z ͳحساب تاب΄ .٧.٣.٣ قضیه

µ(m) =


۱ m = ۱

۰ باشد بخش�پذیر اول عدد Έی مرب΄ بر m
(−۱)r م�ͳباشند متمایزی اول اعداد ها pi که m = p۱ . . . pr

است. ͳضرب م�ͳشود تعریف

بخش�پذیر اول عدد Έی مرب΄ بر یا باشند ۱ برابر n یا m که ͳحالت در برهان.
کـه کنیـم فـرض بنـابـرایـن .µ(mn) = µ(m)µ(n) کـه اسـت ͳبـدیـهـ باشـنـد
متمایزند. و اول نیز ها qj و متمایز و اول ها pi که n = q۱ . . . qs و m = p۱ . . . pr

p۱ . . . prq۱ . . . qs لذا و متمایزند ها qj و ها pi باشند، اول هم به نسبت n و m اگر
نتیجه در است. متمایز اول اعداد به mn تجزیۀ

µ(mn) = (−۱)r+s = (−۱)r(−۱)s = µ(m)µ(n). ■

آوردن دست به برای زمینه�ای m مانند یΈعدد مقسوم�علیه�های روی بستن جم΄
با معمولا˦ ͳترکیبیات اتحادهای در م�ͳآورد. فراهم را ͳترکیبیات شبه ͳاتحادهای
شمار، دوبار از آن اثبات برای که داریم کار و n∑سر

k=۱ ak صورت به یΈجم΄
استفاده باشد n یا . . . یا ۲ یا ۱ برابر م�ͳتواند k که حقیقت این و جم΄ اصل ∑

d|m φ(d) مقدار م�ͳتوانید آیا
مقدار چند برای ابتدا بیابید؟ را
کنید. محاسبه را آن mمختلف

که ͳهای d مورد در را جم΄ اصل و شمار دوبار ترفند همین اگر اکنون م�ͳکنیم.
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دست به را ͳجالب اتحادهای بریم کار به باشند m مقسوم�علیه هر یا ۱ م�ͳتوانند
کنیم. اثبات را جالب ح΋م Έی ابتدا در دهید اجازه آورد. خواهیم

صورت به F : N → Z و باشد ͳضرب تاب΄ Έی f کنیم فرض .٨.٣.٣ قضیه
F (m) =

∑
d|m

f(d)

است. ͳضرب نیز F صورت این در شود. تعریف

صورت این در باشند. اول هم به نسبت عدد دو n و m کنیم فرض برهان.
d = d۱d۲ که ͳوقت فقط و فقط است mn مقسوم�علیه d مانند ͳطبیع عدد Έی

بنابراین باشد. n از ͳمقسوم�علیه d۲ و m از ͳمقسوم�علیه d۱ که

F (mn) =
∑
d|mn

f(d)

=
∑

d۱|m; d۲|n

f(d۱d۲)

=
∑

d۱|m; d۲|n

f(d۱)f(d۲)

=
∑
d۱|m

f(d۱)
∑
d۲|n

f(d۲)

=
∑
d۱|m

f(d۱)F (n)

= (
∑
d۱|m

f(d۱))F (n)

= F (m)F (n). ■

کنیم. اثبات را فوق�الذکر ͳحساب تواب΄ بودن ͳضرب م�ͳتوانیم مجدداً باقͳاکنون عمرم از روز Έی تنها اگر
کلاس در را آن باشد مانده
چون م�ͳگذرانم ͳریاض درس
قرن صد از که م�ͳرسد نظر به

است! طولان�ͳتر

v

هستند. ͳضرب σk و σ ،τ تواب΄ .٩.٣.٣ نتیجه

τ پس است ͳضرب f(d) = ۱ تاب΄ چون و τ(m) =
∑

d|m ۱ داریم برهان.
ͳضرب f(d) = d تاب΄ چون و σ(m) =

∑
d|m d همچنین م�ͳباشد. ͳضرب نیز

پس است ͳضرب f(d) = dk چون ترتیب همین به است. ͳضرب نیز σ پس است
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■ است. ͳضرب σk(m) =
∑

d|m dk

صورت این در باشد. ͳطبیع عددی m کنیم فرض .١٠.٣.٣ ∑قضیه
d|m

φ(d) = m.

ͳضرب نیز F پس است ͳضرب φ چون .F (m) =
∑

d|m φ(d) فرضکنیم برهان.
م�ͳآوریم. دست به ͳطبیع ͳی t و اول ͳی p برای را F (pt) مقدار ابتدا م�ͳباشد.

داریم

F (pt) =
∑
d|pt

φ(d)

=
t∑

s=۰

φ(ps)

= ۱+
t∑

s=۱

ps(۱− ۱
p
)

= ۱+ (۱− ۱
p
)

t∑
s=۱

ps

= ۱+ (۱− ۱
p
)(σ(pt)− ۱)

= ۱+ (
p− ۱
p

)(
pt+۱ − p

p− ۱
)

= ۱+ pt − ۱

= pt.

داریم m = p
t۱
۱ . . . ptrr هر برای است ͳضرب F چون اکنون

F (m) = F (p
t۱
۱ . . . ptrr ) = F (p

t۱
۱ ) . . . F (ptrr ) = p

t۱
۱ . . . ptrr = m. ■

دارد. وجود فوق قضیۀ اثبات برای نیز دیΎری راه اما ترفند از نمونه�ای برهان، این
محاسبۀ برای دوبارشمار
مقسوم�علیه�های روی ͳمجموع
را ترفند این است. عدد Έی

بسپارید. خاطر به

م�ͳگیریم. نظر در را X = {۱,۲, . . . ,m} مجموعۀ بالا. ح΋م دوم برهان

.gcd(md , nd ) = ۱ که ͳوقت فقط و فقط gcd(m,n) = d م�ͳدانیم n ∈ X هر برای
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که ͳهای d′ = n
d تعداد با است برابر gcd(m,n) = d که ͳهای n تعداد بنابراین

برابر تعداد این که م�ͳدانیم اولند. آن به نسبت و هستند m
d مساوی یا کوچ�Έتر

.φ(md ) با است

م�ͳدانیم (که هستند X عضو که بشماریم را ͳهای n تعداد که آن جای به لذا
مقادیر هستند m مقسوم�علیه که ͳهای d برای م�ͳتوانیم است) m برابر تعداد این

داریم اما .m =
∑

d|m φ(md ) ͳیعن بزنیم؛ جم΄ هم با را φ(md )∑
d|m

φ(
m

d
) =

∑
m
e
|m

φ(e) =
∑
e|m

φ(e). ■

م�ͳدهیم. قرار را موبیوس تاب΄ ،φ جای به بار این
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی m کنیم فرض .١١.٣.٣ ∑قضیه

d|m

µ(d) =

 ۱ m = ۱

۰ صورت این غیر در

ͳطبیع ی t و اول ی pبرای است. ͳضرب تاب΄ Έی F (m) =
∑

d|m µ(d) شبیهبرهان. ͳاندک ریاضیات
اما است. نفت استخراج
ͳبزرگ مزیت ریاضیات
که چرا دارد، نفت به نسبت
ͳروش حال به تا کس Ϳهی
آن اساس بر که است نیافته
نفت ͳثابت مقدار از بتوانید

کنید. استفاده ابد تا
Andrew JohnWiles
11 April 1953

داریم

F (pt) =
∑
d|pt

µ(d)

=

t∑
s=۰

µ(ps)

= µ(۱) + µ(p) + ۰+ . . .+ ۰

= ۱− ۱ = ۰.

داریم m = p
t۱
۱ . . . ptrr هر برای ،F بودن ͳضرب به توجه با بنابراین

F (m) = F (p
t۱
۱ . . . ptrr ) = F (p

t۱
۱ ) . . . F (ptrr ) = ۰.

■ .F (۱) = ۱ که است ͳبدیه همچنین

کرد. اثبات نیز ͳترکیبیات صورت به را ح΋م این م�ͳتوان
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مانند ͳمقسوم�علیه�های برای .m = p
t۱
۱ . . . ptrr فرضکنیم بالا. برهاندومح΋م

ظاهر ۱ توان با متمایز اول عدد k اول، اعداد به آنها تجزیۀ در که m از d ̸= ۱

در لذا و µ(d) = ۰ مقسوم�علیه�ها دیΎر برای و است (−۱)k برابر µ(d) مقدار شود
ندارد. تأثیری مجموع

است شده ظاهر ۱ توان با متمایز اول عدد k آنها تجزیۀ در که ͳهای d تعداد اما
در که pr تا p۱ اول عدد r بین از م�ͳتوان که ͳحالت�های تعداد با است برابر
این که م�ͳدانیم ترتیب). احتساب (بدون کرد انتخاب را تا k آمده�اند m تجزیۀ

بنابراین .(rk) با است برابر تعداد
∑
d|m

µ(d) = ۱+
∑

d=pi۱ ...pik
۱⩽k⩽r

µ(d)

= ۱+

r∑
k=۱

(
r

k

)
(−۱)k

=
r∑

k=۰

(
r

k

)
(−۱)k

=
r∑

k=۰

(
r

k

)
(−۱)k۱r−k

= (۱− ۱)r

= ۰. ■

اثبات است پرکاربرد بسیار که را زیر معروف ح΋م تا م�ͳکند Έکم فوق قضیۀ
کنیم.

ͳحساب تاب΄ Έی f کنیم فرض ع΋سموبیوس١٢) (دستور .١٢.٣.٣ قضیه
صورت این در .F (m) =

∑
d|m f(d) و باشد١٣ دلخواه F و f ͳوضعیت چنین در

ی΋دیΎر موبیوس انتقال را
م�ͳنامیم.

f(m) =
∑
d|m

µ(d)F (
m

d
) =

∑
d|m

µ(
m

d
)F (d).

١٢Möbius Inversion Formula (MIF)

باشد. ͳضرب f نیست لازم که کنید ١٣دقت
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داریم شود. اثبات دوم تساوی است ͳکاف برهان.

∑
d|m

µ(
m

d
)F (d) =

∑
d|m

µ(
m

d
)
∑
d′|d

f(d′)

=
∑
d′|m

f(d′)
∑
m
d
|m
d′

µ(
m

d
)

=
∑
d′|m

f(d′)
∑
e|m

d′

µ(e).

که است صفر مخالف ͳصورت در فقط ∑e|m
d′
µ(e) مقدار فوق قضیۀ بنابر اما

بنابراین .d′ = m معادل طور به یا و m
d′ = ۱∑

d|m

µ(
m

d
)F (d) =

∑
d′=m

f(d′) = f(m). ■

معادلۀ حقیقت در که است معروف ع΋س دستور به جهت آن از قضیه این
معلوم با ع΋س، جهت در و م�ͳکند حل f حسب بر را F (m) =

∑
d|m f(d)

ببینید. را زیر ح΋م م�ͳدهد. دست به را f مجهول F بودن
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی m کنیم فرض .١٣.٣.٣ ∑قضیه

d|m

µ(d)

d
=

φ(m)

m
.

دستور اگر .m =
∑

d|m φ(d) دیدیم ١٠.٣.٣ قضیۀ در که طور همان برهان.
داریم دهیم اثر را موبیوس ع΋س

φ(m) =
∑
d|m

µ(d) · m
d

= m
∑
d|m

µ(d)

d
.

■ است. برقرار ح΋م لذا و

م�ͳکنیم. حل را ͳشمارش یΈمسألۀ موبیوس ع΋س دستور از کاربردی عنوان به
دو بسازیم. گردنبند Έی سفید و سیاه مهره�های با م�ͳخواهیم .١۴.٣.٣ مثال
ی΋دیΎر به گرداندن) نه (و چرخاندن با اگر م�ͳکنیم ͳتلق ی΋سان را بــرایگردنبند مــثـال، عــنــوان بــه

گردنبندهای همۀ m = ۶

کنید. مشخص را مم΋ن
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ساخت؟ م�ͳتوان مهره�ای m گردنبند چند شوند١۴. تبدیل

d گردنبدهای تعداد M(d) کنیم فرض م�ͳدهیم. نمایش am با را مسأله ΁پاس
در چرخاندن). تحت کردن ͳتلق ͳ΋ی (بدون نیستند متناوب که باشد مهره�ای
نظر در که C مانند دلخواه گردنبند هر زیرا .am =

∑
d|mM(d) صورت این

است) M(m) برابر ͳگردنبندهای چنین تعداد (که نیست متناوب یا بΎیریم
به را مهره m م�ͳتوان ͳیعن است. d برابر آن تناوب دوره کوچ�Έترین یا
(چون نیستند متناوب مهره�ای�ها d خود که کرد تقسیم مهره d ͳصحیح تعداد
چنین تعداد و d|m حالت این در پس است). تناوب دورۀ کوچ�Έترین d

است. M(d) برابر ͳگردنبندهای

(بدون را گردنبندها کل تعداد اگر باشد، سفید یا سیاه یا م�ͳتواند مهره هر چون
دیΎر سوی از بود. خواهد ۲m برابر بشماریم چرخاندن) تحت کردن ͳتلق ͳ΋ی
دورۀ کوچ�Έترین با گردنبندی C اگر d|m∑زیرا dM(d) با است برابر مقدار این
ͳ΋ی چرخاندن تحت ͳیعن) نشده�اند شماره�گذاری آن مهره�های که باشد dتناوب حل راه ͳپیچیدگ نΎران

از شاید نباشید. مسأله این
این استادتان شما، ͳخوش�اقبال
کند، حذف درس از را مثال
هر به که ن΋نید فراموش اما
و دارد وجود مسأله این حال
بدانید! را آن حل راه نیست بد

گردنبند d م�ͳتوان گردنبند این مهره�های شماره�گذاری با آنΎاه م�ͳشوند) ͳتلق
یا بنامیم ۱ م�ͳشود ت΋رار که ͳقسمت در را مهره اولین (م�ͳتوانیم ساخت متمایز

بنامیم). ۱ را مهره امین d یا . . . یا بنامیم ۱ را مهره دومین

کنیم استفاده موبیوس ع΋س دستور از اگر و ۲m =
∑

d|m dM(d) نتیجه در

بΎیرید نظر در را گردنبندی بزنیم. ͳمثال دهید اجازه کنید درک را مسأله بهتر که آن ١۴برای

اگر م�ͳشود. دیده سفید و سیاه سفید، سفید، سیاه، سیاه، مهره�های ساعت عقربه�های جهت در که
نشان (۰ ۰ ۱ ۱ ۰ ۱) صورت به م�ͳتوان را گردنبند این دهیم نمایش ۱ با را سفید و ۰ با را سیاه
م�ͳشوند ͳتلق ͳ΋ی آن با که دیΎری گردنبندهای بچرخانیم مرکزش حول را گردنبند این اگر داد.
اما .(۱ ۰ ۰ ۱ ۱ ۰) و (۰ ۱ ۰ ۰ ۱ ۱) ،(۱ ۰ ۱ ۰ ۰ ۱) ،(۱ ۱ ۰ ۱ ۰ ۰) ،(۰ ۱ ۱ ۰ ۱ ۰) از عبارتند
مثلا̈ آمد. خواهد وجود به هم دیΎری ش΋ل�های بΎردانیم محور Έی حول را گردنبند این اگر
از Έی Ϳهی با و م�ͳشود حاصل ͳاصل گردنبند گرداندن از که است گردنبندی (۱ ۰ ۱ ۱ ۰ ۰)

ͳ΋ی گرداندن و چرخاندن تحت که ͳگردنبندهای شمردن مسألۀ نیست. ͳ΋ی فوق گردنبند شش
دارد. نیاز بالاتر ΀سط ͳمباحث به که است سخت�تر م�ͳشوند ͳتلق
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بنابراین .mM(m) =
∑

d|m µ(md )۲
d داریم
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∑
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∑
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۱
d
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)۲d′
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∑
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∑
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∑
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کنید. ͳبازنویس خودتان برای را مثال این استدلال عددی یΈمثال با کنید ͳسع

جعبه�ها و توپ�ها ۴.٣

این م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را ترکیبیات در مهم سؤال هشت بخش این سؤالدر پرسیدن علم، از ͳنیم
مناسباست.

Roger Bacon

1214 - June 1292

این به ترکیبیات از ͳمهم بسیار مسائل و م�ͳشوند بیان ی΋دیΎر شبیه سؤال، هشت
سؤال، هشت این که گفت بتوان شاید رو این از م�ͳگردند. تبدیل مسأله هشت

دارند. ͳشمارش مسائل در ویژه�ای اهمیت

م�ͳشود. بیان جعبه تعدادی در توپ تعدادی دادن قرار وسیلۀ به سؤال هشت هر
م�ͳتوان لذا و م�ͳگردد جدید مسأله�ای آمدن وجود به موجب مسائل، این از ͳ΋ی
به دادن ΁پاس فصل، این بعدی بخش و بخش این در ما ͳاصل هدف که گفت

م�ͳباشد. ͳشمارش مهم مسألۀ نُه این

قرار جعبه�ها در را توپ�ها این م�ͳخواهیم که داریم جعبه n و توپ r کنیم فرض
چهار صورت این در باشند. ی΋سان یا متمایز م�ͳتوانند جعبه�ها و توپ�ها دهیم.
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م�ͳآید: وجود به زیر حالت

داریم؛ متمایز جعبۀ n و متمایز توپ r •

داریم؛ ی΋سان جعبۀ n و متمایز توپ r •

داریم؛ متمایز جعبۀ n و ی΋سان توپ r •

داریم. ی΋سان جعبۀ n و ی΋سان توپ r •

ͳاضاف شرط این اول مسألۀ چهار در کرد. مطرح مسأله دسته دو م�ͳتوان حال
جعبۀ م�ͳتوانیم دوم مسألۀ چهار در و بمانند ͳخال نباید جعبه�ها که م�ͳگذاریم را

باشیم. داشته هم ͳخال

را آنها n = ۴ و r = ۸ برای مسأله، هشت این شدن روشن برای دهید اجازه
ارائه مثال عنوان به را وضعیت�ها از نمونه سه حالت، هر برای کنیم. ͳبررس ͳبررس سؤال�ها، از Έی هر در

هر در باشد قرار اگر که کنید
دهیم قرار توپ دو حداقل جعبه
ͳل΋ش چه به مم΋ن نمونه�های

هستند.

م�ͳدهیم.

ͳخال نباید جعبه�ها و داریم متمایز جعبۀ ۴ و متمایز توپ ۸ کنیم فرض •
B۴ تا B۱ با را جعبه�ها و ۸ تا ۱ اعداد با را توپ�ها حالت این در باشند.
عبارتند م�ͳآید پیش که ͳوضعیت�های از نمونه سه مثلا̈ م�ͳدهیم. نمایش

از:

B۱ = {۱,۲,۴}, B۲ = {۳,۸}, B۳ = {۵,۷}, B۴ = {۶};

B۱ = {۵,۶,۷,۸}, B۲ = {۱}, B۳ = {۳}, B۴ = {۲,۴};

B۱ = {۱}, B۲ = {۵,۶,۷,۸}, B۳ = {۳}, B۴ = {۲,۴}.

م�ͳشوند. ͳتلق متفاوت سوم و دوم نمونه که کنید توجه

ͳخال نباید جعبه�ها و داریم ی΋سان جعبۀ ۴ و متمایز توپ ۸ کنیم فرض •
سه مثلا̈ م�ͳدهیم. نمایش ۸ تا ۱ اعداد با را توپ�ها حالت این در باشند.
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از: عبارتند م�ͳآید پیش که ͳوضعیت�های از نمونه

{۱,۲,۴}, {۳,۸}, {۵,۷}, {۶};

{۵,۶,۷,۸}, {۱}, {۳}, {۲,۴};

{۱,۳}, {۲,۶,۷,۸}, {۴}, {۵}.

نوشتن ترتیب لذا و ن΋رده�ایم شماره�گذاری را جعبه�ها که کنید توجه
ندارد. ͳاهمیت بالا نمونۀ سه در مجموعه�ها

ͳخال نباید جعبه�ها و داریم متمایز جعبۀ ۴ و ی΋سان توپ ۸ کنیم فرض •
سه مثلا̈ م�ͳدهیم. نمایش B۴ تا B۱ با را جعبه�ها حالت این در باشند.

از: عبارتند م�ͳآید پیش که ͳوضعیت�های از نمونه

|B۱| = ۳, |B۲| = ۲, |B۳| = ۱, |B۴| = ۲;

|B۱| = ۲, |B۲| = ۳, |B۳| = ۱, |B۴| = ۲;

|B۱| = ۲, |B۲| = ۲, |B۳| = ۲, |B۴| = ۲.

م�ͳتوان لذا و است مهم جعبه هر داخل توپ�های تعداد فقط که کنید تاتوجه ͳ΋ی از جعبه�ها تعداد اگر
وجود حالت چند باشد تا n

آشنا برایتان مسأله این دارد؟
نیست؟

ساده�تر صورت به را نمونه سه این

۸ = ۳+ ۲+ ۱+ ۲

۸ = ۲+ ۳+ ۱+ ۲

۸ = ۲+ ۲+ ۲+ ۲

شماره�گذاری جعبه�ها استچون مهم اعداد نوشتن ترتیب آن در که نمایشداد
م�ͳشوند. ͳتلق متفاوت دوم و اول نمونۀ دو بنابراین شده�اند.

ͳخال نباید جعبه�ها و داریم ی΋سان جعبۀ ۴ و ی΋سان توپ ۸ کنیم فرض •



جعبه�ها و توپ�ها .۴.٣١۵٢

از: عبارتند م�ͳآید پیش که ͳوضعیت�های از نمونه سه مثلا̈ باشند.

۸ = ۳+ ۲+ ۱+ ۲;

۸ = ۳+ ۳+ ۱+ ۱;

۸ = ۲+ ۲+ ۲+ ۲.

جعبه�ها نیستچون مهم اعداد نوشتن ترتیب بالا، نمایش در که کنید توجه
نشده�اند. شماره�گذاری

چهار در که ͳصورت به را سؤال چهار این جواب م�ͳتوانیم توضیحات این با
کنیم. تعیین آمد خواهد بعد قضیۀ

ͳحالات تعداد داریم. متمایز جعبۀ n و متمایز توپ r فرضکنیم .١.۴.٣ قضیه
ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به داد قرار جعبه�ها در را توپ�ها این م�ͳتوان که

با است برابر نباشد
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)r,

Έی به عضوی r مجموعۀ Έی از برو تواب΄ تعداد با است برابر تعداد، این که
عضوی. n مجموعۀ

که است ͳتابع با متناظر جعبه�ها در توپ�ها دادن قرار حالات یΈاز هر برهان. تعداد برای که دیدیم قبلا̈
n روی پریش جایΎشت�های
رابطه�ای هم (Dn ͳیعن) عدد
΀صری رابطه�ای هم و ͳبازگشت
م�ͳتوانید آیا دارد. وجود
تعداد برای ͳبازگشت رابطه�ای

بیابید؟ برو تواب΄

توپ�ها دادن قرار با حقیقت در زیرا است شده تعریف جعبه�ها بتوی توپ�ها بر
این گیرد. قرار باید جعبه�ای چه در i شمارۀ توپ که م�ͳکنیم تعیین جعبه�ها، در
ͳمعرف را مشخص جعبه�ای توپ، هر برای زیرا است تاب΄ Έی دادن، قرار طرز
چند است مم΋ن چون بود نخواهد Έی به Έی لزوماً ͳتابع چنین البته م�ͳکنیم.
ͳخال جعبه�ای Ϳهی است قرار چون دیΎر سوی از گیرند. قرار یΈجعبه در توپ
قضیۀ به توجه با باشد. برو باید نظر مورد تاب΄ که است ͳمعن بدان این نماند،
برابر عضوی n مجموعه�ای به عضوی r مجموعه�ای از برو تواب΄ تعداد ،۵.٢.٣
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با است
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)r.

■ است. برقرار ح΋م لذا و
ͳحالات تعداد داریم. ی΋سان جعبۀ n و متمایز توپ r فرضکنیم .٢.۴.٣ قضیه
ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به داد قرار جعبه�ها در را توپ�ها این م�ͳتوان که

با است برابر نباشد
۱
n!

n∑
k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)r,

یΈمجموعۀ به عضوی r یΈمجموعۀ از برو تواب΄ تعداد برابر ۱
n! تعداد، این که

م�ͳباشد. عضوی n

در متمایز نمونه�های از نمونه n! م�ͳشوند، ͳتلق ی΋سان جعبه�ها چون برهان.
در نظر مورد تعداد لذا و م�ͳگردند تبدیل حالت این در نمونه Έی به ͳقبل حالت
■ است. ͳقبل تعداد برابر ۱

n! حالت این

کردن افراز با م�ͳتوان را ی΋سان جعبۀ n در متمایز توپ r دادن قرار مسألۀ
از و دانست، ͳ΋ی مجموعه n از ͳاجتماع صورت به عضوی r مجموعه�ای
است برابر نظر مورد تعداد که گفت م�ͳتوان باشند ͳخال نباید جعبه�ها که ͳآنجای
.ͳناته مجموعۀ n از ͳاجتماع صورت به عضوی r مجموعه�ای افرازهای تعداد با

باشد. زیر تعریف برای ͳتوجیه شاید این
افرازهای تعداد باشند. ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .٣.۴.٣ تعریف
نمایش {rn} با را ͳناته مجموعۀ n از ͳاجتماع صورت به عضوی r مجموعه�ای
Ίاسترلین اعداد را اعداد این م�ͳخوانیم. مجموعه١۵ n به r را آن و م�ͳدهیم
♣ م�ͳنامیم. دوم١۶ استرلینΊنوع اعداد ن΋نید! عجله

تعریف زودی به هم را اول نوع
م�ͳکنیم.

١۵r subset n

١۶Stirling numbers of the second kind
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داریم کردیم اثبات فوق قضیۀ در آنچه }بنابر
r

n

}
=

۱
n!

n∑
k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(n− k)r.

خواهیم دست به را دوم نوع Ίاسترلین اعداد تعیین برای ͳبازگشت رابطه�ای بعداً
داد.

ͳحالات تعداد داریم. متمایز جعبۀ n و ی΋سان توپ r فرضکنیم .۴.۴.٣ قضیه
ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به داد قرار جعبه�ها در را توپ�ها این م�ͳتوان که

.(r−۱
n−۱

) با است برابر نباشد
Bj جعبۀ توپ�های تعداد و دهیم نمایش Bn تا B۱ با را جعبه�ها اگر برهان.
معادلۀ ͳطبیع جواب�های تعداد با است برابر نظر مورد تعداد آنΎاه باشد، xj )برابر
r−۱
n−۱

) بـرابـر تـعـداد ایـن ١۴.۴.٢ قضیۀ به توجه با اما .r = x۱ + . . . + xn

■ است.

آن عددی مثال Έی با دهید اجازه بپردازیم چهارم سؤال حل به که این از قبل
م�ͳیابیم. را مم΋ن نمونه�های همۀ ،n = ۴ و r = ۸ برای بار این کنیم. ͳبررس را
به دهیم قرار ی΋سان جعبۀ ۴ در را ی΋سان توپ ۸ م�ͳخواهیم .۵.۴.٣ مثال

کنید. فهرست را مم΋ن حالات کلیۀ نباشد. ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری جعبه، n و توپ r برای اگر و
جعبه�ها از ͳ΋ی در باشد قرار
دهیم قرار توپ k حداکثر

چطور؟

Έی جعبه هر در ابتدا نم�ͳماند ͳخال جعبه�ای Ϳهی که باشیم مطمئن که آن برای
جعبه چهار حداکثر در را باقیمانده توپ چهار باید اکنون م�ͳدهیم. قرار توپ
کماکان جعبه، هر در توپ Έی دادن قرار از پس که داریم توجه بΎذاریم.

هستند. ی΋سان جعبه�ها

جعبه ۴ یا جعبه ۳ یا جعبه ۲ یا جعبه ۱ در م�ͳتوان را باقیمانده توپ چهار این
داد. قرار

حالت به دهیم قرار جعبه ۱ در را توپ ۴ هر بخواهیم اگر
۸ = ۵+ ۱+ ۱+ ۱

لذا و نیست مهم اعداد نوشتن ترتیب مسأله این در که داریم توجه م�ͳرسیم.
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باشد. توپ ۵ دارای جعبه�ها از Έی کدام که نم�ͳکند ͳفرق

به کار این دهیم قرار جعبه ۲ دقیقاً در را باقیمانده توپ ۴ بخواهیم اگر
م�ͳشود: انجام زیر صورت�های

۸ = ۴+ ۲+ ۱+ ۱,

۸ = ۳+ ۳+ ۱+ ۱.

هر در ابتدا باید دهیم قرار جعبه ۳ دقیقاً در را باقیمانده توپ ۴ بخواهیم اگر
سه آن از ͳ΋ی در را چهارم توپ سپس و دهیم قرار توپ Έی جعبه ۳ از Έی

حالت به منجر که بΎذاریم جعبه
۸ = ۳+ ۲+ ۲+ ۱

م�ͳگردد.

حالت به بΎذاریم جعبه ۴ در را باقیمانده توپ ۴ بخواهیم اگر بالاخره و
۸ = ۲+ ۲+ ۲+ ۲

جعبه�ها در توپ�ها دادن قرار برای مم΋ن حالت ۵ که گفت م�ͳتوان لذا م�ͳرسیم.
♠ دارد. وجود

جعبه�ها که (طوری ی΋سان جعبۀ n در توپی΋سان r دادن قرار حالات تعداد اگر
شد گفته بالا مثال در آنچه به توجه با دهیم نمایش Π(r, n) با را نباشند) ͳخال

که م�ͳبینیم
Π(۸,۴) = Π(۴,۱) + Π(۴,۲) + Π(۴,۳) + Π(۴,۴),

باقیمانده توپ ۴ آن از پس و بΎذاریم توپ Έی جعبه هر در باید ابتدا در زیرا
اثبات را زیر ͳکل ح΋م م�ͳتوان لذا دهیم. قرار جعبه ۴ یا ۳ یا ۲ یا ۱ در را

کرد.
تعداد اگر داریم. ی΋سان جعبۀ n و ی΋سان توپ r کنیم فرض .۶.۴.٣ قضیه
جعبه�ای Ϳهی که طوری به جعبه�ها، در توپ�ها این دادن قرار برای مم΋ن حالات
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آنΎاه دهیم نمایش Π(r, n) با را نباشد، ͳخال در چرا شوید متوجه که آن برای
در هم را k = ۰ مجموع، این
را r = n حالت گرفته�ایم نظر

دهید. قرار ͳبررس مورد

Π(r, n) =

n∑
k=۰

Π(r − n, k),

علاوه به و است ۰ برابر n > r برای Π(r, n) آن در که
Π(r, r) = Π(r,۱) = Π(۰, ۰) = ۱.

باقیمانده توپ r−n سپس و م�ͳدهیم قرار توپ Έی جعبه هر در ابتدا برهان.
پس آنΎاه r = n اگر که داریم توجه م�ͳگذاریم. جعبه n یا . . . یا ۱ یا ۰ در را
ͳباق توپ ۰ م�ͳتوان و نم�ͳماند ͳباق ͳتوپ جعبه، هر در توپ Έی دادن قرار از

داد. قرار جعبه ۰ در طریق ۱ به را مانده

روش ۱ به فقط جعبه ۱ در توپ r همۀ دادن قرار که است ͳبدیه همچنین
■ است. ام΋انپذیر

.Π(۱۰,۳) مقدار است مطلوب .٧.۴.٣ مثال فهرست را مم΋ن حالات کلیۀ
کنید.

داریم

Π(۱۰,۳) = Π(۷,۱) + Π(۷,۲) + Π(۷,۳)

= ۱+Π(۵,۱) + Π(۵,۲)

+Π(۴,۱) + Π(۴,۲) + Π(۴,۳)

= ۱+ ۱+Π(۳,۱) + Π(۳,۲) + ۱

+Π(۲,۱) + Π(۲,۲) + Π(۱,۱)

= ۱+ ۱+ ۱+Π(۱,۱) + ۱+ ۱+ ۱+ ۱

= ۱+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱

= ۸. ♠

دقیقاً مجموع صورت به r نوشتن̥ مختلف حالات تعداد Π(r, n) که ͳآنجای از
داریم. را زیر تعریف ندارد، ͳاهمیت نوشتن ترتیب که است ͳطبیع عدد n
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صورت این در باشند. ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .٨.۴.٣ تعریف
♣ م�ͳنامیم. عدد n به r عدد نامرتب١٧ افرازهای تعداد را Π(r, n)

سؤال چهار جواب ͳراحت به م�ͳتوانیم یافتیم را اول سؤال چهار ΁پاس که اکنون
باشند. ͳخال م�ͳتوانند جعبه�ها بار این آوریم. دست به هم را دوم

ͳحالات تعداد داریم. متمایز جعبۀ n و متمایز توپ r فرضکنیم .٩.۴.٣ قضیه
تعداد، این که ،nr با است برابر داد قرار جعبه�ها در را توپ�ها این م�ͳتوان که
عضوی. n مجموعۀ Έی به عضوی r مجموعۀ Έی از تواب΄ تعداد با است برابر

است ͳتابع با متناظر جعبه�ها در توپ�ها دادن قرار حالات از Έی هر برهان.
م�ͳدانیم ضرب اصل به توجه با است. شده تعریف جعبه�ها بتوی توپ�ها بر که
■ .nr با است برابر تعداد این که
تعداد داریم. ی΋سان جعبۀ n و متمایز توپ r کنیم فرض .١٠.۴.٣ قضیه

با است برابر داد قرار جعبه�ها در را توپ�ها این م�ͳتوان که ͳحالات
n∑

k=۱

{
r

k

}
.

است برابر نظر مورد تعداد باشند، ͳخال م�ͳتوانند جعبه�ها که ͳآنجای از برهان.
جعبۀ n یا . . . یا ۲ یا ۱ دقیقاً در را متمایز توپ r م�ͳتوان که ͳحالات تعداد با
متمایز توپ r دادن قرار حالات تعداد ٢.۴.٣ قضیۀ به توجه با داد. قرار ی΋سان
برقرار ح΋م جم΄ اصل به توجه با لذا و {rk} با است برابر ی΋سان جعبۀ k در
■ است.
تعداد داریم. ی΋سان جعبۀ n و ی΋سان توپ r کنیم فرض .١١.۴.٣ قضیه
.(r+n−۱

r

) با است برابر داد قرار جعبه�ها در را توپ�ها این م�ͳتوان که ͳتعدادحالات برای ͳبالای کران اگر و
کرده تعیین جعبه هر توپ�های

چطور؟ باشیم Bj جعبۀ توپ�های تعداد و دهیم نمایش Bn تا B۱ با را جعبه�ها اگر برهان.
معادلۀ ͳحساب جواب�های تعداد با است برابر نظر مورد تعداد آنΎاه باشد، xj )برابر
r+n−۱

r

) بـرابـر تـعـداد ایـن ١۶.۴.٢ قضیۀ به توجه با اما .r = x۱ + . . . + xn

■ است.
١٧unordered partition
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تعداد داریم. ی΋سان جعبۀ n و ی΋سان توپ r کنیم فرض .١٢.۴.٣ قضیه
.Π(r+n, n) با است برابر جعبه�ها در توپ�ها این دادن قرار برای مم΋ن حالات

جعبه�ها در را توپ r+n و م�ͳکنیم اضافه توپ�ها به جدید توپ n موقتاً برهان.
Έی جعبه هر از اگر اکنون نماند. ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به م�ͳدهیم قرار
کنار بودیم کرده اضافه موقتاً که را جدیدی توپ n حقیقت در برداریم توپ
بیاید. وجود به ͳخال ͳجعبه�های یا جعبه است مم΋ن ترتیب بدین و گذاشته�ایم
جعبه�ها در را توپ r + n م�ͳتوان که ͳحالات تعداد ۶.۴.٣ قضیۀ به توجه با اما
■ .Π(r + n, n) با است برابر نباشد ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به داد قرار برهان این n = ۳ و r = برای۸

کنید. ͳبررس را
کرد: خلاصه زیر صورت به را سؤال هشت این مورد در فوق اح΋ام م�ͳتوان

که ͳحالت در متمایز جعبۀ n در متمایز توپ r دادن قرار حالات تعداد •
است برابر ͳکل حالت در و n!

{
r
n

} با است برابر نباشد ͳخال جعبه�ای Ϳهی
nr؛ با

که ͳحالت در ی΋سان جعبۀ n در متمایز توپ r دادن قرار حالات تعداد •
با است برابر ͳکل حالت در و {rn} با است برابر نباشد ͳخال جعبه�ای Ϳهی

n∑؛
k=۱

{
r
k

}
که ͳحالت در متمایز جعبۀ n در ی΋سان توپ r دادن قرار حالات تعداد •
است برابر ͳکل حالت در و (r−۱

n−۱

) با است برابر نباشد ͳخال جعبه�ای Ϳهی
r+n−۱)؛

r

) با
که ͳحالت در ی΋سان جعبۀ n در ی΋سان توپ r دادن قرار حالات تعداد •
است برابر ͳکل حالت در و Π(r, n) با است برابر نباشد ͳخال جعبه�ای Ϳهی

.Π(r + n, n) با

بخش در ن΋رده�ایم. تعریف را اول نوع Ίاسترلین اعداد هنوز که ن΋نید فراموش
م�ͳپردازیم. موضوع این به بعد
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نهم مسألۀ ۵.٣

مسألۀ این بپردازیم. نهم مسألۀ ͳمعرف به تا است آمده فراهم آن موقعیت دلیلاکنون به تنها نه Ίاسترلین
و اول نوع Ίاسترلین اعداد
فرمولشنیز خاطر به بل΋ه دوم،
فرمول این م�ͳباشد. معروف
های n برای که م�ͳدارد بیان

مقدار بزرگ،

(
n

e
)n
√
۲πn

است. n! برای ͳتقریب
James Stirling
May 1692 - 5 Dec 1770

م�ͳباشد: فوق سؤال هشت از سؤال دومین شبیه

که طوری به داد قرار ی΋سان جعبۀ n در را متمایز توپ r م�ͳتوان طریق چند به
شوند؟ چیده دایره Έی دور جعبه هر داخل توپ�های و نباشد ͳخال جعبه�ای Ϳهی

کنیم. ͳبررس را خاص ͳحالت نمونه، برای دهید اجازه
ی΋سان جعبۀ ۲ در متمایز توپ ۴ دادن قرار مم΋ن حالات کلیۀ مثال٣.۵.١.
Έی دور جعبه هر توپ�های و نباشد ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به بنویسید را

باشند. شده چیده دایره

دور جعبه داخل توپ�های دادن نشان برای و م�ͳدهیم نمایش ۴ تا ۱ با را توپ�ها
شد داده ΀توضی جایΎشت�ها برای دوم فصل در که پرانتزی نماد از دایره Έی
همین با ۴ و ۲ ،۱ شماره�های با توپ سه ͳیعن (۱۲۴) مثلا̈ م�ͳکنیم. استفاده
بدین شده�اند. چیده دایره Έی دور ساعت عقربه�های حرکت جهت در ترتیب

از: عبارتند مم΋ن حالت�های ترتیب،

(۱)(۲۳۴), (۲)(۱۳۴), (۳)(۱۲۴), (۴)(۱۲۳)

(۱)(۲۴۳), (۲)(۱۴۳), (۳)(۱۴۲), (۴)(۱۳۲)

(۱۲)(۳۴), (۱۳)(۲۴), (۱۴)(۲۳). ♠

بΎیریم. نظر در سؤال این ΁پاس برای را نمادی دهید اجازه چیز هر از قبل
افرازهای تعداد باشند. ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .٢.۵.٣ تعریف
نمایش [rn] با را ͳناته دور n از ͳاجتماع صورت به عضوی r مجموعه�ای
نوع Ίاسترلین اعداد را اعداد این م�ͳخوانیم. دور١٨ n به r را آن و م�ͳدهیم

١٨r subset n
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♣ م�ͳنامیم. اول١٩

همان م�ͳکنیم. استفاده ͳبازگشت دستوری از کنیم تعیین را [rn] مقدار که آن برای
اثبات را زیر اتحاد دو م�ͳتوان ساده�ای ͳترکیبیات استدلال با دیدیم قبلا̈ که طور

کرد:

P (r, n) = nP (r − ۱, n− ۱) + P (r − ۱, n),(
r

n

)
=

(
r − ۱
n− ۱

)
+

(
r − ۱
n

)
.

کرد. اثبات را [rn] و {rn} تعیین برای ͳبازگشت ͳروابط م�ͳتوان مشابه طریق به
باشند. ۲ مساوی یا بزرگتر و ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .٣.۵.٣ قضیه

صورت این }در
r

n

}
=

{
r − ۱
n− ۱

}
+ n

{
r − ۱
n

}
.

که طوری به دهیم قرار ی΋سان جعبۀ n در را متمایز توپ r م�ͳخواهیم برهان. متمایز تا s توپ، r این از اگر
حالت چند باشند ی΋سان تا t و

م�ͳآید؟ وجود به
شمارۀ توپ م�ͳشود. انجام طریق {rn} به کار این نباشد. ͳخال جعبه�ای Ϳهی
توپ یا است آمده جعبه Έی در ͳتنهای به توپ این یا م�ͳگیریم. نظر در را ۱

Έی در ͳتنهای به توپ این اگر دارد. قرار توپ این شامل جعبۀ در نیز دیΎری
Ϳهی که طوری به دهیم قرار جعبه�ها بقیۀ در را توپ�ها بقیۀ باید باشد آمده جعبه
توپ این اگر و م�ͳپذیرد. صورت طریق {r−۱

n−۱

} به کار این نباشد. ͳخال جعبه�ای
قرار جعبه�ها تمام در را توپ�ها بقیۀ باید آنΎاه نباشد جعبه Έی در ͳتنهای به
n (به بΎذاریم جعبه�ها از ͳ΋ی در را توپ این سپس و طریق) {r−۱

n

} (به دهیم
■ هستند). متمایز جعبه�ها اکنون چون طریق؛
باشند. ۲ مساوی یا بزرگتر و ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .۴.۵.٣ قضیه

صورت این ]در
r

n

]
=

[
r − ۱
n− ۱

]
+ (r − ۱)

[
r − ۱
n

]
.

١٩Stirling numbers of the first kind
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طوری به دهیم قرار ی΋سان جعبۀ n در را متمایز توپ r م�ͳخواهیم برهان.
شده چیده دایره دور جعبه هر داخل توپ�های و نباشد ͳخال جعبه�ای Ϳهی جعبهکه هر در باشد قرار اگر

باشیم داشته توپ دو حداقل
دارد؟ وجود حالت چند

م�ͳگیریم. نظر در را ۱ شمارۀ توپ م�ͳشود. انجام طریق [rn] به کار این باشند.
شامل جعبۀ در نیز دیΎری توپ استیا آمده یΈجعبه در ͳتنهای به توپ این یا
بقیۀ باید باشد آمده جعبه Έی در ͳتنهای به توپ این اگر دارد. قرار توپ این
این نباشد. ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به دهیم قرار جعبه�ها بقیۀ در را توپ�ها
جعبه Έی در ͳتنهای به توپ این اگر و م�ͳپذیرد. صورت طریق [r−۱

n−۱

] به کار
و طریق) [r−۱

n

] (به دهیم قرار جعبه�ها تمام در را توپ�ها بقیۀ باید آنΎاه نباشد
ساعت عقربه�های جهت در r تا ۲ توپ�های از ͳ΋ی از بعد را توپ این سپس
■ طریق). r − ۱ (به دهیم قرار

ش΋ل موجب ها (rn) مورد در موجود ͳبازگشت رابطۀ دیدیم، قبلا̈ که طور همان
بالای که عددی دو کردن جم΄ از سطر هر عدد که م�ͳگردد خیام مثلث گرفتن
ͳمثلث�های ساختن برای را فرآیند همین اگر م�ͳآید. دست به است شده نوشته آن
ها، P (r, n) م�ͳتوانیم ببریم کار به دیΎر ͳبازگشت رابطۀ سه از استفاده با مشابه

داریم {rn} برای آوریم. دست به را ها [rn] و ها {rn}
۱

۱ ۱

۱ ۳ ۱

۱ ۷ ۶ ۱

۱ ۱۵ ۲۵ ۱۰ ۱

۱ ۳۱ ۹۰ ۶۵ ۱۵ ۱

آمده�اند دست به {rn} =
{
r−۱
n−۱

}
+ n

{
r−۱
n

} ͳبازگشت رابطۀ به توجه با اعداد این
سطر در ام n − ۱ عدد باید ام r سطر در ام n عدد آوردن دست به برای لذا و

کنیم. جم΄ ام r − ۱ سطر در ام n عدد برابر n با را ام r − ۱
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مثال عنوان به زد. حدس را ها {rn} مقادیر از ͳبرخ م�ͳتوان اعداد این به توجه با
کنید. نΎاه دوم ستون به

،r ≥ ۲ مانند ͳطبیع عدد هر ازای به .۵.۵.٣ }قضیه
r

۲

}
= ۲r−۱ − ۱.

طور به ح΋م r = ۲ برای م�ͳکنیم. اثبات را ح΋م r روی استقرا به برهان. را {
r
۳

} مقدار م�ͳتوانید آیا
کنید؟ مشخص رابطۀصریحاً به توجه با باشد. برقرار r −۱ برای ح΋م کنیم فرض است. برقرار ͳبدیه

داریم ٣.۵.٣ قضیۀ در مذکور ͳبازگشت{
r

۲

}
=

{
r − ۱
۱

}
+ ۲

{
r − ۱
۲

}
= ۱+ ۲(۲r−۲ − ۱) = ۲r−۱ − ۱. ■

دارد. وجود ح΋م این اثبات برای نیز دیΎری راه اما

مجموعۀ دو به را X = {۱, . . . , r} مجموعۀ م�ͳخواهیم بالا. ح΋م دوم برهان
(به م�ͳکنیم انتخاب A مانند ͳناته زیرمجموعۀ Έی ابتدا کنیم. افراز ͳناته
است. A متمم Ac که م�ͳکنیم افراز A∪Ac صورت به را X سپس روش) ۲r−۱

دیΎر عبارت (به ندارد ͳاهمیت افراز در زیرمجموعه�ها نوشتن̥ ترتیب چون حال
تعداد ͳیعن کنیم، تقسیم ۲ بر را تعداد این باید پس هستند) ی΋سان جعبه�ها چون
■ .۲r−۲

۲ = ۲r−۱ − ۱ با است برابر نظر مورد
صورت این در باشد. ۱ از بزرگتر و ͳطبیع عددی r کنیم فرض .۶.۵.٣ قضیه

{
r

r − ۱

}
=

(
r

۲

)
.

طور به ح΋م r = ۲ برای م�ͳکنیم. اثبات را ح΋م r روی استقرا به برهان.
رابطۀ به توجه با باشد. برقرار r −۱ برای ح΋م کنیم فرض است. برقرار ͳبدیه
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داریم ٣.۵.٣ قضیۀ در مذکور ͳبازگشت

{
r

r − ۱

}
=

{
r − ۱
r − ۲

}
+ (r − ۱)

{
r − ۱
r − ۱

}
=

(
r − ۱
۲

)
+ r − ۱

=

(
r

۲

)
. ■

دارد. وجود ح΋م این اثبات برای نیز دیΎری راه اما

قرار ی΋سان جعبۀ r−۱ در را متمایز توپ r م�ͳخواهیم بالا. ح΋م است؟برهاندوم چند برابر { r
r−۲

}
توپ دو جعبه�ها از ͳ΋ی پس نباشد. ͳخال جعبه�ای Ϳهی که گونه�ای به دهیم
توپ دو ابتدا م�ͳتوانیم بنابراین دارند. توپ Έی کدام هر جعبه�ها بقیۀ و دارد
دهیم قرار جعبه Έی در را آنها طریق)، (r۲) (به کنیم انتخاب توپ r بین از را
■ بΎذاریم. جعبه Έی در کدام هر را مانده ͳباق توپ�های و

زیر مثلث تش΋یل موجب ۴.۵.٣ قضیۀ در مذکور ͳبازگشت رابطۀ مشابه، طریق به
م�ͳگردد.

۱

۱ ۱

۲ ۳ ۱

۶ ۱۱ ۶ ۱

۲۴ ۵۰ ۳۵ ۱۰ ۱

۱۲۰ ۲۷۴ ۲۲۵ ۸۵ ۱۵ ۱

آمده�اند دست به [rn] = [r−۱
n−۱

]
+(r−۱)

[
r−۱
n

] ͳبازگشت رابطۀ به توجه با اعداد این
سطر در ام n − ۱ عدد باید ام r سطر در ام n عدد آوردن دست به برای لذا و

کنیم. جم΄ ام r − ۱ سطر در ام n عدد برابر r − ۱ با را ام r − ۱



نهم مسألۀ .۵.٣١۶۴

زد. حدس را زیر ح΋م سه م�ͳتوان اعداد این به توجه با
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٧.۵.٣ ]قضیه

r

r

]
= ۱.

جعبه�ای Ϳهی که گونه�ای به بΎذاریم جعبه r در را توپ r م�ͳخواهیم برهان.
نم�ͳکند ͳفرق نتیجه در و م�ͳگیرد یΈتوپقرار جعبه هر در بنابراین نباشد. ͳخال
■.[rr] = {rr} = ۱ لذا نه. یا شود چیده دایره دور جعبه Έی داخل توپ�های که

صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٨.۵.٣ ]قضیه
r

۱

]
= (r − ۱)!.

دهیم. قرار دایره Έی دور جعبه Έی در را متمایز توپ r م�ͳخواهیم برهان. ΀صری طور به را [r۲] مقدار
کنید. امامشخص .r! با است برابر داد قرار صف Έی در را توپ r م�ͳتوان که ͳحالات تعداد

به بودند متمایز قبلا̈ که صف r دهیم قرار یΈدایره دور را توپ r بخواهیم ͳوقت
. r!r = (r−۱)! با است برابر نظر مورد تعداد لذا و م�ͳشوند تبدیل ی΋سان دایره�ای

■
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٩.۵.٣ ]قضیه

r

r − ۱

]
=

{
r

r − ۱

}
=

(
r

۲

)
.

بنابراین دهیم. قرار ی΋سان جعبۀ r−۱ در را متمایز توپ r م�ͳخواهیم برهان.
که ͳجعبه�های در دارند. توپ Έی کدام هر بقیه و توپ ۲ شامل جعبه�ها از ͳ΋ی
قرار دایره Έی دور جعبه داخل توپ که نم�ͳکند ͳفرق هستند توپ Έی شامل
جعبه Έی داخل را توپ ۲ بخواهیم ͳوقت دیΎر طرف از نه. یا باشد شده داده
این بخواهیم اگر بالا ح΋م به توجه با و م�ͳشود انجام یΈصورت به دهیم قرار
م�ͳگیرد. انجام صورت Έی به کار این هم بΎذاریم دایره Έی دور را توپ ۲

بΎذاریم دایره دور را توپ�ها توپ، ۲ شامل جعبۀ در که نم�ͳکند ͳفرق بنابراین
برابر آن مقدار دیدیم قبلا̈ که است { r

r−۱

} همان [ r
r−۱

] نتیجه در نΎذاریم. یا اثبات استقرا به را ح΋م این
■کنید. م�ͳباشد. (r۲)
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،ͳترکیب اعداد همانند و م�ͳشوند ظاهر زیادی ͳشمارش مسائل استرلینΊدر اعداد
چند به اینجا در کرد. اثبات اعداد این مورد در م�ͳتوان را ͳمتنوع اتحادهای
هم با را ساده تعریف Έی دهید اجازه آن از قبل م�ͳکنیم. اشاره آنها از نمونه

ببینیم.
جمله�ای چند باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض تعریف٣.۵.١٠.

x(x− ۱) . . . (x− (r − ۱))

همچنین م�ͳدهیم. نمایش xr با و نامیده x متغیر ٢٠ͳکاهش ͳفاکتوریل توان را
x(x+ ۱) . . . (x+ (r − ۱))

♣ م�ͳدهیم. نمایش xr با و نامیده x متغیر ٢١ͳافزایش ͳفاکتوریل توان را
را x متغیر ششم تا اول ͳافزایش و ͳکاهش ͳفاکتوریل توان�های .١١.۵.٣ مثال

بنویسید.

داریم ͳکاهش ͳفاکتوریل توان�های برای

x۱ = x,

x۲ = x(x− ۱) = x۲ − x,

x۳ = x(x− ۱)(x− ۲) = x۳ − ۳x۲ + ۲x,

x۴ = x(x− ۱)(x− ۲)(x− ۳) = x۴ − ۶x۳ + ۱۱x۲ − ۶x,

x۵ = x(x− ۱)(x− ۲)(x− ۳)(x− ۴)

= x۵ − ۱۰x۴ + ۳۵x۳ − ۵۰x۲ + ۲۴x,

x۶ = x(x− ۱)(x− ۲)(x− ۳)(x− ۴)(x− ۵)

= x۶ − ۱۵x۵ + ۸۵x۴ − ۲۲۵x۳ + ۲۷۴x۲ − ۱۲۰x.

داریم ͳافزایش ͳفاکتوریل توان�های برای ادامههمچنین خواندن به که این از قبل
را ͳم΋ح کنید ͳسع دهید

بزنید! حدس ٢٠falling factorial power
٢١rising factorial power
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x۱ = x,

x۲ = x(x+ ۱) = x۲ + x,

x۳ = x(x+ ۱)(x+ ۲) = x۳ + ۳x۲ + ۲x,

x۴ = x(x+ ۱)(x+ ۲)(x+ ۳) = x۴ + ۶x۳ + ۱۱x۲ + ۶x,

x۵ = x(x+ ۱)(x+ ۲)(x+ ۳)(x+ ۴)

= x۵ + ۱۰x۴ + ۳۵x۳ + ۵۰x۲ + ۲۴x,

x۶ = x(x+ ۱)(x+ ۲)(x+ ۳)(x+ ۴)(x+ ۵)

= x۶ + ۱۵x۵ + ۸۵x۴ + ۲۲۵x۳ + ۲۷۴x۲ + ۱۲۰x. ♠

م�ͳکنیم. اثبات را آنها اکنون هم هستند! درست کاملا̈ زده�اید حدس که ͳام΋اح
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .١٢.۵.٣ قضیه

(−x)r = (−۱)rxr, (−x)r = (−۱)rxr.

داریم برهان.

(−x)r = (−x)(−x− ۱) . . . (−x− (r − ۱))

= (−۱)rx(x+ ۱) . . . (x+ (r − ۱))

= (−۱)rxr. ■

صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .١٣.۵.٣ قضیه

xr =

r∑
k=۱

(−۱)r−k

[
r

k

]
xk, xr =

r∑
k=۱

[
r

k

]
xk.

م�ͳکنیم. عمل r روی استقرا به کنیم. اثبات را دوم ح΋م است ͳکاف برهان.
r − ۱ برای ح΋م کنیم فرض است. برقرار r = ۱ برای ح΋م که است ͳبدیه
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داریم باشد. برقرار

xr = x(x+ ۱) . . . (x+ (r − ۲))(x+ (r − ۱))

= xr−۱(x+ (r − ۱))

=

r−۱∑
k=۱

[
r − ۱
k

]
xk

 (x+ (r − ۱))

=

r−۱∑
k=۱

[
r − ۱
k

]
xk+۱ +

r−۱∑
k=۱

(r − ۱)
[
r − ۱
k

]
xk

=

r∑
ℓ=۲

[
r − ۱
ℓ− ۱

]
xℓ +

r−۱∑
k=۱

(r − ۱)
[
r − ۱
k

]
xk

=

r−۱∑
k=۲

[
r − ۱
k − ۱

]
xk

+

[
r − ۱
r − ۱

]
xr

+

r−۱∑
k=۲

(r − ۱)
[
r − ۱
k

]
xk

+ (r − ۱)
[
r − ۱
۱

]
x

=

r−۱∑
k=۲

([
r − ۱
k − ۱

]
+ (r − ۱)

[
r − ۱
k

])
xk

+xr + (r − ۱)(r − ۲)!x

=

r−۱∑
k=۲

[
r

k

]
xk

+

[
r

r

]
xr +

[
r

۱

]
x

=
r∑

k=۱

[
r

k

]
xk. ■

چه میان این در دوم نوع Ίاسترلین اعداد که است این م�ͳشود مطرح که ͳسؤال

ͳطولان اثبات این از فرار برای
داشته وجود هم دیΎری راه باید
ͳترکیبیات ترفندی آیا باشد.
م�ͳدانید؟ ح΋م این اثبات برای

ببینید. را زیر مثال دارند. ͳنقش
ͳفاکتوریل توان�های حسب بر را x متغیر ͳمعمول توان�های .١۴.۵.٣ مثال

بنویسید. آن ششم تا اول ͳکاهش
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داریم

x = x۱,

x۲ = x۲ + x = x۲ + x۱,

x۳ = x۳ + ۳x۲ − ۲x

= x۳ + ۳(x۲ + x۱)− ۲x۱

= x۳ + ۳x۲ + x۱,

x۴ = x۴ + ۶x۳ − ۱۱x۲ + ۶x

= x۴ + ۶(x۳ + ۳x۲ + x۱)− ۱۱(x۲ + x۱) + ۶x۱

= x۴ + ۶x۳ + ۷x۲ + x۱,

x۵ = x۵ + ۱۰x۴ − ۳۵x۳ + ۵۰x۲ − ۲۴x

= x۵ + ۱۰(x۴ + ۶x۳ + ۷x۲ + x۱)

−۳۵(x۳ + ۳x۲ + x۱) + ۵۰(x۲ + x۱)− ۲۴x۱

= x۵ + ۱۰x۴ + ۲۵x۳ + ۱۵x۲ + x۱,

x۶ = x۶ + ۱۵x۵ − ۸۵x۴ + ۲۲۵x۳ − ۲۷۴x۲ + ۱۲۰x

= x۶ + ۱۵(x۵ + ۱۰x۴ + ۲۵x۳ + ۱۵x۲ + x۱)

−۸۵(x۴ + ۶x۳ + ۷x۲ + x۱)

+۲۲۵(x۳ + ۳x۲ + x۱)− ۲۷۴(x۲ + x۱) + ۱۲۰x۱

= x۶ + ۱۵x۵ + ۶۵x۴ + ۹۰x۳ + ۳۱x۲ + x۱. ♠

ببینید. را بعدی ح΋م زده�اید! حدس درست هم بار این

آن برای م�ͳآوریم که ͳمثال�های
از پس اح΋ام بتوانید که است
این حتماً بزنید. حدس را آن

دهید. انجام را کار

صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .١۵.۵.٣ قضیه

xr =
r∑

k=۱

{
r

k

}
xk.

r = ۱ برای ح΋م که است ͳبدیه م�ͳکنیم. عمل r روی استقرا به برهان.
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داریم باشد. برقرار r − ۱ برای ح΋م کنیم فرض است. برقرار
xk(x− k) = x(x− ۱) . . . (x− (k − ۱))(x− k) = xk+۱.

اینبنابراین ͳترکیبیات اثبات کس هر
بلند را دستش م�ͳداند را قضیه

کند!
xkx = xk+۱ + kxk.

داریم لذا

xr = xr−۱x

=

r−۱∑
k=۱

{
r − ۱
k

}
xk

x

=

r−۱∑
k=۱

{
r − ۱
k

}
(xk+۱ + kxk)

=

r−۱∑
k=۱

{
r − ۱
k

}
xk+۱ +

r−۱∑
k=۱

k

{
r − ۱
k

}
xk

=

r∑
ℓ=۲

{
r − ۱
ℓ− ۱

}
xℓ +

r−۱∑
k=۱

k

{
r − ۱
k

}
xk

=

r−۱∑
k=۲

{
r − ۱
k − ۱

}
xk

+

{
r − ۱
r − ۱

}
xr

+

r−۱∑
k=۲

k

{
r − ۱
k

}
xk

+

{
r − ۱
۱

}
x۱

=

r−۱∑
k=۲

({
r − ۱
k − ۱

}
+ k

{
r − ۱
k

})
xk +

{
r

r

}
xr +

{
r

۱

}
x۱

=

r−۱∑
k=۲

{
r

k

}
xk +

{
r

r

}
xr +

{
r

۱

}
x۱

=

r∑
k=۱

{
r

k

}
xk. ■
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ظاهر Ίاسترلین اعداد آنها در که آورد دست به نیز را دیΎری اتحادهای م�ͳتوان
گذاشته�ایم. ͳباق تمرین�ها در شما برای را ͳچیزهای باشند. شده

تمرین�ها ۶.٣

کنید. اثبات استقرا از استفاده با را طرد و شمول اصل .١.۶.٣
با باشند. ͳدلخواه ͳمتناه مجموعه�های An ،. . . ،A۱ کنیم فرض .٢.۶.٣
به متعلق که بیابید را ∪n

i=۱Ai از ͳاعضای تعداد طرد و شمول اصل از استفاده
باشند. An ،. . . ،A۱ مجموعه�های از مجموعه m دقیقاً

n = x۱ + . . . + xk معادلۀ باشند. ͳطبیع اعدادی k و n کنیم فرض .٣.۶.٣
x۳؟ ≥ ۴ و x۲ ⩽ ۷ ،x۱ ⩽ ۶ که دارد ͳطبیع جواب چند ͳحساب جواب�های مورد در

فرضچطور؟ است. شده تش΋یل مرب΄ nm از که داریم n×m مستطیل Έی .۴.۶.٣
پایین گوشۀ که داده�ایم قرار مختصات صفحۀ در طوری را مستطیل این کنید
بالای گوشۀ نقطۀ و A را نقطه این باشد. مختصات مبدأ روی آن چپ سمت
نقاط که ͳپاره�خط�های بین در کنیم فرض م�ͳنامیم. B را مستطیل راست سمت
به را (۱,۱) نقطۀ که ͳخط پاره سه کرده�اند وصل هم به را ΀صحی مختصات با
رسم م�ͳکنند وصل (۲,۶) به را (۲,۵) نقطۀ و (۲,۴) به را (۱,۴) نقطۀ ،(۱,۲)
مم΋ن فاصلۀ کوتاه�ترین که دارد وجود B به A از مسیر چند اکنون باشند. نشده کردن حذف جای به اگر

حذف را نقطه چند پاره�خط�ها،
چند برابر مطلوب تعداد کنیم

است؟

باشند؟ داشته را
از ͳتای r جایΎشت�های تعداد .r ≥ ۱ و n ≥ r ≥ k ≥ ۰ کنیم فرض .۵.۶.٣
نمایش D(n, r, k) با آمده�اند خود جای در عدد k دقیقاً که را {۱, . . . , n} اعداد

کنید ثابت م�ͳدهیم.

D(n, r, k) =

(
r
k

)
(n− r)!

r−k∑
i=۰

(−۱)i
(
r − k

i

)
(n− k − i)!.

آورید. دست به k = ۰,۱,۲,۳ برای را D(۵,۳, k) مقدار
ثابت آنΎاه شد، تعریف بالا تمرین در که باشد همان D(n, r, k) اگر .۶.۶.٣



تمرین�ها١٧١ .۶.٣

که کنید

D(n, r, k) =

(
r

k

)
D(n− k, r − k, ۰);

D(n, r, k) = D(n− ۱, r − ۱, k − ۱)

+(n− ۱)D(n− ۱, r − ۱, k)

+(r − ۱)(D(n− ۲, r − ۲, k)−D(n− ۲, r − ۲, k − ۱)),

م�ͳکنیم. تعریف ۰ برابر را D(n, r,−۱) آن در که
که کنید ثابت ۵.۶.٣ تمرین مفروضات همان با .٧.۶.٣

D(n, n, k) = nD(n− ۱, n− ۱, k) + (−۱)n−k

(
n

k

)
;(

k

t

)
D(n, r, k) =

(
r

t

)
D(n− t, r − t, k − t),

آنΎاه r < n اگر که دهید نشان همچنین .t ≥ ۰ آن در که
D(n, r, k) = rD(n− ۱, r − ۱, k) +D(n− ۱, r, k).

که کنید ثابت علاوه به
D(n, n− r, ۰) =

r∑
i=۰

(
r

i

)
D(n− i, n− i, ۰).

بیابید. را Dn ΀صری مقدار ،Dn = D(n, n, ۰) که آن به توجه با
ساعت جهتعقربه�های در یΈدایره دور ترتیب به mرا ،. . . ،۱ اعداد .٨.۶.٣
زیرمجموعه�های تعداد برابر α(k) کنیم فرض ۰ ⩽ k ⩽ ⌊m۲ ⌋ برای م�ͳنویسیم.
دور ی΋دیΎر کنار در آنها از عضوی دو Ϳهی که باشد {۱, . . . ,m} از عضوی k

و {۱,۳,۶,۹} آنΎاه k = ۴ و m = ۱۰ اگر مثلا̈ باشند. نΎرفته قرار همۀدایره k = ۴ و m = ۱۰ برای
بنویسید. را مم΋ن حالت�های و {۱,۶,۸,۱۰} که ͳصورت در م�ͳآیند حساب به ما شمارش در {۳,۵,۸,۱۰}

در و هستند هم کنار ۱۰ و ۱ ͳاول در (چون شوند شمرده نباید {۲,۶,۷,۹}
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کنید ثابت .(۷ و ۶ ͳدوم
α(k) =

m

k

(
m− k − ۱

k − ۱

)
.

در باشند دایره دور که این جای به اعداد که ͳحالت در را سؤال همین (م�ͳتوانیم
کنیم.) حل نیز باشند گرفته قرار یΈصف

را شوهرها و زن م�ͳتوان طریق چند به کرده، ازدواج زوج�های مسألۀ در .٩.۶.٣
نباشند؟ ی΋دیΎر کنار در شوهری و زن Ϳهی که طوری به داد قرار یΈصف در
شوهرها و زن م�ͳتوان طریق چند به کرده، ازدواج زوج�های مسألۀ در .١٠.۶.٣
باشند؟ ی΋دیΎر کنار در شوهر و زن k دقیقاً که طوری به داد قرار یΈصف در را
شوهرها و زن م�ͳتوان طریق چند به کرده، ازدواج زوج�های مسألۀ در .١١.۶.٣

باشند؟ ی΋دیΎر کنار در شوهر و زن k دقیقاً که طوری به نشاند میز دور را
به دارند. حضور جم΄ Έی در آنها مادرهای و پدر و پسر n تعداد .١٢.۶.٣
در که طوری به کرد تقسیم نفری ۳ گروه n به را نفر ۳n این م�ͳتوان طریق چند
مادر و پدر با پسری Ϳهی اما باشیم داشته زن Έی و مرد Έی پسر، Έی گروه هر

نباشد؟ گروه Έی در خودش
طریق چند به داریم. توپسفید پن; و قرمز توپ چهار توپسیاه، سه .١٣.۶.٣
Ίهمرن توپ�های همۀ که طوری به داد قرار ی΋دیΎر کنار در را آنها م�ͳتوان
قرمز توپ سه یا دو م�ͳتوانیم مثلا̈ (بنابراین، نباشند؟ ی΋دیΎر کنار در جا Έی ͳکل حالت به را مسأله این

دهید. باشند.)تعمیم هم کنار در نباید ͳچهارتای ͳول باشیم داشته ی΋دیΎر کنار در
تعداد کنید ثابت باشند. ͳطبیع اعدادی r و n ،k کنیم فرض .١۴.۶.٣

معادلۀ ͳحساب جواب�های
x۱ + . . .+ kn = r

برابر باشند k حداکثر ها xi که
n∑
i=۰

(−۱)i
(
n

i

)(
r − (k + ۱)i+ n− ۱

n− ۱

)
برابر شرط همین با ͳطبیع جواب�های تعداد که کنید ثابت همچنین است.

n∑
i=۰

(−۱)i
(
n

i

)(
r − ki− ۱
n− ۱

)
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م�ͳباشد.
که باشد n ،. . . ،۱ اعداد جایΎشت�های تعداد برابر Tn کنیم فرض .١۵.۶.٣
ثابت باشد. نیامده k از بعد k+۱ هیچΎاه k = ۱, . . . , n−۱ هر ازای به آنها در

.Tn = Dn +Dn−۱ کنید
ͳشت�هایΎجای تعداد .m < n و باشند ͳطبیع mاعدادی و n فرضکنیم .١۶.۶.٣

که بیابید را n ،. . . ،۱ اعداد از a۱ . . . an مانند
{a۱, . . . , am} = {۱, . . . ,m}.

کنید.) استفاده پریش جایΎشت�های تعداد از تعداد این تعیین (برای
خوب را ۲n ،. . . ،۱ اعداد از a۱ . . . a۲n مانند جایΎشت Έی .١٧.۶.٣
|ai − باشیم داشته i ∈ {۱,۲, . . . ,۲n − ۱} Έی حداقل برای هرگاه م�ͳنامیم
از بیشتر خوب جایΎشت�های تعداد ،n هر ازای به دهید نشان .ai+۱| = n

است. غیرخوب جایΎشت�های
درایه�های با n × n ماتریس�های تعداد با باشد برابر Tn کنیم فرض .١٨.۶.٣
کنید ثابت باشد. آمده ۱ بار Έی حداقل آنها ستون هر و سطر هر در که ۱ و ۰

برابر Tn
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
(۲n−k − ۱)n

است.
ثابت .d = gcd(m,n) و باشند ͳطبیع اعدادی n و m کنیم فرض .١٩.۶.٣

.φ(mn)φ(d) = φ(m)φ(n)d کنید
است. زوج m ≥ ۳ هر برای φ(m) کنید ثابت .٢٠.۶.٣

برای ͳکاف و لازم ͳشرط φ(m)؟ = ۱۴ که هست m مانند عددی آیا .٢١.۶.٣
کنید. اثبات و بیان را باشد داشته جواب φ(x) = k معادلۀ که آن

گردد. تعیین ∑d|n ad = ۲n رابطۀ توسط {an} دنبالۀ فرض�کنیم را٣.۶.٢٢. an مقدار م�ͳتوانید آیا
کنید؟ مشخص صریحاً .n|an کنید ثابت

.{r۳} = ۱
۲(۳

r−۱
+ ۱)− ۲r−۱ کنید ثابت .٢٣.۶.٣

.{ r
r−۲

}
=
(
r
۳

)
+ ۳

(
r
۴

) کنید ثابت .٢۴.۶.٣
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.∑n−۱
k=۰ (−۱)k

(
n−۱
k

)
(n− ۱− k)n = (n− ۱)!

(
n
۲

) کنید ثابت .٢۵.۶.٣ روش دو به را مسأله چند این
از استفاده با هم کنید؛ حل
از استفاده با هم و استقرا

.ͳترکیبیات ͳاستدلال

کنید ثابت .٢۶.۶.٣
n−۲∑
k=۰

(−۱)k
(
n− ۲
k

)
(n− ۲− k)n = (n− ۲)!

((
n

۳

)
+ ۳

(
n

۴

))
.

دهید؟ دست به را ͳمشابه اتحاد n− ۳ برای م�ͳتوانید آیا
.[r۲] = (r − ۱)!(۱+ ۱

۲ + . . .+ ۱
r−۱) کنید ثابت .٢٧.۶.٣

.[ r
r−۲

]
= ۱

۲۴r(r − ۱)(r − ۲)(۳r − ۱) کنید ثابت .٢٨.۶.٣
.∑r

n=۰
[
r
n

]
= r! کنید ثابت .٢٩.۶.٣

کنید ثابت .٣٠.۶.٣
m∑
i=۱

ir =

r∑
n=۱

{
r

n

}(
m+ ۱
n+ ۱

)
n!

بنویسید. را آمده دست به اتحادهای r = ۴,۵ برای و
بیابید. را ∑r

n=۰(−۱)n
[
r
n

] مقدار .٣١.۶.٣
کنید ثابت .٣٢.۶.٣

F (r) =

r∑
n=۰

(−۱)n
[
r

n

]
f(n)

که ͳوقت فقط و فقط
f(r) =

r∑
n=۰

(−۱)n
{
r

n

}
F (n).

دانست.) ع΋س دستور ͳنوع م�ͳتوان را ح΋م (این
کنید ثابت باشد. اول عددی p کنیم فرض .٣٣.۶.٣{

p

k

}
≡p

[
p

k

]
≡p ۰

.۱ < k < p هر ازای به
کنید ثابت باشد. اول عددی p کنیم فرض .٣۴.۶.٣[

p− ۱
k

]
≡p ۱

.۱ ⩽ k ⩽ p هر ازای به
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کنید ثابت باشد. اول عددی p کنیم فرض .٣۵.۶.٣{
۲p− ۲

p

}
≡p

[
۲p− ۲

p

]
≡p ۰.

.[p۲] ≡p۲ ۰ آنΎاه p > ۳ اگر که کنید ثابت همچنین
ثابت .X = {۱, . . . , n} و باشند ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .٣۶.۶.٣

ازکنید تواب΄ همۀ مجموعۀ به
X به عضوی r مجموعه�ای
ͳتوابع چنین برد و کنید توجه

بنامید. A را

nr =
∑

ϕ ̸=A⊆X

|A|!
{

r

|A|

}
=

r∑
k=۱

(
n

k

)
k!

{
r

k

}
=

r∑
k=۱

{
r

k

}
nk

بΎیرید. نتیجه را ١۵.۵.٣ قضیۀ آن به توجه با و
کنید ثابت .٣٧.۶.٣{

r + ۱
n

}
=

r∑
k=۱

(
r

k

){
k

n− ۱

}
.
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بازگشت

هـمـانـنـد ͳریــاضـ حـقـایق
بیشه�زارها در بهاری ش΋وفه�های
خـود فـصـل در کـه هـسـتنـد
ͳانسان Ϳهی و م�ͳشوند ش΋وفا
را آنها شدن ش΋وفا نم�ͳتواند
اف΋ند. تعویق به یا بخشد تسری΄
János Bolyai

15 Dec 1802 - 27 Jan 1860

م�ͳخوانید فصل این در آنچه ٠.۴

ͳشمارش مسائل حل در باشید، شده متوجه حال به تا است مم΋ن که گونه همان
م�ͳگردد. تعیین ͳبازگشت رابطۀ Έی توسط مسأله جواب که م�ͳآید پیش اغلب
ͳریاض استقرای از ͳشمارش سؤال Έی به دادن ΁پاس برای که هرگاه حقیقت در
توسط فرآیند این است مم΋ن م�ͳشویم. مواجه ͳبازگشت رابطه�ای با کنیم استفاده
ͳشمارش سؤال ΁پاس اگر گیرد. انجام قوی استقرای وسیلۀ به یا ͳمعمول استقرای
ͳمعمول استقرای از استفاده با سؤال این حل و دهیم نمایش an با را نظر مورد

١٧٧



م�ͳخوانید فصل این در آنچه .٠.۴١٧٨

an−۱ از ͳتابع م�ͳآوریم دست به an تعیین برای که رابطه�ای آنΎاه پذیرد، صورت
ͳیعن دنباله، بعدی جملۀ م�ͳتوانیم an−۱ دانستن با حقیقت در و بود خواهد n و
تعیین برای آنΎاه کنیم استفاده قوی استقرای از اگر اما آوریم. دست به را an

کنیم. استفاده an−۱ ،. . . ،a۱ ͳیعن ،ͳقبل جمله�های همۀ یا ͳبرخ از مجبوریم an

مانند رابطه�ای در که م�ͳشویم مواجه an مانند ͳدنباله�های با بنابراین
an = f(n, a۱, . . . , an−۱)

عدد و دنباله ͳقبل جمله�های ارتباط که است ͳتابع f آن در که م�ͳکنند صدق
یا ١ͳبازگشت رابطۀ Έی را فوق ش΋ل به ͳعبارت م�ͳسازد. مشخص an با را n

چیزی که دارد این بر دلالت معادله کلمۀ بردن کار به م�ͳنامیم. ٢ͳبازگشت معادلۀ
م�ͳشویم مواجه ͳبازگشت معادلۀ Έی با ͳوقت لذا و شود حل باید میان این در

چیست؟ مجهول این اما باشد. نظر مورد ͳمجهول یافتن باید قاعدتاً

{an} دنبالۀ یافتن برای ΀صری دستوری ارائۀ ،ͳبازگشت معادلۀ Έی حل از منظور معادله ΀صری ΁پاس اگر مثلا̈
ارائه an = n! صورت به را
صریحاً an مقدار واقعاً آیا دهیم

م�ͳگردد؟ مشخص

ͳقبل مقادیر به توجه بدون و n حسب بر مستقیماً را an مقدار که دستوری است؛
به ͳبازگشت معادلۀ Έی برای که ͳصریح ΁پاس است مم΋ن دهد. دست به an
اگر ͳحت اما باشد. داشته خود در را محاسبات در بازگشت ͳنوع م�ͳآید دست
آن برای ΀صری جواب Έی را شده ارائه ΁پاس هم باز دهد رخ ͳوضعیت چنین

م�ͳنامیم. معادله

٣.٢.١ مثال در که طور همان بزنیم. ͳمثال بحث شدن روشن برای دهید اجازه
در سوم میلۀ به اول میلۀ از حلقه n انتقال برای لازم حرکت�های تعداد دیدیم،

ͳبازگشت رابطۀ توسط هانوی برج
an = ۲an−۱ + ۱

جملات م�ͳتوان است ۱ برابر که دنباله این اول جملۀ دانستن با م�ͳآید. دست به

١recurrence relation
٢recurrence equation
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داریم آورد. دست به را آن بعدی
a۱ = ۱, a۲ = ۳, a۳ = ۷, a۴ = ۱۵, . . .

an = ΀صری دستور توسط an مقدار دیدیم ۴.٢.١ قضیۀ در که طور همان اما
آن مقدار an ͳقبل مقادیر به مراجعه بدون دستور این م�ͳگردد. تعیین ۲n − ۱

ͳبدیه م�ͳشود. نامیده دنباله این ΀صری ΁پاس رو این از و م�ͳدهد دست به را
عدد این محاسبۀ و کنیم محاسبه را ۲۱۰ −۱ باید a۱۰ تعیین برای مثلا̈ که است
برای an = ۲n − ۱ ΁پاس حال هر به اما است ͳبازگشت محاسبات ͳنوع نیازمند
آن برای ΀صری ΁پاسΈی را a۱ = ۱ شرط با an = ۲an−۱ +۱ ͳبازگشت معادلۀ

م�ͳنامند.

است مم΋ن که م�ͳکند ایجاد را تصور این ͳقبل جملۀ یΈدر کلمۀ بردن کار به
داشته وجود a۱ = ۱ شرط همین با معادله این برای نیز دیΎری ΀صری پاس�΁های
مم΋ن ΁پاس تنها این واق΄ در و نیست چنین که است این امر حقیقت اما آیاباشد؛ باشیم نداشته اولیه شرط اگر

است؟ فرد به منحصر ΁پاس ن΋رده�ایم اثبات را ΀صری جواب ͳتای΋ی هنوز چون شاید است. معادله این برای
بدانیم. معادله برای ΀صری ΁پاسΈی را شده ارائه ΁پاس که م�ͳدانیم ملزم را خود

ͳبازگشت معادلۀ ،a۱ = ۱ شرط با که کرد اثبات م�ͳتوان ͳسادگ به صورت هر در
این برای ΁پاس دو کنیم فرض دارد. فرد به منحصر ͳجواب an = ۲an−۱ + ۱

اثبات ͳاستقرای ͳاستدلال وسیلۀ به م�ͳتوان ͳسادگ به باشد. داشته وجود معادله
برابرند. هم با لزوماً جواب دو این که کرد

Έی دنباله�های وسیلۀ به فقط ͳشمارش مسائل جواب م�ͳدانیم که طور همان
که شویم مواجه ͳشمارش مسأله�ای با ما است مم΋ن و نم�ͳشوند ͳمعرف متغیره
نوع این از معروف ͳنمونه�های عنوان به باشند. داشته دخالت آن در متغیر چند
ͳوقت کنیم. اشاره پرداختیم آنها به قبل فصل در که مسأله�ای نُه به م�ͳتوانیم
دهیم قرار ͳبررس مورد را جعبه n در توپ r دادن قرار حالات تعداد م�ͳخواهیم
Ίاسترلین اعداد مثال، عنوان به م�ͳشویم. مواجه ar,n صورت به ͳجواب با مسلماً

هستند. متغیره دو دنباله�های از ͳنمونه�های {rn} و [rn] ͳیعن دوم و اول نوع



ͳبازگشت روابط آوردن دست به .١.۴١٨٠

،. . . ،ar,۱ ͳقبل مقادیر اساس بر ar,n مقدار است مم΋ن موارد گونه این در
ar−۱,n ،. . . ،a۱,n ͳقبل مقادیر با ar,n مقدار است مم΋ن یا گردد تعیین ar,n−۱

را متغیرها از ͳ΋ی م�ͳتوان حقیقت در بیفتد ͳاتفاق چنین اگر باشد. ارتباط در
متغیره Έی که کرد تعریف جدید دنباله�ای و گرفت نظر در دلخواه پارامتری
را bn دنبالۀ م�ͳتوانیم اول حالت در مثلا̈ آید. دست به ͳبازگشت طریق به و باشد
حالت در یا بΎیریم نظر در r ثابت ͳول دلخواه پارامتر برای bn = ar,n صورت به
n ثابت ͳول دلخواه پارامتر برای cr = ar,n صورت به را cr دنبالۀ م�ͳتوانیم دوم

کنیم. تعریف

ar,n مقدار ͳیعن نیستند ͳسادگ این به که م�ͳشویم مواجه ͳمسائل با عمل در اما
عنوان به است. ارتباط در ar−۱,n ،. . . ،a۱,n مقادیر و ar,n−۱ ،. . . ،ar,۱ مقادیر با

ͳبازگشت رابطۀ در ar,n =
{
r
n

} دنبالۀ ٣.۵.٣ قضیۀ به توجه با نمونه
ar,n = ar−۱,n−۱ + nar−۱,n

Έی به دادن ΁پاس برای ͳبازگشت روابط گونه این حال هر به اما م�ͳکند. صدق
م�ͳآیند. دست به ͳاستقرای فرآیندی طبق نیز ͳشمارش سؤال

ویژه�ای اهمیت از مطلب سه ،ͳبازگشت روابط وسیلۀ به ͳشمارش مسائل حل در هر با هانوی برج مسألۀ در مثلا̈
کردیم. برخورد مورد بزنیم.سه حدس را ͳبازگشت رابطۀ بتوانیم که است این مسأله اولین است. برخوردار

از و کنیم. اثبات زده�ایم حدس که را رابطه�ای بتوانیم که است این دوم مسألۀ
به آن برای وجود صورت در را ΀صری ͳپاسخ بتوانیم که است این مهم�تر همه

پرداخت. خواهیم مهم سه این به فصل این در آوریم. دست

ͳبازگشت روابط آوردن دست به ١.۴

در م�ͳشوند ͳبازگشت روابط به منجر که را ͳشمارش مسائل از ͳنمونه�های قبلا̈
،۴.٣.٢ ،٣.٣.٢ ،٢.٣.٢ ،٣.۴.١ ،١٢.٢.١ ،٧.٢.١ مثال�های٣.٢.١، و قضایا
،١۴.٣.٣ ،١٢.۴.٢ ،١١.۴.٢ ،٢.۴.٢ ،١.۴.٢ ،١۴.٣.٢ ،١٣.٣.٢ ،١٢.٣.٢
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را دیΎر نمونۀ چند نیست بد اما دیدیم. ۴.۵.٣ و ٣.۵.٣ ،١٠.۴.٣ ،۶.۴.٣
کنیم. تجربه نیز

از ͳشت�هایΎجای تعداد یافتن در م�ͳتوان را ͳبازگشت روابط از ͳجالب وظایفنمونه�های مهم�ترین از ͳ΋ی
مقام در ریاضیدان Έی
دانشمندان برای مشاوری
را آنان که است این
از داشتن زیاد توق΄ از
دارد. حذر بر ریاضیدانان
NorbertWiener
26 Nov 1894 - 18 March 1964

یافتن مسألۀ دیدیم ١١.۴.٢ قضیۀ در که طور همان کرد. مشاهده خاص ͳنوع
در که ͳجالب ن΋تۀ است. دست این از نمونه�ای پریش، جایΎشت�های تعداد
رابطۀ تعیین در م�ͳتواند مسأله اولیۀ شرط که است ͳاهمیت دارد وجود مثال این
پریش، جایΎشت�های تعداد که دیدیم ١١.۴.٢ قضیۀ در باشد. داشته ͳبازگشت

ͳبازگشت رابطۀ در ،Dn ͳیعن
Dn = (n− ۱)(Dn−۱ +Dn−۲)

ترتیب بدین م�ͳباشد. D۲ = ۱ و D۱ = ۰ مسأله، اولیۀ شرط که م�ͳکند صدق
از عبارتند اولیه مقدار چند آورد. دست به را دنباله این بعدی جملات م�ͳتوان

D۱ = ۰, D۲ = ۱, D۳ = ۲, D۴ = ۹, D۵ = ۴۴, D۶ = ۲۶۵,

D۷ = ۱۸۵۴, D۸ = ۱۴۸۳۳, . . .

به م�ͳکند! صدق ͳبازگشت رابطۀ همین در نیز an = n! دنبالۀ دیΎر، سوی از
که دید م�ͳتوان ͳسادگ

an = n!

= (n− ۱)(n− ۲)!n

= (n− ۱)(n− ۲)!(n− ۱+ ۱)

= (n− ۱)((n− ۱)! + (n− ۲)!)

= (n− ۱)(an−۱ + an−۲).

باعث که چیزی و م�ͳکنند صدق ͳبازگشت رابطۀ Έی در دو هر n! و Dn بنابراین
آنهاست. اولیۀ مقدار باشند داشته فرق ی΋دیΎر با کاملا̈ دنباله دو این م�ͳشود



ͳبازگشت روابط آوردن دست به .١.۴١٨٢

.a۲ = ۲ و a۱ = ۱ داریم an = n! برای و ،D۲ = ۱ و D۱ = ۰ داریم Dn برای
آن ش΋ل تعیین در م�ͳتواند دنباله Έی اولیۀ مقادیر که م�ͳدهد نشان مطلب این
م�ͳگردد تعیین an = n! ΀صری رابطۀ توسط an دنبالۀ اینجا در باشد. مؤثر بسیار

΀صری دستور توسط Dn و

Dn = n!

n∑
k=۰

(−۱)k

k!

صدق ͳبازگشت رابطۀ Έی در دو هر n! و Dn که ͳآنجای از م�ͳآید. دست به
٣ زیرفاکتوریل̥ را آن و م�ͳدهند نمایش n¡ نماد با را Dn اوقات ͳگاه م�ͳکنند لازم رسیدید ¡ نماد به ͳوقت

درجه ١٨٠ را کتاب نیست
درست علامت این بچرخانید.

است. شده چاپ

3

΀صری مقدار و n¡ = (n−۱)((n−۱)¡+ (n−۲)¡) بنابراین م�ͳخوانند. n عدد
م�ͳگردد. تعیین n¡ = n!

∑n
k=۰

(−۱)k
k! توسط آن

n به r نامرتب افرازهای تعداد تعیین برای ͳبازگشت رابطه�ای ۶.۴.٣ قضیۀ در
برای را دیΎری ͳبازگشت رابطۀ اکنون آوردیم. دست به را Π(r, n) ͳیعن عدد،

م�ͳکنیم. اثبات دنباله همین
صورت این در باشند. ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .١.١.۴ قضیه

Π(r, n) = Π(r − ۱, n− ۱) + Π(r − n, n).

ی΋سان توپ r دادن قرار حالات تعداد با است برابر Π(r, n) که م�ͳدانیم برهان.
r دادن قرار برای نباشد. ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به ی΋سان جعبۀ n در
که دارد وجود جعبه�ای یا افتد؛ اتفاق است مم΋ن حالت دو جعبه، n در توپ

دارد. وجود توپ ۲ حداقل جعبه هر در یا است توپ ۱ دقیقاً شامل

در را توپ�ها بقیۀ باید آنΎاه باشد داشته وجود توپ ۱ دقیقاً شامل جعبه�ای اگر توپ r م�ͳتوان طریق چند به
ی΋سان جعبۀ n در را ی΋سان
هر در که طوری به داد قرار

باشد؟ توپ k حداقل جعبه

م�ͳگیرد. صورت طریق Π(r − ۱, n − ۱) به کار این که داد قرار جعبه�ها بقیۀ
۱ جعبه هر در آنΎاه باشد داشته وجود توپ ۲ حداقل جعبه هر در اگر همچنین
که گونه�ای به م�ͳگذاریم جعبه�ها در را باقیمانده توپ r−n و م�ͳدهیم قرار توپ
صورت طریق Π(r−n, n) به نیز کار این گیرد. قرار توپ ۱ حداقل جعبه هر در

٣subfactorial
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■ م�ͳشود. نتیجه ح΋م جم΄، اصل به توجه با بنابراین م�ͳگیرد.

توسط ͳناته مجموعۀ n به عضوی r مجموعۀ Έی افرازهای تعداد که دیدیم
و م�ͳشود داده نمایش {rn} نماد با که م�ͳگردد تعیین دوم نوع Ίاسترلین اعداد
Έی افرازهای تعداد که گفت م�ͳتوان بنابراین م�ͳشود. خوانده مجموعه n به r
.∑r

n=۱
{
r
n

} با است برابر مجموعه) r یا . . . یا ۲ یا ۱ (به عضوی r مجموعۀ
ببینید. را زیر تعریف م�ͳدهیم. نمایش Br با را تعداد این

Br با را {۱,۲, . . . , r} افرازهای تعداد .r ∈ N کنیم فرض .٢.١.۴ تعریف
♣ م�ͳنامند. بل۴ اعداد را اعداد این م�ͳدهیم. نمایش
بنویسید. را {۱,۲,۳} افرازهای کلیۀ و کنید تعیین را B۳ مقدار .٣.١.۴ مثال

از عبارتند که است ۵ برابر عضوی ۳ مجموعۀ Έی افرازهای تعداد

{۱,۲,۳},

{۱} ∪ {۲,۳},

{۲} ∪ {۱,۳},

{۳} ∪ {۱,۲},

{۱} ∪ {۲} ∪ {۳}. ♠

زیرا ،{۱,۲, . . . , r} روی هم�ارزی۵ رابطه�های تعداد با است برابر تعداد این
روی هم�ارزی رابطه�های و یΈمجموعه روی افرازهای بین Έی به Έی بینتناظری بودن برادر رابطۀ آیا

متقارن رابطه�ای انسان�ها
است؟

X مجموعۀ از Xn ،. . . ،X۱ مانند افراز Έی برای است ͳکاف دارد؛ وجود آن
y و x که ͳوقت فقط و فقط x ∼ y که کنیم تعریف صورت این به را ∼ رابطۀ

۴Bell numbers
که است رابطه�ای X مانند مجموعه Έی روی هم�ارزی رابطۀ Έی .equivalence relation۵

م�ͳنامیم هم�ارزی رابطۀ Έی را X روی ∼ رابطۀ دیΎر عبارت به باشد. متقارن و متعدی منع΋س،
x ∼ y اگر x, y ∈ X هر ازای به بودن)؛ (منع΋س x ∼ x باشیم داشته x ∈ X هر ازای به هرگاه
(متعدی x ∼ z آنΎاه y ∼ z و x ∼ y اگر x, y, z ∈ X هر ازای به بودن)؛ (متقارن y ∼ x آنΎاه

است. ͳحقیق اعداد مجموعۀ روی هم�ارزی رابطۀ Έی = مثلا̈ بودن).
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برای م�ͳتوان دیΎر سوی از باشند. داشته قرار Xi مانند مجموعه Έی در دو هر
در را [x]∼ = {y ∈ X : y ∼ x} مجموعه�های X روی ∼ شدۀ داده هم�ارزی رابطۀ

م�ͳدهند. تش΋یل را X برای افرازی مجموعه�ها این گرفت. نظر

،Br یافتن ͳیعن عضوی، r مجموعۀ Έی افرازهای تعداد یافتن مسألۀ بنابراین
همان مجموعه. آن روی هم�ارزی رابطه�های تعداد یافتن مسألۀ با است معادل
n به r افرازهای تعداد مجموع با است برابر تعداد این گفتیم بالا در که طور

ͳیعن ،r تا ۱ از مختلف های n برای مجموعه
Br =

r∑
n=۱

{
r

n

}
.

کرد. محاسبه نیز دیΎری ͳبازگشت رابطۀ توسط را دنباله این م�ͳتوان اما
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .۴.١.۴ قضیه

Br+۱ =

r∑
n=۰

(
r

n

)
Bn.

از دیΎر عضو n با است مم΋ن عدد این م�ͳگیریم. نظر در را ۱ عدد برهان.
۰ م�ͳتواند n که باشد آمده افرازی مجموعۀ Έی در {۱,۲, . . . , r +۱} مجموعۀ

باشد. r یا . . . یا ۱ یا

عضو n باید ابتدا باشد آمده یΈمجموعه در دیΎر عضو n با ۱ که این برای اما
افراز را اعضا بقیۀ و کنیم انتخاب (r + ۱ تا ۲ ͳیعن) دیΎر اعضای بین از
تعداد (چون م�ͳگیرد صورت طریق B(r+۱)−(n+۱) ضربدر

(
r
n

) به کار این کنیم.
داریم لذا .((r + ۱)− (n+ ۱) با است برابر شوند افراز باید که اعضا بقیۀ

Br+۱ =

r∑
n=۰

(
r

n

)
B(r+۱)−(n+۱)

=

r∑
n=۰

(
r

n

)
Br−n =

r∑
n=۰

(
r

r − n

)
Br−n =

r∑
n=۰

(
r

n

)
Bn. ■

را ساده مثال چند دهید اجازه بپردازیم پیچیده�تر ͳبازگشت روابط به که آن از قبل
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دنباله�های تعداد ضرب، اصل بنابر که م�ͳکنیم یادآوری دهیم. قرار ͳبررس مورد
.nr با است برابر باشد داشته مختلف حالت n م�ͳتواند آن حرف هر که ͳحرف rبا ͳحرف r دنبالۀ چند حداکثر

ساخت م�ͳتوان n تا ۱ حروف
متمایز دنبالۀ دو هر که طوری به
متفاوت م΋ان دو در حداقل

باشند؟

متمایز. جعبۀ n در متمایز توپ r دادن قرار حالات تعداد با است برابر تعداد این
۰۰ آنها در که بیابید را ۱ و ۰ ارقام با ͳرقم r دنباله�های تعداد .۵.١.۴ مثال

باشد. نشده ظاهر

از عبارتند دنباله�ها این r = ۱,۲,۳,۴ برای

۰,۱.

۰۱,۱۰,۱۱.

۰۱۰, ۰۱۱,۱۰۱,۱۱۰,۱۱۱.

۰۱۰۱, ۰۱۱۰, ۰۱۱۱,۱۰۱۰,۱۰۱۱,۱۱۰۱,۱۱۱۰,۱۱۱۱.

آنها چپ سمت در باید یا بنویسیم، را مناسب ͳرقم ۵ دنباله�های بخواهیم اگر
را آن از بعد رقم باید آنΎاه بΎذاریم ۰ چپ سمت در اگر .۱ یا دهیم قرار ۰

داشته ۰۱ باید چپ سمت در لذا و شود) ظاهر نباید ۰۰ (چون دهیم قرار ۱ برابر
طریق ۵ به بالا حالات به توجه با که م�ͳماند ͳباق دیΎر رقم ۳ بنابراین باشیم.
دیΎر رقم ۴ آنΎاه بΎذاریم ۱ چپ سمت در بخواهیم اگر اما م�ͳشود. نوشته
نظر مورد ͳرقم ۵ دنباله�های ͳیعن شد. خواهد نوشته طریق ۸ به که م�ͳماند ͳباق

از عبارتند

۰۱۰۱۰, ۰۱۰۱۱, ۰۱۱۰۱, ۰۱۱۱۰, ۰۱۱۱۱,

۱۰۱۰۱,۱۰۱۱۰,۱۰۱۱۱,۱۱۰۱۰,

۱۱۰۱۱,۱۱۱۰۱,۱۱۱۱۰,۱۱۱۱۱.

افزودن با م�ͳتوان را نظر مورد ͳرقم r دنباله�های که گفت م�ͳتوان ͳکل حالت در
چپ سمت به ۱ افزودن با یا ͳرقم r − ۲ مناسب دنباله�های چپ سمت به ۰۱

باشد، مسأله ΁پاس ar اگر بنابراین آورد. دست به ͳرقم r−۱ مناسب دنباله�های
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داریم
ar = ar−۱ + ar−۲. ♠

دست به را آنها تعداد و م�ͳگذاریم دنباله�ها روی را دیΎری شرط بعدی مثال در
ͳبازگشت روابط آوردن دست به بتوانید مثال�ها این با استکه هدفاین م�ͳآوریم.

کنید. تجربه را
آنها در که بیابید را ۲ و ۱ ،۰ ارقام با ͳرقم r دنباله�های تعداد .۶.١.۴ مثال

n ،. . . ،۱ ،۰ ارقام از اگر
این با دنباله چند کنیم، استفاده

دارد؟ وجود باشد.شرط نیامده ۲ رقم راست سمت در ۰ رقم

آن از پس ارقام شد، ظاهر دنباله از ͳجای در ۲ رقم اگر که است این سؤال منظور
برای باشند. ۰ نم�ͳتوانند آمده�اند) ۲ رقم راست سمت در که ͳآنهای همۀ ͳیعن)
داریم م�ͳکنیم. فهرست r = ۱,۲,۳ برای را مختلف حالات سؤال، شدن روشن

۰,۱,۲.

۰۰, ۰۱, ۰۲,۱۰,۱۱,۱۲,۲۱,۲۲.

۰۰۰, ۰۰۱, ۰۰۲, ۰۱۰, ۰۱۱, ۰۱۲, ۰۲۱, ۰۲۲,

۱۰۰,۱۰۱,۱۰۲,۱۱۰,۱۱۱,۱۱۲,۱۲۱,۱۲۲,

۲۱۱,۲۱۲,۲۲۱,۲۲۲.

دنباله�های از استفاده با را مناسب ͳرقم دنباله�های۴ م�ͳتوانیم چΎونه ببینیم اکنون
بنویسیم. ͳقبل

باشد. ۲ یا ۱ یا ۰ برابر م�ͳتواند چپ سمت رقم ،ͳرقم ۴ دنبالۀ Έی نوشتن برای سمت رقم روی ش΋ل، همین به
رابطۀ و کنید بحث راست

آورید. دست به را ͳبازگشت
رقم ۳ بالا، در شده نوشته حالات به توجه با آنΎاه باشد ۰ چپ سمت رقم اگر

شود. نوشته روش ۲۰ به م�ͳتواند دیΎر

۲۰ به را دیΎر رقم ۳ م�ͳتوانیم نیز باشد ۱ برابر چپ سمت رقم اگر همچنین
ظاهر ۰ نباید آن از پس آنΎاه باشد ۲ برابر چپ سمت رقم اگر اما بنویسیم. روش
بنابراین م�ͳشوند. نوشته طریق ۲۳ به که باشند ۲ یا ۱ باید بعدی ارقام لذا و شود
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از عبارتند ͳرقم ۴ نظر مورد دنباله�های کلیۀ

۰۰۰۰, ۰۰۰۱, ۰۰۰۲, ۰۰۱۰, ۰۰۱۱, ۰۰۱۲, ۰۰۲۱, ۰۰۲۲,

۰۱۰۰, ۰۱۰۱, ۰۱۰۲, ۰۱۱۰, ۰۱۱۱, ۰۱۱۲, ۰۱۲۱, ۰۱۲۲,

۰۲۱۱, ۰۲۱۲, ۰۲۲۱, ۰۲۲۲,

۱۰۰۰,۱۰۰۱,۱۰۰۲,۱۰۱۰,۱۰۱۱,۱۰۱۲,۱۰۲۱,۱۰۲۲,

۱۱۰۰,۱۱۰۱,۱۱۰۲,۱۱۱۰,۱۱۱۱,۱۱۱۲,۱۱۲۱,۱۱۲۲,

۱۲۱۱,۱۲۱۲,۱۲۲۱,۱۲۲۲,

۲۱۱۱,۲۱۱۲,۲۱۲۱,۲۱۲۲,۲۲۱۱,۲۲۱۲,۲۲۲۱,۲۲۲۲.

حالات نوشتن برای آنΎاه دهیم نمایش ar با را مسأله ΁پاس اگر ͳکل حالت در
رقم اگر باشد. ۲ یا ۱ یا ۰ برابر م�ͳتواند چپ سمت رقم ،ͳرقم r نظر مورد
م�ͳشوند. تعیین طریق ar−۱ به دیΎر رقم r − ۱ آنΎاه باشد ۰ برابر چپ سمت
طریق ar−۱ به دیΎر رقم r − ۱ آنΎاه باشد ۱ برابر چپ سمت رقم اگر همچنین
به دیΎر رقم r − ۱ آنΎاه باشد ۲ برابر چپ سمت رقم اگر اما م�ͳشوند. تعیین
داریم لذا باشند. ۲ یا ۱ برابر باید ارقام این چون م�ͳشوند تعیین طریق ۲r−۱

ar = ۲ar−۱ + ۲r−۱.

به است ͳکاف کرد. تعیین صریحاً را ar مقدار دیΎر ͳاستدلال با م�ͳتوان اما
کنیم. توجه ۲ عدد شدن ظاهر اولین

(چون هستند ۱ یا ۰ آن از قبل ارقام باشد ام n رقم در ۲ شدن ظاهر اولین اگر
از بعد (چون هستند ۲ یا ۱ آن از بعد ارقام و است) ۲ شدن ظاهر اولین این
Έی هر ام n رقم از (غیر ارقام بقیۀ بنابراین باشیم). داشته ۰ نباید ۲ شدن ظاهر
م΋ان ͳیعن ،n اما داریم. حالت ۲r−۱ نتیجه در و م�ͳشوند تعیین طریق ۲ به
r را ۲r−۱ باید لذا باشد. r یا . . . یا ۲ یا ۱ برابر م�ͳتواند ،۲ شدن ظاهر اولین
.r · ۲r−۱ با است برابر حالات تعداد ترتیب بدین کنیم. جم΄ خودش با مرتبه
تعداد باشد. نشده ظاهر ۲ اصلا̈ است مم΋ن کردیم! فراموش را چیز Έی اما
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۱ یا ۰ برابر کدام هر که داریم رقم r (چون ۲r با است برابر نیز حالات این
هستند).

با است برابر مطلوب تعداد که این مطلب خلاصۀ ΁پاس این که کنید ͳبررس
بالا ͳبازگشت رابطۀ در ΀صری

م�ͳکند. صدق
ar = r · ۲r−۱ + ۲r = (r + ۲)۲r−۱. ♠

!ͳکم فقط البته است. سخت�تر ͳکم بعدی مثال
آنها در که بیابید را ۲ و ۱ ،۰ ارقام با ͳرقم r دنباله�های تعداد .٧.١.۴ مثال
ظاهر آخرین راست سمت در ۰ رقم و باشد شده ظاهر ۲ رقم بار Έی حداقل

باشد. نیامده ۲ شدنِ

به چپ سمت از ͳوقت که بیابیم را ͳدنباله�های تعداد م�ͳخواهیم دیΎر عبارت به
دیده ۰ آن از پس م�ͳرسیم ۲ شدن ظاهر آخرین به و م�ͳکنیم حرکت راست سمت

از عبارتند دنباله�ها این r اولیۀ مقدار ۳ برای نشود.

۲.

۰۲,۱۲,۲۱,۲۲.

۰۰۲, ۰۱۲, ۰۲۱, ۰۲۲,

۱۰۲,۱۱۲,۱۲۱,۱۲۲,

۲۰۲,۲۱۲,۲۲۱,۲۲۲,۲۱۱.

را مناسب ͳرقم r دنباله�های بخواهیم اگر که م�ͳبینیم اعداد این به توجه با
ͳبازگشت رابطۀ کنیم توجه آنها چپ سمت رقم به و بنویسیم ΀صری ͳپاسخ م�ͳتوانید آیا

ͳبازگشت رابطۀ این برای
بیابید؟

ar = ar−۱ + ar−۱ + (ar−۱ + ۱)

سمت رقم اگر است. ۲ یا ۱ یا ۰ برابر چپ سمت رقم زیرا م�ͳشود، حاصل
عمل طریق ar−۱ به م�ͳتوان دیΎر رقم r−۱ نوشتن برای آنΎاه باشد ۰ برابر چپ
طریق ar−۱ به م�ͳتوان آنΎاه باشد ۱ برابر چپ سمت رقم اگر همچنین کرد.
r − ۱ دنبالۀ ar−۱ از غیر آنΎاه باشد ۲ برابر چپ سمت رقم اگر اما کرد. عمل
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شامل که دهیم قرار را دنباله�ای ۲ از بعد م�ͳتوانیم قبل، مرحلۀ در مناسب ̥ͳرقم
نتیجه در است. ۱ رقم بار r − ۱

ar = ۳ar−۱ + ۱.

نظر در با دنباله همین برای را دیΎری ͳبازگشت رابطۀ م�ͳتوان دیΎر سوی از
آورد. دست به راست سمت رقم گرفتن

باشد ۲ یا ۱ برابر م�ͳتواند رقم این که م�ͳبینیم کنیم توجه راست سمت رقم به اگر
ͳرقم r − ۱ دنباله�ای بخواهیم و بΎذاریم ۰ برابر را راست سمت رقم اگر زیرا
دنباله آن در ۲ رقم بار Έی حتماً که ͳآنجای از دهیم قرار آن چپ سمت در را
در گذاشته�ایم دنباله برای که ͳشرط با راست سمت رقم بودن ۰ است، شده ظاهر

است. تناقض

ar−۱ به ͳقبل رقم r − ۱ آنΎاه بΎیریم نظر در ۱ برابر را راست سمت رقم اگر
آن از قبل ارقام آنΎاه باشد ۲ برابر راست سمت رقم اگر و م�ͳشوند تعیین طریق
رابطۀ در ar پس م�ͳگردند. تعیین طریق ۳r−۱ به که باشند ۲ یا ۱ یا ۰ م�ͳتوانند

ͳبازگشتͳبازگشت رابطۀ این برای
چطور؟ ar = ar−۱ + ۳r−۱

م�ͳکند. صدق نیز

تعیین دنباله در ۲ آخرین شدن ظاهر به توجه با را ar مقدار م�ͳتوان دیΎر سوی از
این در باشد. شده ظاهر دنباله ام n م΋ان در بار آخرین ۲ رقم کنیم فرض کرد.
۱ باید آن از پس ارقام و باشند ۲ یا ۱ یا ۰ م�ͳتوانند آن از قبل ارقام صورت
داشته ۰ نباید آن از پس و است ۲ شدن ظاهر آخرین این (چون شوند انتخاب
شدن ظاهر آخرین که دارد وجود مم΋ن حالت ۱ ضربدر ۳n−۱ ͳیعن باشیم).
نتیجه در باشد. r یا . . . یا ۲ یا ۱ برابر م�ͳتواند n اما باشد. ام n م΋ان در ۲

ar =

r∑
n=۱

۳n−۱
=

۳r − ۱
۲

. ♠

با م�ͳتوانیم ͳراحت به کردیم پیدا ΀صری طور به را سؤال این ΁پاس که اکنون
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صورت به که دارد را آن ارزش ح΋م این برسیم. ΁پاس همین به ساده�تر ͳاستدلال
ساده�تری استدلال بتوانید تا ببینید را زیر مثال آن، از قبل شود. بیان قضیه Έی

بیابید. آن در م�ͳکنیم ادعا که را
بنویسید. را ۲ و ۱ ،۰ ارقام با ͳرقم ۳ دنباله�های کلیۀ .٨.١.۴ مثال

آخرین از پس که را ͳدنباله�های بتوانیم آن توسط که م�ͳبریم کار به را ͳروش ما
به را دنباله�ها این منظور بدین کنیم. ͳشناسای بهتر است نشده ظاهر ۰ آنها در ۲

م�ͳنویسیم: زیر ش΋ل ستون اعداد بین ͳارتباط چه
سمت ستون اعداد و سمتچپ

دارد؟ وجود ۱۱۱راست

۰۰۰ ↔ ۲۲۲

۰۰۱ ↔ ۲۲۱

۰۱۰ ↔ ۲۱۲

۰۱۱ ↔ ۲۱۱

۰۲۰ ↔ ۲۰۲

۱۰۰ ↔ ۱۲۲

۱۰۱ ↔ ۱۲۱

۱۱۰ ↔ ۱۱۲

۱۲۰ ↔ ۱۰۲

۲۰۰ ↔ ۰۲۲

۲۰۱ ↔ ۰۲۱

۲۱۰ ↔ ۰۱۲

۲۲۰ ↔ ۰۰۲

مطلوب راست، سمت ستون دنباله�های همۀ کنید. نΎاه راست سمت ستون به
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دنبالۀ هر برابر در آنΎاه بΎذاریم کنار را ۱۱۱ دنبالۀ اگر دیΎر عبارت به هستند.
برابر مطلوب دنباله�های تعداد ͳیعن دارد. وجود مطلوب دنبالۀ Έی نامطلوب
دنباله�های در Έی به Έی تناظر این نوشتن برای که کنید دقت .۳۳−۱

۲ با است
دنباله Έی فقط داده�ایم. قرار را ۰ رقم ۲ جای به و ۲ رقم ۰ جای به چپ، سمت
۱ آن ارقـام تمـام کـه دنبـاله�ای مـ�ͳماند؛ کـلاه ͳبـ سرش که هست میان این در
♠ است.

م�ͳدهد. دست به را ح΋م ساده�تر اثبات برای ایده�ای این
با ͳرقم r دنباله�های تعداد باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٩.١.۴ rقضیه دنباله�های به را ح΋م این

که n ،. . . ،۱ ،۰ ارقام با ͳرقم
ظاهر آنها در n بار Έی حداقل
شدن ظاهر آخرین از پس و شده
تعمیم است نیامده ۰ رقم ،n

دهید.

آخرین از پس و شده ظاهر آنها در ۲ عدد بار Έی حداقل که ۲ و ۱ ،۰ ارقام
.۳r−۱

۲ با است برابر است نیامده ۰ رقم ،۲ شدن ظاهر

هر برای م�ͳگذاریم. کنار را هستند ۱ ͳΎهم آن رقم r که دنباله�ای برهان.
های ۲ جای به که م�ͳسازیم صورت این به را آن با متناظر دنبالۀ دیΎر، دنبالۀ
مطلوب دلخواه، دنبالۀ Έی ترتیب بدین م�ͳگذاریم. ۲ آن های ۰ جای به و ۰ آن
در بنابراین (چرا؟). باشد نامطلوب آن نظیر دنبالۀ که ͳوقت فقط و فقط است
با است برابر نامطلوب دنباله�های تعداد داریم دست در که دنباله�ای ۳r −۱ بین
■ هستند. مطلوب آنها از ͳنیم لذا و مطلوب دنباله�های تعداد

از بیش با مسأله ΁پاس دنبالۀ که م�ͳشوند حاصل ͳزمان پیچیده�تر ͳبازگشت روابط
تعیین متفاوت دنبالۀ دو توسط مسأله ΁پاس یا باشد داشته کار و سر متغیر Έی
ͳدنباله�های به اکنون باشند. ارتباط در ی΋دیΎر با ͳبازگشت طور به که گردد
نمونه�های قبلا̈ البته باشند. داشته کار و سر متغیر Έی از بیش با که م�ͳپردازیم
با بΎیریم، نظر در (rn) برابر را ar,n اگر مثلا̈ دیده�ایم. را دست این از زیادی

ͳبازگشت رابطۀ در دنباله این که م�ͳدانیم خیام، مثلث به توجه
ar,n = ar−۱,n−۱ + ar−۱,n

ͳبازگشت رابطۀ در br,n = P (r, n) دنبالۀ همچنین م�ͳکند. صدق
br,n = nbr−۱,n−۱ + br−۱,n
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آنها ͳبازگشت رابطۀ و هستند نوع این از که دیΎری دنباله�های م�ͳکند. صدق
در که م�ͳباشند dr,n =

[
r
n

] و cr,n =
{
r
n

} دنباله�های است، شده شناخته ما برای
ͳبازگشت روابط

cr,n = cr−۱,n−۱ + ncr−۱,n,

dr,n = dr−۱,n−۱ + (r − ۱)dr−۱,n

توپ r دادن قرار مسألۀ توسط دنباله�ها این که داریم خاطر به م�ͳکنند. صدق
آمدند دست به نماند ͳخال جعبه�ای Ϳهی که طوری به ی΋سان جعبۀ n در متمایز
داخل توپ�های ͳدوم در و م�ͳدادیم قرار جعبه�ها در را توپ�ها صرفاً ͳاول در که
در را جعبه هر داخل توپ�های بخواهیم اگر م�ͳچیدیم. دایره دور را جعبه هر
را زیر تعریف م�ͳآید؟ وجود به دنباله�ای چه دهیم قرار هم سر پشت صف Έی

ببینید.
حالات تعداد باشند. ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .١٠.١.۴ تعریف
و نباشند ͳخال جعبه�ها که طوری به ی΋سان جعبۀ n در متمایز توپ r دادن قرار
م�ͳدهیم نمایش ∣∣rn∣∣ با را باشند شده چیده یΈصف در جعبه هر داخل توپ�های
♣ صفم�ͳنامیم. n به r را آن و
باشند. ۲ مساوی یا بزرگتر و ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .١١.١.۴ قضیه

صورت این rn∣∣∣∣در
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣r − ۱

n− ۱

∣∣∣∣+ (n+ r − ۱)
∣∣∣∣r − ۱

n

∣∣∣∣.

یΈجعبه در ͳتنهای به توپ این یا م�ͳگیریم. نظر در را ۱ شمارۀ توپ برهان. برابر ar,n کنیم rn∣∣∣∣∣فرض
∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣r − ۱
n− ۱

∣∣∣∣∣
دنبالۀ صورت این در باشد.
ͳبازگشت رابطۀ کدام در {ar,n}

م�ͳکند؟ صدق

دارد. وجود نیز دیΎری توپ دارد قرار توپ این که جعبه�ای در یا است آمده
در را توپ�ها بقیۀ باید آنΎاه باشد آمده جعبه Έی در ͳتنهای به توپ این اگر
همچنین م�ͳپذیرد. صورت طریق

∣∣r−۱
n−۱

∣∣ به کار این که دهیم قرار جعبه�ها بقیۀ
باشد داشته وجود هم دیΎری توپ توپ، این شامل جعبۀ در که باشد قرار اگر
توپ این و طریق) ∣∣r−۱

n

∣∣ (به دهیم قرار جعبه�ها کل در را توپ�ها بقیۀ باید آنΎاه
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از ͳ΋ی از بعد م�ͳتواند یا طریق) n (به بیاید جعبه هر صف ابتدای در م�ͳتواند
توجه با بنابراین طریق). r−۱ (به گیرد قرار صف�ها از ͳ΋ی در دیΎر توپ�های
■ م�ͳشود. نتیجه ح΋م ضرب اصل و جم΄ اصل به

ͳبازگشت رابطۀ در ar,n =
∣∣r
n

∣∣ دنبالۀ که م�ͳبینیم ترتیب بدین
ar,n = ar−۱,n−۱ + (n+ r − ۱)ar−۱,n

م�ͳکند. صدق

΁پاس برای ͳبازگشت روابط آوردن دست به از دیΎری نمونه�های مشاهدۀ توپکماکان ۳۰ م�ͳتوان طریق چند به
متفاوت جعبۀ ۵ در را متفاوت
جعبۀ در که طوری به گذاشت
قرار توپ زوج چهارم و اول
دیΎر جعبه�های در و بΎیرد

توپ؟ فرد

S

زدن، حدس که نم�ͳکنیم فراموش باشد. مفید م�ͳتواند ͳشمارش مسائل به دادن
داریم قصد که است ͳمهم مسألۀ سه ،ͳبازگشت روابط کردن حل و کردن اثبات
قرار توجه مورد را اول مسألۀ دو بخش، این در و بپردازیم آنها به فصل این در

داده�ایم.

باشد ملموس�تر هستیم آن دنبال به که ͳم΋ح و بعدی مسألۀ صورت که آن برای
م�ͳکنیم. ͳبررس هم با را زیر مثال ابتدا

بنویسید را ۴ و ۳ ،۲ ،۱ عدد چهار مم΋ن جایΎشت�های کلیۀ مثال۴.١٢.١.
که کنید تعیین جایΎشت، هر ͳمتوال جملات بین در ↓ و علامت↑ گذاشتن با و
م�ͳکند. نزول یا برسد خود از پس جملۀ به تا م�ͳکند صعود چپ سمت جملۀ

علامت باید ۳ و ۱ بین بΎیریم، نظر در را ۱۳۴۲ جایΎشت اگر مثال عنوان به
برسد. بعدی جملۀ به تا کند صعود باید چپ سمت جملۀ چون دهیم قرار را ↑

باشیم. داشته نزول باید ۲ به ۴ از اما دهیم انجام را کار همین باید هم ۴ و ۳ بین
.۱ ↑ ۳ ↑ ۴ ↓ ۲ م�ͳنویسیم بنابراین

۴ و ۳ ،۲ ،۱ عدد چهار برای مم΋ن جایΎشت�های کلیۀ فهرست ترتیب بدین
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است: زیر شرح به

۱ ↑ ۲ ↑ ۳ ↑ ۴,۱ ↑ ۲ ↑ ۴ ↓ ۳,۱ ↑ ۳ ↓ ۲ ↑ ۴,

۱ ↑ ۳ ↑ ۴ ↓ ۲,۱ ↑ ۴ ↓ ۲ ↑ ۳,۱ ↑ ۴ ↓ ۳ ↓ ۲,

۲ ↓ ۱ ↑ ۳ ↑ ۴,۲ ↓ ۱ ↑ ۴ ↓ ۳,۲ ↑ ۳ ↓ ۱ ↑ ۴,

۲ ↑ ۳ ↑ ۴ ↓ ۱,۲ ↑ ۴ ↓ ۱ ↑ ۳,۲ ↑ ۴ ↓ ۳ ↓ ۱,

۳ ↓ ۱ ↑ ۲ ↑ ۴,۳ ↓ ۱ ↑ ۴ ↓ ۲,۳ ↓ ۲ ↓ ۱ ↑ ۴,

۳ ↓ ۲ ↑ ۴ ↓ ۱,۳ ↑ ۴ ↓ ۱ ↑ ۲,۳ ↑ ۴ ↓ ۲ ↓ ۱,

۴ ↓ ۱ ↑ ۲ ↑ ۳,۴ ↓ ۱ ↑ ۳ ↓ ۲,۴ ↓ ۲ ↓ ۱ ↑ ۳,

۴ ↓ ۲ ↑ ۳ ↓ ۱,۴ ↓ ۳ ↓ ۱ ↑ ۲,۴ ↓ ۳ ↓ ۲ ↓ ۱. ♠

م�ͳتوان که ͳشت�هایΎجای بین در که است این م�ͳشود مطرح اکنون که ͳسؤال
صعود علامت بار n آنها در که دارد وجود تا چند نوشت r ،. . . ،۱ اعداد با

م�ͳشود. مشاهده نزول علامت چند ترتیب بدین
داشت؟ جایΎشت�هایخواهیم تعداد باشند. ͳطبیع اعدادی n و r فرضکنیم تعریف۴.١٣.١.

این م�ͳدهیم. نمایش ⟨rn⟩ با را داریم صعود بار n آنها در که r ،. . . ،۱ اعداد
♣ م�ͳنامند. اول۶ مرتبۀ اویلری اعداد را اعداد
این در باشند. ۲ از بزرگتر و ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .١۴.١.۴ قضیه

⟩صورت
r

n

⟩
= (r − n)

⟨
r − ۱
n− ۱

⟩
+ (n+ ۱)

⟨
r − ۱
n

⟩
.

م�ͳگیریم. نظر در را r−۱ ،. . . ،۱ اعداد از i۱i۲ . . . ir−۱ مانند ͳشتΎجای برهان.
و باشد آمده ↑ علامت ikik+۱ مانند جایΎشت این از ͳمتوال عدد دو بین اگر
ik ↑ r ↓ ik+۱ به جایΎشت از قسمت این آنΎاه دهیم قرار دو آن بین را r عدد
اما کرد. نخواهد تغییر ↑ علامت�های تعداد روش این به ͳیعن م�ͳشود، تبدیل

۶Eulerian numbers of the first order
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این تبدیل با آنΎاه باشد ↓ علامت جایΎشت در ͳمتوال عدد دو این بین اگر
اضافه ↑ علامت�های تعداد به واحد Έی حقیقت در ،ik ↑ r ↓ ik+۱ به قسمت
تعداد در تغییری جایΎشت Έی چپ سمت در r دادن قرار با همچنین م�ͳشود.
ها ↑ تعداد آن، راست سمت در r دادن قرار با ͳول نم�ͳشود ایجاد ↑ علامت�های

م�ͳشود. اضافه ͳ΋ی

بیاید؛ وجود به است مم΋ن حالت دو جایΎشت Έی به r افزودن با بنابراین
تغییر حالت چند در اما م�ͳیابد. افزایش واحد Έی یا نم�ͳکند تغییر ها ↑ تعداد
در را r که ͳصورت در م�ͳکند؟ پیدا افزایش واحد Έی حالت چند در و نم�ͳکند
ها ↑ تعداد دهیم قرار است شده ظاهر ↑ که ͳان�های΋م در جایΎشتیا سمتچپ
ͳان�های΋م در جایΎشتیا راست سمت در را r که ͳصورت در و نم�ͳکند تغییری
لذا م�ͳکند. پیدا افزایش واحد Έی ها ↑ تعداد دهیم قرار است شده ظاهر ↓ که
با ͳتای r − ۱ جایΎشت�های از باید یا صعود n ساختن برای که گفت م�ͳتوان
ایجاد ها ↑ تعداد در تغییری که کنیم اضافه طوری را r و کنیم استفاده صعود n

است برابر ͳیعن صعودها، تعداد علاوۀ به ۱ با است برابر تعداد این (که نشود
r و کنیم استفاده صعود n−۱ با ͳتای r−۱ جایΎشت�های از باید یا (۱+n با
برابر تعداد این (که یابد افزایش واحد Έی ها ↑ تعداد که کنیم اضافه طوری را
.(۱+ (r−۲)− (n−۱) با است برابر ͳیعن نزول�ها، تعداد علاوۀ به ۱ با است

از جایΎشت Έی یا صعود، n با عدد r از ͳشتΎجای ساختن برای نتیجه در
اضافه طوری را r و طریق) ⟨r−۱

n

⟩ (به م�ͳکنیم انتخاب صعود n با عدد r − را۱ اعداد اگر قضیه این در
چه باشیم نوشته دایره Έی دور

دارید؟ ͳپاسخ
از جایΎشت Έی یا طریق) n+۱ (به ن΋ند تغییری صعودها تعداد که م�ͳکنیم
طوری را r و طریق) ⟨r−۱

n−۱

⟩ (به م�ͳکنیم انتخاب صعود n − ۱ با عدد r − ۱

■ طریق). r − n (به یابد افزایش واحد Έی صعودها تعداد که م�ͳکنیم اضافه

ͳبازگشت رابطۀ در ar,n =
⟨
r
n

⟩ دنبالۀ که م�ͳدهد نشان قضیه این
ar,n = (r − n)ar−۱,n−۱ + (n+ ۱)ar−۱,n

هستند. متقارن ͳنوع به اعداد این که است این دیΎر جالب ن΋تۀ م�ͳکند. صدق
آن اثبات قبلا̈ که است (nk) = ( n

n−k

) اتحاد شبیه چیزی م�ͳآید زیر در که ͳم΋ح
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دیده�ایم. را
صورت این در باشند. ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .١۵.١.۴ ⟩قضیه

r

n

⟩
=

⟨
r

r − (n+ ۱)

⟩
.

صعود n جایΎشت این اگر م�ͳگیریم. نظر در را i۱ . . . ir جایΎشت برهان. ͳبازگشت رابطۀ از استفاده با
،١۴.١.۴ قضیۀ در مذکور
درست خیام مثلث شبیه ͳمثلث
ح΋م که دهید نشان و کنید
باعث چΎونه ١۵.١.۴ قضیۀ
مثلث آن اعداد شدن متقارن

شد. خواهد

صعود (r−۱)−n دارای ir . . . i۱ ͳیعن آن بازتاب٧ جایΎشت آنΎاه باشد داشته
که داریم (توجه م�ͳشوند تبدیل بالع΋س و ↓ به ↑ علامت�های چون بود، خواهد
(r − ۱) − n باید داریم صعود n ͳوقت و است r − ۱ برابر علامت�ها کل تعداد
بین Έی به Έی تناظری بازتاب عمل حقیقت در بنابراین، باشیم). داشته نزول
برقرار صعود (r−۱)−n دارای جایΎشت�های و صعود n دارای جایΎشت�های
■ است. برقرار ح΋م لذا و م�ͳکند

ͳاستدلال با معمولا˦ که دارد وجود اویلری اعداد مورد در نیز دیΎری اح΋ام البته
است. زیر شرح به دیΎر سادۀ نمونۀ Έی م�ͳشوند. اثبات ͳترکیبیات
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .١۶.١.۴ قضیه

r−۱∑
n=۰

⟨
r

n

⟩
= r!.

داشته صعود r−۱ یا . . . یا صعود ۱ یا صعود ۰ م�ͳتواند ͳشتΎجای هر برهان.
■ است. برقرار وضوح به ح΋م بنابراین باشد.

r(r−۱) . . .۱ ندارد صعود اصلا̈ که ͳشتΎجای .⟨r۰⟩ = ⟨ r
r−۱

⟩
= ۱ استکه ͳبدیه

م�ͳباشد. ۱۲ . . . r است صعود r − ۱ دارای که ͳشتΎجای و

Ίاسترلین اعداد با آنها ارتباط و اویلری اعداد مورد در نیز دیΎری اتحادهای
شد. خواهند ͳمعرف تمرین�ها در که دارد وجود

مطرح خاص ͳشت�هایΎجای تعداد مورد در م�ͳتوان که دیΎری جالب مسألۀ
متناوب صورت به ↓ و ↑ علامت�های که است ͳشت�هایΎجای تعداد یافتن کرد،

٧reflection
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م�ͳکنیم. ͳبررس را مسأله این ͳتای ۵ جایΎشت�های برای ابتدا باشند. شده ظاهر
Ϳهی که بنویسید را ۵ و ۴ ،۳ ،۲ ،۱ اعداد جایΎشت�های کلیۀ مثال۴.١٧.١.

باشیم. نداشته آنها در ͳمتوال نزول دو یا ͳمتوال صعود سهدو که داریم جایΎشت چند
ͳمتوال نزول دو یا ͳمتوال صعود

باشیم؟ نداشته آنها در ͳول است ͳشت�هایΎجای چنین از نمونه�ای ۱ ↑ ۳ ↓ ۲ ↑ ۵ ↓ ۴ جایΎشت مثلا̈
نیست. نوع این از ۱ ↑ ۳ ↓ ۲ ↑ ۴ ↑ ۵

از عبارتند هستند خاصیت این واجد و م�ͳشوند شروع ↑ با که ͳشت�هایΎجای

۱۳۲۵۴,۱۴۲۵۳,۱۴۳۵۲,۱۵۲۴۳,۱۵۳۴۲,

۲۳۱۵۴,۲۴۱۵۳,۲۴۳۵۱,۲۵۱۴۳,۲۵۳۴۱,

۳۴۱۵۲,۳۴۲۵۱,۳۵۱۴۲,۳۵۲۴۱,

۴۵۱۳۲,۴۵۲۳۱.

هستند خاصیت این واجد و م�ͳشوند شروع ↓ با که ͳشت�هایΎجای همچنین
از عبارتند

۵۳۴۱۲,۵۲۴۱۳,۵۲۳۱۴,۵۱۴۲۳,۵۱۳۲۴,

۴۳۵۱۲,۴۲۵۱۳,۴۲۳۱۵,۴۱۵۲۳,۴۱۳۲۵,

۳۲۵۱۴,۳۲۴۱۵,۳۱۵۲۴,۳۱۴۲۵,

۲۱۵۳۴,۲۱۴۳۵. ♠

ببینید. را زیر تعریف
نامیم متناوب٨ را r ،. . . ،۱ اعداد از i۱ . . . ir جایΎشت .١٨.١.۴ تعریف
متناوب جایΎشت نباشد. موجود آن در ͳمتوال نزول دو یا ͳمتوال صعود دو هرگاه
♣ .i۱ > i۲ هرگاه نامیم ͳکاهش و i۱ < i۲ هرگاه نامیم ͳافزایش را i۱ . . . ir

تعداد که بزنیم حدس م�ͳتوانیم بالا مثال به توجه با و تعریف این به توجه با

٨alternating
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تصور است مم΋ن است. برابر هم با ͳکاهش و ͳافزایش متناوب جایΎشت�های
اما است ͳکاهش آن بازتاب آنΎاه باشد ͳافزایش ͳمتناوب جایΎشت اگر که شود
مطلب این حقیقت در نیست. درست مطلب این که م�ͳدهد نشان مثال همین

باشد. زوج عددی جایΎشت اعداد تعداد که است درست ͳحالت در فقط
متناوب جایΎشت�های تعداد Ar باشد، ͳطبیع عددی r فرضکنیم لم۴.١٩.١.
صورت این در .ͳتای r ͳکاهش جایΎشت�های تعداد A′

r و ͳتای r ͳافزایش
.Ar = A′

r

(r+۱−i۱) . . . (r+۱−ir)شتΎجای ،i۱ . . . ir مانند جایΎشت هر برای برهان.
و فقط است ͳافزایش متناوب i۱ . . . ir جایΎشت صورت این در م�ͳکنیم. نظیر را
بدین باشد. ͳکاهش متناوب (r+۱−i۱) . . . (r+۱−ir)شتΎجای که ͳوقت فقط
جایΎشت�های و ͳافزایش متناوب جایΎشت�های بین Έی به Έی تناظری ترتیب
■ است. برابر هم با آنها تعداد لذا و م�ͳشود ایجاد ͳکاهش متناوب
جایΎشت�های تعداد Ar و باشد ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٢٠.١.۴ قضیه

صورت این در .ͳافزایش متناوب قضیه، این ح΋م از استفاده با
تعیین را Ar اولیۀ مقدار ۱۰

کنید.
Ar+۱ =

۱
۲

r∑
n=۰

(
r

n

)
AnAr−n.

ام n+۱ م΋ان در عدد این کنیم فرض م�ͳگیریم. نظر در را r+۱ عدد برهان.
ͳان΋م هر در عدد این باشد. r یا . . . یا ۱ یا ۰ برابر م�ͳتواند n که باشد آمده
بنابراین اول). م΋ان از غیر (البته م�ͳشود ظاهر ↑ (r + ۱) ↓ ش΋ل به باشد آمده
ͳافزایش متناوب یΈجایΎشت باید چپ به راست از جهت در آن از قبل عدد n

جایΎشت Έی باید راست به چپ از جهت در نیز آن از پس عدد r−n و باشند
متناوب یΈجایΎشت ساختن برای نتیجه در دهند. تش΋یل را ͳافزایش متناوب
(به م�ͳکنیم انتخاب r ،. . . ،۱ اعداد بین از عدد n ابتدا عدد، r+۱ با ͳافزایش
م�ͳنویسیم ͳافزایش متناوب ش΋ل به چپ به راست از را آنها سپس روش)، (rn)
به را عددها بقیۀ آن از بعد و م�ͳنویسیم را r + ۱ آن از پس روش)، An (به
به اما روش). Ar−n (به م�ͳنویسیم راست به چپ از ͳافزایش متناوب صورت
لذا .ͳکاهش هم و م�ͳشوند ساخته ͳافزایش متناوب جایΎشت�های هم ترتیب این
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■ بود. خواهد ۲Ar+۱ برابر ͳیعن Ar+۱ +A′
r+۱ برابر

∑r
n=۰

(
r
n

)
AnAr−n

از قبل اما بپردازیم اول مرتبۀ اویلری اعداد تعریف تعمیم به م�ͳخواهیم اکنون
قرار مطالعه مورد را چندگانه مجموعه�های مورد در ͳچیزهای که است لازم آن

دهیم.
اشیاء از گردایه�ای مجموعه٩، چند یا چندگانه یΈمجموعۀ تعریف۴.٢١.١.
مجموعه Έی X اگر دیΎر عبارت به است. متمایز) لزوماً نه (و مشخص کاملا̈
م�ͳشود نامیده چندگانه یΈمجموعۀ m : X → N∪{۰} مانند تاب΄ هر آنΎاه متناهͳباشد چندگانۀ مجموعۀ Έی

چندگانه زیرمجموعۀ چند
دارد؟

مجموعۀ Έی نمایش برای م�ͳنامیم. x عنصر ت΋رار١٠ درجۀ را m(x) آن در که
استفاده م�ͳرود کار به نیز مجموعه�ها نمایش برای که {} نماد همان از چندگانه
♣ م�ͳکنیم.

تفاوت این با است مجموعه شبیه چیزی چندگانه یΈمجموعۀ عبارتساده�تر، به
باشند. ت΋راری م�ͳتوانند آن عناصر که

درجۀ {۱,۱,۱,۲,۳,۳,۳,۳,۷,۷} چندگانۀ مجموعۀ برای .٢٢.١.۴ مثال
کنید. تعیین را عنصر هر ت΋رار

داریم دهیم نمایش m(x) با را x ت΋رار درجۀ اگر
m(۱) = ۳,m(۲) = ۱,m(۳) = ۴,m(۷) = ۲.

♠ .m(x) = ۰ داریم ۷ و ۳ ،۲ ،۱ از غیر های x برای که گفت م�ͳتوان و

ت΋رار درجۀ تاب΄ چندگانه، مجموعۀ Έی کردن مشخص برای م�ͳتوانیم بنابراین
کنیم. ͳمعرف را m ͳیعن آن

اگر .٢٣.١.۴ مثال
m(۳) = ۵,m(۷) = ۴,m(□) = ۲,m(⋄) = ۶

بنویسید. م�ͳکند مشخص m که را چندگانه�ای مجموعۀ آنΎاه

٩multiset
١٠multiplicity
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صورت به چندگانه مجموعۀ این
{۳,۳,۳,۳,۳,۷,۷,۷,۷,□,□, ⋄, ⋄, ⋄, ⋄, ⋄, ⋄}

♠ است.

برابر عضوی r مجموعۀ Έی روی جایΎشت�های تعداد م�ͳدانیم که طور همان
روی جایΎشت�های تعداد تعیین م�ͳتواند جالب ͳشمارش مسألۀ Έی است. r!

باشد. مجموعه چند Έی
Έی m : {۱, . . . , r} → N و ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٢۴.١.۴ قضیه
مجموعۀ روی جایΎشت�های تعداد صورت این در باشد. چندگانه مجموعۀ

با است برابر م�ͳکند مشخص را آن m که چندگانه�ای ضریب عنوان به قبلا̈ عدد این
شد. ظاهر چندجمله�ای بسط
مسأله دو این بین ͳارتباط چه

دارد؟ وجود

(m(۱) + . . .+m(r))!

m(۱)! . . .m(r)!
.

داده Mنمایش با مشخصم�ͳکند را آن m که چندگانه�ای مجموعۀ اگر برهان.
r بار m(r) دارای و . . . ،۲ بار m(۲) دارای ،۱ بار m(۱) دارای M آنΎاه شود
بود. خواهد عضو a = m(۱) + . . .+m(r) دارای M رفته هم روی ͳیعن است؛

ما اشیاء همۀ اگر م�ͳگیریم. نظر در a ،. . . ،۱ شماره�های با م΋ان a اکنون
بین در اما داد، قرار ی΋دیΎر کنار در طریق a! به م�ͳتوان را آنها باشند متفاوت
طریق m(i)! به م�ͳتوانند و ندارند هم با ͳتفاوت Ϳهی که آمده i عدد بار m(i) آنها
طرز در ͳتفاوت Ϳهی که آن بدون کنند عوض ی΋دیΎر با را خود جای مختلف
. . . ها، ۲ ها، ۱ که ͳحالات تعداد به را a! باید لذا شود. ایجاد آنها گرفتن قرار
مقدار این که کنیم تقسیم کنند عوض خودشان با را خود جای م�ͳتوانند ها r و اعضای م�ͳتوان طریق چند به

داد؟ قرار دایره Έی دور را M■ .m(۱)! . . .m(r)! با است برابر
m ت΋رار درجۀ تاب΄ توسط که را M چندگانۀ مجموعۀ .٢۵.١.۴ تعریف
باشیم داشته x ∈ M هر برای هرگاه م�ͳنامیم ۲-مجموعه Έی م�ͳشود مشخص
♣ .m(x) = ۲

۲-مجموعه Έی M = {۱,۱,۲,۲, . . . , r, r} کنیم فرض .٢۶.١.۴ نتیجه
. (۲r)!۲r با است برابر M روی جایΎشت�های تعداد صورت این در باشد.
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ح΋م بالا قضیۀ به توجه با m(۱) = . . . = m(r) = ۲ که ͳآنجای از برهان.
■ است. ͳبدیه

جایΎشت�های مورد در را ͳمعمول جایΎشت�های به مربوط ͳشمارش مسائل م�ͳتوان
تعیین شبیه مسأله�ای آنها از ͳ΋ی کرد. مطرح نیز چندگانه مجموعۀ Έی روی
ͳبررس را مثال Έی ابتدا دهید اجازه م�ͳباشد. صعود n با جایΎشت�های تعداد

کنیم.
Έی م�ͳگیریم. نظر در Mرا = {۱,۱,۲,۲,۳,۳} ۲-مجموعۀ مثال۴.٢٧.١.
بار دو بین یا n = ۱,۲,۳ هر ازای به هرگاه م�ͳنامیم خوب را M از جایΎشت
آمده n شدن ظاهر بار دو بین که عددی هر یا نشود ظاهر عددی Ϳهی n شدن ظاهر
جایΎشت�های کلیۀ دارد؟ وجود M روی جایΎشت چند کلا̈ باشد. n از بزرگتر

بنویسید. را M روی خوب

ͳآنجای از م�ͳباشد. ۶!
۲۳ = ۹۰ برابر M روی جایΎشت�های کل تعداد که م�ͳدانیم

(چون باشد ی΋دیΎر کنار در ۳ شدن ظاهر بار دو باید است عدد بزرگترین ۳ که
م�ͳتوانیم بنابراین شود). ظاهر آنها بین در که ندارد وجود بزرگتری عدد Ϳهی
ظاهر بار دو بین م�ͳتواند ۳۳ صورت این در بΎیریم. نظر در شͳء Έی را ۳۳

هر در م�ͳتوانیم را ۳۳ دیΎر عبارت به بیاید. ۲ شدن ظاهر بار دو بین و ۱ شدن
از عبارتند خوب جایΎشت�های توضیحات این با بنویسیم. ͳجای

۳۳۱۱۲۲,۱۳۳۱۲۲,۱۱۳۳۲۲,۱۱۲۳۳۲,۱۱۲۲۳۳,

۳۳۱۲۲۱,۱۳۳۲۲۱,۱۲۳۳۲۱,۱۲۲۳۳۱,۱۲۲۱۳۳,

۳۳۲۲۱۱,۲۳۳۲۱۱,۲۲۳۳۱۱,۲۲۱۳۳۱,۲۲۱۱۳۳. ♠

جایΎشت�های نوشتن برای ͳاستقرای شیوه�ای رفت، کار به فوق مثال در که ͳروش
{۱,۱,۲,۲} روی جایΎشت�های کلیۀ که کنید توجه م�ͳدهد. دست به را خوب
خوب جایΎشت�های ساختن برای بنابراین .۲۲۱۱ و ۱۲۲۱ ،۱۱۲۲ از عبارتند
جایΎشت�های عضو دو بین ͳجای هر در را ۳۳ م�ͳتوان {۱,۱,۲,۲,۳,۳} روی

داد. قرار ͳقبل خوب
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در .M = {۱,۱, . . . , r, r} و باشد ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٢٨.١.۴ قضیه
دو بین یا n = ۱, . . . , r هر ازای به که M از ͳشت�هایΎجای تعداد صورت این
شدن ظاهر بار دو بین که عددی هر یا باشد نیامده عددی Ϳهی n شدن ظاهر بار

با است برابر باشد بزرگتر n از است آمده n که داریم خوب جایΎشت چند
باشند؟ آمده ها ۲ از قبل ها ۱۱ · ۳ · · · (۲r − ۱) =

(۲r)!
۲rr!

.

است شͳء Έی rr لذا باشد. ی΋دیΎر کنار در r شدن ظاهر بار دو باید برهان.
{۱,۱, . . . , r−۱, r−۱} روی خوب جایΎشت�های در ͳجای هر در م�ͳتواند که
م΋ان ۲(r−۱)+۱ پس است ۲(r−۱) برابر اعداد این تعداد چون شود. ظاهر

داریم. rr دادن قرار برای

آنΎاه باشد مسأله ΁پاس ar اگر که گفت م�ͳتوان بنابراین
ar = (۲(r − ۱) + ۱)ar−۱ = (۲r − ۱)ar−۱.

■ کرد. اثبات را ح΋م م�ͳتوان r روی استقرا به حال

قضیۀ در که است ͳشت�هایΎجای همان زیر تعریف جایΎشتخوبدر از منظور
آوردیم. دست به را آنها تعداد بالا

جایΎشت�های تعداد باشند. ͳطبیع اعدادی n و r فرضکنیم تعریف۴.٢٩.١.
داریم صعود (اکیداً) بار n آنها در که {۱,۱, . . . , r, r} ۲-مجموعۀ روی خوب نزول (اکیداً) بار چند لذا و

م�ͳنامیم.♣داریم؟ دوم١١ مرتبۀ اویلری اعداد را اعداد این م�ͳدهیم. نمایش ⟨⟨rn⟩⟩ با را
کنیم. اثبات را دوم مرتبۀ اویلری اعداد برای ͳبازگشت رابطه�ای م�ͳتوانیم اکنون
در اول مرتبۀ اویلری اعداد برای ͳبازگشت رابطۀ شبیه چیزی ͳبازگشت رابطۀ این
تساوی راست سمت در اول جملۀ ضریب که تفاوت این با است ١۴.١.۴ قضیۀ
دوم مرتبۀ اویلری را اعداد این رو این از است. ۲r−۱− n برابر r− n جای به

م�ͳنامیم.
این در باشند. ۲ از بزرگتر و ͳطبیع اعدادی n و r کنیم فرض .٣٠.١.۴ قضیه

١١Eulerian numbers of the second order
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⟩⟩صورت
r

n

⟩⟩
= (۲r − ۱− n)

⟨⟨
r − ۱
n− ۱

⟩⟩
+ (n+ ۱)

⟨⟨
r − ۱
n

⟩⟩
.

م�ͳگذاریم ↑ یا جایΎشت Έی ͳمتوال عضو دو بین که م�ͳکنیم قرارداد برهان.
Ϳهی یا و نزول) اکیداً حالت (در م�ͳگذاریم ↓ یا صعود) اکیداً حالت (در
i۱i۲ . . . i۲(r−۱) مانند خوب ͳشتΎجای تساوی). حالت (در نم�ͳگذاریم ͳعلامت
عدد دو بین اگر م�ͳگیریم. نظر در را {۱,۱, . . . , r − ۱, r − ۱} ۲-مجموعۀ از
آن بین را rr عدد و باشد آمده ↑ علامت ikik+۱ مانند جایΎشت این از ͳمتوال
م�ͳشود، تبدیل ik ↑ rr ↓ ik+۱ به جایΎشت از قسمت این آنΎاه دهیم قرار دو
این بین اگر اما کرد. نخواهد تغییر ↑ علامت�های تعداد روش این به ͳیعن
ͳعلامت Ϳهی یا باشد ↓ یا ͳیعن) نباشد ↑ علامت جایΎشت در ͳمتوال عدد دو
به واحد Έی حقیقت در ،ik ↑ rr ↓ ik+۱ به قسمت این تبدیل با آنΎاه نباشد)
Έی چپ سمت در rr دادن قرار با همچنین م�ͳشود. اضافه ↑ علامت�های تعداد
در rr دادن قرار با ͳول نم�ͳشود ایجاد ↑ علامت�های تعداد در تغییری جایΎشت

م�ͳشود. اضافه ͳ΋ی ها ↑ تعداد آن، راست سمت

بیاید؛ وجود به است مم΋ن حالت دو جایΎشت Έی به rr افزودن با دوربنابراین را اعداد بود قرار اگر
وجود حالت چند بنویسیم دایره

م�ͳداشت؟
تغییر حالت چند در اما م�ͳیابد. افزایش واحد Έی یا نم�ͳکند تغییر ها ↑ تعداد
را rr که ͳصورت در م�ͳکند؟ پیدا افزایش واحد Έی حالت چند در و نم�ͳکند
تعداد دهیم قرار است شده ظاهر ↑ که ͳان�های΋م در جایΎشتیا چپ سمت در
در یا جایΎشت راست سمت در را rr که ͳصورت در و نم�ͳکند تغییری ها ↑

پیدا افزایش واحد Έی ها ↑ تعداد دهیم قرار است نشده ظاهر ↑ که ͳان�های΋م
جایΎشت�های از باید یا صعود n ساختن برای که گفت م�ͳتوان لذا م�ͳکند.
طوری را rr و کنیم استفاده صعود n با {۱,۱, . . . , r−۱, r−۱} روی۲-مجموعۀ
۱ با است برابر تعداد این (که نشود ایجاد ها ↑ تعداد در تغییری که کنیم اضافه
روی جایΎشت�های از باید یا (۱+n با است برابر ͳیعن صعودها، تعداد بهعلاوۀ
طوری را rr و کنیم استفاده صعود n−۱ با {۱,۱, . . . , r−۱, r−۱} ۲-مجموعۀ

۱ با است برابر تعداد این (که یابد افزایش واحد Έی ها ↑ تعداد که کنیم اضافه
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.(۱+(۲(r−۱)−۱)− (n−۱) با است برابر ͳیعن غیرصعودها، تعداد علاوۀ به

صعود، n با {۱,۱, . . . , r, r} ۲-مجموعۀ از ͳشتΎجای ساختن برای نتیجه در
انتخاب صعود n با {۱,۱, . . . , r − ۱, r − ۱} ۲-مجموعۀ از جایΎشت Έی یا
صعودها تعداد که م�ͳکنیم اضافه طوری را rr و طریق) ⟨

⟨
r−۱
n

⟩
⟩ (به م�ͳکنیم

{۱,۱, . . . , r− ۲-مجموعۀ از یΈجایΎشت یا طریق) n+۱ (به ن΋ند تغییری
طوری را rr و طریق) ⟨

⟨
r−۱
n−۱

⟩
⟩ (به م�ͳکنیم انتخاب صعود n − ۱ با ۱, r − ۱}

۲r − ۱ − n (به یابد افـزایش واحـد Έیـ صـعودهـا تعداد که م�ͳکنیم اضافه م�ͳدانیم را ΀صری ΁پاس ͳوقت
رابطۀ که است نیازی چه
آنچه مانند پیچیده�ای ͳبازگشت
است آمده ٣٢.١.۴ قضیۀ در
امر حقیقت کنیم؟ اثبات را
برای رابطه، این که است این
مشابه که ͳسؤالات به دادن ΁پاس
بسیار هستند کاتالان مسألۀ
ͳنمونه�های بعداً م�ͳباشد. مفید
را ͳبازگشت رابطۀ این کاربرد از

م�ͳبینیم.

■ طریق).

که کرد اثبات استقرا از استفاده با م�ͳتوان ͳسادگ به فوق قضیۀ به توجه با
.⟨⟨rr⟩⟩ = ۰

کنیم. اثبات را زیر ح΋م م�ͳتوانیم ١۶.١.۴ قضیۀ مشابه
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٣١.١.۴ قضیه

r−۱∑
n=۰

⟨⟨
r

n

⟩⟩
=

(۲r)!
۲rr!

.

(اکیداً) بار r − ۱ حداکثر خوب جایΎشت Έی در که ͳآنجای از برهان.
بـرقـرار حـ΋م است، (۲r)!

۲rr!
برابر خوب جایΎشت�های کل تعداد و داریم صعود

■ مـ�ͳباشـد.

مختلف حالات تعـداد محـاسبۀ بـرای ͳبـازگشـت رابـطه�ای ١٢.٢.١ مـثال در
١۴.٢.١ قضیۀ در و آوردیم دست به را مختلف متغیر n برای پرانتزگذاری
نظر در ی΋سان متغیرها همۀ اگر دادیم. ارائه را مسأله این برای ΀صری ͳپاسخ
Cn−۱ با و م�ͳنامیم کاتالان عدد را آن که مم΋ن حالات تعداد آنΎاه شوند گرفته
م�ͳتوان ١۴.٢.١ قضیۀ به توجه با بنابراین .On

n! با است برابر م�ͳدهیم، نمایش
که گفت

Cn =
(۲n)!
n!

(n+ ۱)!
=

۱
n+ ۱

(
۲n
n

)
.

رابطۀ م�ͳخواهیم اکنون شد. اثبات ٢٠.۴.٢ مثال در که است ͳم΋ح این
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کنیم. اثبات کاتالان اعداد برای را دیΎری ͳبازگشت
صورت این در باشد. ͳطبیع عددی r کنیم فرض .٣٢.١.۴ قضیه

Cr+۱ =

r∑
n=۰

CnCr−n.

که ͳحالات تعداد م�ͳگیریم. نظر در را a مانند ی΋سان متغیر r + ۲ برهان.
.Cr+۱ با است برابر کرد پرانتزگذاری را متغیرها این بین ضرب اعمال م�ͳتوان
م�ͳبینیم کنیم توجه شود انجام باید که ͳضرب عمل آخرین به اگر دیΎر طرف از
. . . یا ۱ یا ۰ برابر n که شود واق΄ ام n+۱ م΋ان در م�ͳتواند ضرب عمل این که
است). r+۱ برابر ضرب اعمال تعداد متغیر، r+۲ برای که (م�ͳدانیم است r یا
دسته دو با کنیم نΎاه ضرب عمل این راست سمت و چپ سمت به اگر اکنون
ضرب عمل r− n دیΎری در ضربو عمل n ͳ΋ی در که م�ͳشویم مواجه متغیر
ی΋دیΎر در را متغیرها ضرب، عمل n با م�ͳتوان که ͳحالات تعداد دارد. وجود
متغیرها ضرب، عمل r − n با م�ͳتوان که ͳحالات تعداد و Cn برابر کرد ضرب
■ است. برقرار ح΋م لذا م�ͳباشد. Cr−n برابر کرد ضرب ی΋دیΎر در را

از عبارتند کاتالان اعداد اولیۀ مقدار چند

C۰ = ۱, C۱ = ۱, C۲ = ۲, C۳ = ۵, C۴ = ۱۴,

C۵ = ۴۲, C۶ = ۱۳۲, C۷ = ۴۲۹, C۸ = ۱۴۳۰,

C۹ = ۴۸۶۲, C۱۰ = ۱۶۷۹۶, C۱۱ = ۵۸۷۸۶, . . .

داد. ارائه م�ͳتوان را زیر ح΋م چند کاتالان اعداد از ͳکاربردهای عنوان به
با است برابر ١٢ͳضلع r Έی مثلث�بندی حالات تعداد .٣٣.١.۴ دادهقضیه ΀صری ΁پاس کنید ͳسع

استقرا از استفاده با را شده
مم΋ن کار این آیا کنید. اثبات

است؟

۱
r − ۱

(
۲(r − ۲)
r − ۲

)
.

کنیم وصل ی΋دیΎر به متقاط΄ غیر ͳخطوط با را ͳضلع r رئوس ͳبرخ که است این ١٢منظور

شود. افراز مثلث چند به ͳضلع r تا
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سه م�ͳدهیم. نمایش Tr با را ͳضلع r Έی مثلث�بندی حالات تعداد برهان.
افتد: اتفاق است مم΋ن زیر حالت

به ͳضلع r حالت این در باشد؛ وصل ۳ شمارۀ رأس به ۱ شمارۀ رأس •
مثلث�بندی طریق Tr−۱ به که م�ͳشود افراز ͳضلع r−۱ Έی و مثلث Έی

م�ͳگردد.

که باشد n شمارۀ رأس است وصل آن به ۱ شمارۀ رأس که ͳرأس اولین •
وصل n رأسشمارۀ به هم ۲ رأسشمارۀ باید حالت این در r−۱؛ ≥ n ≥ ۴

r+۲−n Έی و مثلث Έی ،ͳضلع n−۱ Έی به ͳضلع r بنابراین باشد.
م�ͳگردد. مثلث�بندی طریق Tn−۱Tr+۲−n به که م�ͳشود افراز ͳضلع

شمارۀ رأس حالت این در باشد؛ نشده وصل ͳرأس Ϳهی به ۱ شمارۀ رأس •
Έی و مثلث Έی به ͳضلع r لذا و باشد وصل r شمارۀ رأس به باید ۲

م�ͳگردد. مثلث�بندی طریق Tr−۱ به که م�ͳشود افراز ͳضلع r − ۱

که گفت م�ͳتوان بنابراین

Tr = Tr−۱ +
r−۱∑
n=۴

Tn−۱Tr+۲−n + Tr−۱.

داریم Cr = Tr+۲ فرض با اکنون

Cr+۱ =
r∑

n=۰

CnCr−n

نتیجه در است. ام r کاتالان عدد همان Tr+۲ لذا و مثلث�بندی مسألۀ م�ͳتوانید آیا
مسألۀ به مستقیماً را

دهید؟ ربط پرانتزگذاری
Tr = Cr−۲ =

۱
r − ۱

(
۲(r − ۲)
r − ۲

)
. ■

کنیم. ͳبررس را مثال Έی ابتدا دهید اجازه دهیم ارائه را بعدی ح΋م که آن برای
است: ایستاده ریل Έی روی زیر صورت به واگن ۴ با قطاری مثال۴.١.٣۴.

۱,۲,۳,۴
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تونل Έی راه بین در برود. راست سمت به چپ سمت از م�ͳخواهد قطار این
در ͳمدت برای و فرستاد تونل داخل را قطار از واگن چند م�ͳتوان که دارد وجود
عوضم�ͳشود. آنها ترتیب م�ͳشوند خارج تونل از واگن�ها ͳوقت داشت. نΎه م�ͳتوانیمآنجا که کنید توجه

که ͳزمان هر تا را واگن�ها
و داریم نΎه تونل در بخواهیم
از تعداد هر لحظه�ای، هر در

کنیم. خارج تونل از را آنها

کنیم؟ درست راست سمت در م�ͳتوانیم را ͳشت�هایΎجای چه ترتیب بدین

ͳخروج وضعیت�های از حالت چند دهید اجازه سؤال صورت شدن ΀واض برای
کنیم. ͳبررس را

م�ͳشود: حاصل زیر ش΋ل بفرستیم، تونل داخل را ۳ و ۴ واگن�های اگر مثلا̈

۴

۳

۱,۲

بیاید، راست سمت به تا دهیم عبور ریل روی مستقیماً را ۲ م�ͳتوانیم اکنون
را ۱ واگن دهیم، قرار ۲ واگن چپ سمت در و کنیم خارج تونل از را ۳ واگن
ترتیب بدین کنیم. خارج تونل از را ۴ آن از پس و دهیم انتقال راست سمت به

وضعیت
۴,۱,۳,۲

م�ͳشود. حاصل

سپس و دهیم عبور را ۱ آن از پس و ۲ داریم، نΎه تونل در را ۳ و ۴ م�ͳتوانستیم
وضعیت به ترتیب بدین دهیم. قرار آنها چپ سمت در را ۴ و ۳

۴,۳,۱,۲

م�ͳرسیم.

وضعیت مثلا̈ کرد. ایجاد ͳخروج در نم�ͳتوان را حالت�ها از ͳبرخ اما
۲,۴,۱,۳

باشیم داشته راست سمت در را ۳ بخواهیم اگر چون نم�ͳشود، ایجاد هیچΎاه
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عدد دومین که ͳآنجای از اما دهیم. عبور را ۳ و داریم نΎه تونل در را ۴ باید
در این و است رفته تونل داخل نیز ۲ مسلماً پس است ۱ برابر راست سمت در
اکنون که ͳوضعیت بنابراین بود، شده داده قرار تونل در قبل از ۴ که است ͳحال
نم�ͳتوان ترتیب بدین داد. قرار ۲ بالای ۴ که است ش΋ل این به داریم تونل در

کرد. ایجاد ͳخروج در ۲ راست سمت در را ۴

م�ͳشود: ایجاد ͳخروج در زیر وضعیت�های که ببینیم م�ͳتوانیم تأمل ͳکم با خرج به را تأمل این حتماً
را مم΋ن حالات کلیۀ و دهید

بیابید. ۱,۲,۳,۴خودتان ۱,۲,۴,۳

۱,۳,۲,۴ ۱,۴,۲,۳

۱,۴,۳,۲ ۲,۱,۳,۴

۲,۱,۴,۳ ۳,۱,۲,۴

۳,۲,۱,۴ ۴,۱,۲,۳

۴,۱,۳,۲ ۴,۲,۱,۳

۴,۳,۱,۲ ۴,۳,۲,۱. ♠

ͳبازگشت رابطه�ای م�ͳتوانیم کنیم نΎاه عدد بزرگ�ترین گرفتن قرار محل به اگر
بیابیم. ͳخروج جایΎشت�های تعداد تعیین برای

باشد r برابر واگن�ها تعداد اگر بالا مثال مفروضات همان با .٣۵.١.۴ قضیه
با است برابر ͳخروج جایΎشت�های تعداد آنΎاه

۱
r + ۱

(
۲r
r

)
.

کنیم فرض م�ͳدهیم. نمایش Sr با را مطلوب جایΎشت�های تعداد برهان.
صورت به که داریم واگن r + ۱

۱,۲, . . . , r, r + ۱

ام n + ۱ م΋ان در م�ͳتواند r + ۱ واگن ،ͳخروج جایΎشت در گرفته�اند. قرار
است. r یا . . . یا ۱ یا ۰ برابر n که گیرد قرار راست) سمت (از
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r − n و آن راست سمت در واگن n آنΎاه باشد ام n + ۱ م΋ان در r + ۱ اگر
باید راست سمت واگن n شماره�های مجموعۀ دارند. قرار چپ سمت در واگن
م�ͳگیرند. قرار چپ سمت در اعداد بقیۀ و باشد {r, r − ۱, . . . , r − (n − ۱)}

از قبل عدد n دقیقاً باید هستند راست سمت در که ͳواگن n دیΎر عبارت به
ͳوقت که م�ͳدهد روی دلیل بدان امر این ترتیب). به لزوماً نه (البته باشند r+۱را مسأله این م�ͳتوانید آیا

پرانتزگذاری مسألۀ به مستقیماً
دهید؟ ربط

داریم نΎه تونل در را r+۱ باید دهیم قرار ام n+۱ م΋ان در را r+۱ بخواهیم
خارج تونل از را r +۱ سپس و کنیم رد تونل از ͳنوع به را آن از پس عدد n و
صورت به باید r + ۱ از بعد و قبل واگن�های شماره�های مجموعۀ پس سازیم.

{۱,۲, . . . , r − n}, r + ۱, {r − n+ ۱, . . . , r}

اما نشده�اند. ظاهر ترتیب به لزوماً r+۱ راست و چپ سمت واگن�های که باشد
داد؟ قرار را واگن�ها این م�ͳتوان ͳترتیب چه با

واگن n و گیرند قرار طریق Sr−n به م�ͳتوانند چپ سمت واگن r−nحقیقت در
ضرب اصل به توجه با لذا شوند. چیده طریق Sn به م�ͳتوانند نیز راست سمت

داریم

Sr+۱ =

r∑
n=۰

SnSr−n.

ازای به پس S۰ = C۰ = ۱ چون و است کاتالان اعداد ͳبازگشت رابطۀ همان این
■ است. برقرار ح΋م نتیجه در .Sr = Cr داریم r هر

نیست بد اما م�ͳباشد ٣٢.١.۴ قضیۀ ͳبازگشت رابطۀ از کاربردی نیز بعدی ح΋م
کنیم. ͳبررس را آن مثال Έی قالب در آن از قبل

۰ رقم سه و ۱ رقم سه از استفاده با ͳرقم ۶ دنباله�ای م�ͳخواهیم مثال۴.١.٣۶.
همواره م�ͳکنیم حرکت راست سمت به چپ سمت از ͳوقت که طوری به بنویسیم
صورت طریق چند به کار این باشد. ها ۰ تعداد مساوی یا بیشتر ها ۱ ۱تعداد رقم r که ͳدنباله�های بین در

شرط این و دارند ۰ رقم r و
امین k است برقرار آنها برای
را (دنباله�ها است؟ کدام دنباله
مبنای۲ در آنها ارزش ترتیب به

م�ͳکنیم.) مرتب

م�ͳگیرد؟

آنΎاه باشد a۱a۲a۳a۴a۵a۶ صورت به ما دنبالۀ اگر که است این سؤال منظور
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دنباله�های در

a۱

a۱, a۲

a۱, a۲, a۳

a۱, a۲, a۳, a۴

a۱, a۲, a۳, a۴, a۵

a۱, a۲, a۳, a۴, a۵, a۶

ͳدنباله�های چنین باشد. ها ۰ تعداد مساوی یا بیشتر ها ۱ تعداد باید همواره
از عبارتند

۱۱۱۰۰۰,۱۰۱۱۰۰,۱۰۱۰۱۰,۱۱۰۰۱۰,۱۱۰۱۰۰.

برابر هم با ها ۰ و ها ۱ تعداد که ͳجای اولین به و کنید حرکت چپ سمت از
است؟ چند برابر فوق دنباله�های از Έی هر برای تعداد این کنید. توجه م�ͳشود

در م�ͳشود برابر هم با ها ۰ و ها ۱ تعداد که ͳجای اولین ۱۱۱۰۰۰ دنبالۀ برای
است. ۳ برابر ها ۰ تعداد و ها ۱ تعداد که ͳوقت ͳیعن است، رقم آخرین

در م�ͳشود برابر هم با ها ۰ و ها ۱ تعداد که ͳجای اولین نیز ۱۰۱۱۰۰ دنبالۀ برای
است. ۳ برابر ها ۰ تعداد و ها ۱ تعداد که ͳوقت ͳیعن است، رقم آخرین

در م�ͳشود برابر هم با ها ۰ و ها ۱ تعداد که ͳجای اولین ۱۰۱۰۱۰ دنبالۀ برای
است. ۱ برابر ها ۰ تعداد و ها ۱ تعداد که ͳوقت ͳیعن است، رقم دومین

در م�ͳشود برابر هم با ها ۰ و ها ۱ تعداد که ͳجای اولین ۱۱۰۰۱۰ دنبالۀ برای ها ۱ جای به مسأله این در اگر
ها جای۰ به و باز پرانتز علامت
دهیم قرار بسته پرانتز علامت
r نوشتن مختلف حالات آنΎاه
که بسته پرانتز r و باز پرانتز
باشند جور هم با پرانتزگذاری�ها

م�ͳآید. دست به

است. ۲ برابر ها ۰ تعداد و ها ۱ تعداد که ͳوقت ͳیعن است، رقم چهارمین

در م�ͳشود برابر هم با ها ۰ و ها ۱ تعداد که ͳجای اولین ۱۱۰۱۰۰ دنبالۀ برای
♠ است. ۳ برابر ها ۰ تعداد و ها ۱ تعداد که ͳوقت ͳیعن است، رقم آخرین
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تعداد که ͳجای اولین به است ͳکاف است! بعدی ح΋م اثبات ͳطلای کلید این
کنیم. توجه م�ͳشود برابر ها ۰ و ها ۱

آنها در که ۱ رقم r و ۰ رقم r با ͳرقم ۲r دنباله�های تعداد .٣٧.١.۴ قضیه
مساوی یا بیشتر ها ۱ تعداد همواره م�ͳکنیم حرکت راست به چپ سمت از ͳوقت

با است برابر است ها ۰ تعداد
۱

r + ۱

(
۲r
r

)
.

و ۱ رقم r + ۱ کنیم فرض م�ͳدهیم. نمایش Wr با را مطلوب تعداد برهان.
باشیم. داشته ۰ رقم r + ۱

برابر ها ۰ و ها ۱ تعداد که ͳان΋م اولین به و م�ͳکنیم حرکت چپ سمت از
۱ یا ۰ برابر م�ͳتواند n که م�ͳنامیم n + ۱ را تعداد این م�ͳکنیم. توجه م�ͳشوند

باشد. r یا . . . یا

بار n+ ۱ باید باشد n+ ۱ مساوی و هم با برابر ها ۰ و ها ۱ تعداد که آن برای
۱ برابر باید چپ سمت رقم اولین که است ͳبدیه باشیم. داشته ۰ بار n+۱ و ۱

n+ ۱ آنΎاه باشد ۱ رقم این اگر چون باشد ۰ برابر باید نیز رقم آخرین اما باشد
سمت در پس م�ͳشود. برابر ها ۰ و ها ۱ تعداد که باشد ͳان΋م اولین نم�ͳتواند
رقم و ۱ آن چپ سمت رقم که داریم ͳرقم ۲(n + ۱) دنباله�ای م΋ان این چپ
تش΋یل ͳرقم ۲n مطلوب دنبالۀ Έی از دنباله این لذا است. ۰ آن راست سمت
گرفته قرار آن راست سمت در ۰ Έی و آن چپ سمت در ۱ Έی که است شده

م�ͳباشد. Wn برابر ͳدنباله�های چنین تعداد است.

چون که گیرد قرار ͳرقم ۲(r−n) دنباله�ای باید م΋ان این از بعد دیΎر سوی پرسیدند:از ͳمعروف ریاضیدان از
در من گفت: داری؟ سال چند
هستم. ͳΎسال x سن در x۲ سال

کیست؟ ریاضیدان این

Έی باید هم بعد به اینجا از پس است برابر ها ۰ و ها ۱ تعداد حاضر م΋ان در
م�ͳباشد. Wr−n برابر آنها تعداد که باشیم داشته مطلوب دنبالۀ

داریم ضرب اصل بنابر اکنون

Wr+۱ =

r∑
n=۰

WnWr−n
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ح΋م لذا و است کاتالان دنبالۀ همان Wr دنبالۀ پس W۰ = C۰ = ۱ چون و
■ م�ͳباشد. برقرار

ͳبرخ نباشد بد شاید که دارد وجود کاتالان اعداد کاربرد از زیادی نمونه�های
ببینیم. تمرین�ها در را آنها از

ͳبازگشت روابط حل ٢.۴

ساده بسیار ͳبازگشت رابطۀ چند حل برای ͳروش�های ارائۀ به بخش این در
ناهمΎن و همΎن ͳبازگشت روابط مورد در مفصل ͳبحث م�ͳتوانستیم م�ͳپردازیم.
که است این امر حقیقت اما دهیم ارائه اینجا در را آنها حل مختلف شیوه�های و
م�ͳشوند خاصحل ͳترفندهای با که هستند ͳمسأله�های زیبا، ͳبازگشت روابط اکثر
مربوط مسائل اوقات ͳگاه نیست. کارساز آنها مورد در متداول شیوه�های و
حل آشنا مسائل به مسأله تبدیل و آشنا نمونه�های مشاهدۀ با ͳبازگشت روابط به ابـتـ΋ـار تـحـرک قـدرت

نیست استدلال در ͳریاض
است. تصور در بل΋ـه

Augustus DeMorgan

΁پاس که کرد اثبات م�ͳتوان چΎونه که دیدیم قبل بخش در مثلا̈ م�ͳشوند.
به توجه با آن از پس و م�ͳکند صدق کاتالان ͳبازگشت رابطۀ در خاص مسأله�ای
مسأله ΀صری جواب م�ͳتوانیم م�ͳدانیم را کاتالان ͳبازگشت رابطۀ ΁پاس که این

آوریم. دست به را

به منحصر ͳجواب اولیه، شرط�های) (یا شرط با ͳبازگشت رابطۀ هر که ͳآنجای از
ͳروش یا دهیم ارائه آن برای ΀صری جواب Έی بتوانیم که ͳصورت در دارد، فرد
است ͳکاف مسأله برای همین رسید، جواب به بتوان آن اساس بر که دهیم ارائه را

است. شده آورده کجا از جواب این که کنیم استدلال نیست لازم لذا و

م�ͳباشد an = an−۱ + f(n) ش΋ل به ͳمعادلات ͳبازگشت معادلات نوع ساده�ترین
ایجاد ͳنواح تعداد بیشترین مثلا̈ است. n حسب بر ͳدلخواه تاب΄ f آن در که
an = an−۱ +n ͳبازگشت رابطۀ در یΈصفحه در خط n کردن رسم توسط شده

م�ͳکند. صدق
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ͳبازگشت رابطۀ .١.٢.۴ مثال
an = an−۱ + ۲n− ۱

کنید. حل a۰ = ۵ اولیۀ شرط با را

داریم

a۰ = ۵

a۱ = a۰ + ۱

a۲ = a۱ + ۳

a۳ = a۲ + ۵

. . .

an−۱ = an−۲ + ۲(n− ۱)− ۱

an = an−۱ + ۲n− ۱.

جم΄ هم با را چپ سمت عبارات و هم با را راست سمت عبارات اگر اکنون
داریم کنیم

a۰ + a۱ + a۲ + a۳ + . . .+ an−۱ + an

= a۰ + a۱ + a۲ + an−۲ + an−۱

+۵+ ۱+ ۳+ ۵+ . . .+ (۲n− ۳) + (۲n− ۱)

داریم بالا تساوی طرفین از a۰ + a۱ + a۲ + a۳ + . . .+ an−۱ کردن حذف با و
an = ۵+ ۱+ ۳+ ۵+ . . .+ (۲n− ۳) + (۲n− ۱).

آن به توجه با حال این با است ما ͳبازگشت رابطۀ برای ΀صری ͳپاسخ این گرچه
ساده�تر صورت به را آن م�ͳتوان است n۲ برابر ۱+ ۳+۵+ . . .+ (۲n−۱) اثباتکه استقرا به را مطلب این

کنید.
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♠ نوشت. نیز an = n۲ + ۵

برد. کار به ͳکل حالت در ͳمعادله�های چنین حل برای م�ͳتوان را روش این
ͳبازگشت رابطۀ در {an} دنبالۀ کنیم فرض .٢.٢.۴ قضیه

an = an−۱ + f(n)

این در است. شده تعریف ͳطبیع اعداد بر که است ͳتابع f آن در که کند صدق
صورت

an = a۰ +

n∑
k=۱

f(k).

داریم برهان.
an − an−۱ = f(n).

بنابراین
an − a۰ =

n∑
k=۱

(ak − ak−۱) =

n∑
k=۱

f(k).

■ است. برقرار ح΋م نتیجه در an−۲ + f(n) با برابر an اگر
چیست؟ ΀صری ΁پاس باشد،

کرد. حل را an = an−۱f(n) ͳبازگشت معادلۀ م�ͳتوان مشابه ترفندی با
ͳبازگشت رابطۀ .٣.٢.۴ مثال

an = ۲nan−۱

کنید. حل a۰ = ۳ اولیۀ شرط با را

داریم

a۰ = ۳

a۱ = ۲a۰

a۲ = ۲۲a۱
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a۳ = ۲۳a۲

. . .

an−۱ = ۲n−۱an−۲

an = ۲nan−۱.

ضرب هم در را چپ سمت عبارات و هم در را راست سمت عبارات اگر اکنون
داریم کنیم

a۰a۱a۲a۳ . . . an−۱an

= a۰a۱a۲a۳ . . . an−۲an−۱۳ · ۲ · ۲۲ · ۲۳ · ۲n−۱ · ۲n

داریم تساوی طرفین از a۰a۱a۲a۳ . . . an−۱ کردن حذف با و
an = ۳ · ۲ · ۲۲ · ۲۳ · ۲n−۱ · ۲n.

را آن م�ͳتوان حال این با است ما ͳبازگشت رابطۀ برای ΀صری ͳپاسخ این گرچه
ساده�تر صورت به

an = ۳ · ۲
n(n+۱)

۲

♠ نوشت. نیز

برد. کار به ͳکل حالت در ͳمعادله�های چنین حل برای م�ͳتوان را روش این
ͳبازگشت رابطۀ در {an} دنبالۀ کنیم فرض .۴.٢.۴ باشد،قضیه f(n)an−۲ با برابر an اگر

چیست؟ ΀صری ΁پاس an = f(n)an−۱

این در است. شده تعریف ͳطبیع اعداد بر که است ͳتابع f آن در که کند صدق
صورت

an = a۰

n∏
k=۱

f(k).
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داریم برهان.
an

an−۱
= f(n).

بنابراین
an
a۰

=

n∏
k=۱

ak
ak−۱

=

n∏
k=۱

f(k).

■ است. برقرار ح΋م نتیجه در

کرد؟ باید چه باشد an = f(n)an−۱ + g(n) صورت به ما ͳبازگشت رابطۀ اگر اما
ببینید. را زیر مثال

ͳبازگشت رابطۀ .۵.٢.۴ مثال
an = ۲nan−۱ + (۲n− ۱)

کنید. حل a۰ = ۱ اولیۀ شرط با را

ͳبازگشت رابطۀ ابتدا
bn = ۲nbn−۱

آن ΁پاس که م�ͳدانیم قبل مثال به توجه با م�ͳکنیم. حل را
bn = b۰۲

n(n+۱)
۲

داریم م�ͳدهیم. قرار ͳاصل ͳبازگشت رابطۀ در را an = bncn حال است. باشد؟ bncn برابر باید an چرا

b۰۲
n(n+۱)

۲ cn = bncn

= an

= ۲nan−۱ + (۲n− ۱)

= ۲nbn−۱cn−۱ + (۲n− ۱)

= ۲nb۰۲
(n−۱)(n−۱+۱)

۲ cn−۱ + (۲n− ۱)

= b۰۲
n(n+۱)

۲ cn−۱ + (۲n− ۱).
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بنابراین
b۰۲

n(n+۱)
۲ (cn − cn−۱) = ۲n− ۱

لذا و
cn = cn−۱ +

۲n− ۱

b۰۲
n(n+۱)

۲

.

داریم ٢.٢.۴ قضیۀ به توجه با اما

cn = c۰ +

n∑
k=۱

۲k − ۱

b۰۲
k(k+۱)

۲

.

بنابراین

an = bncn

= b۰۲
n(n+۱)

۲ c۰ + b۰۲
n(n+۱)

۲

n∑
k=۱

۲k − ۱

b۰۲
k(k+۱)

۲

= a۰۲
n(n+۱)

۲ + ۲
n(n+۱)

۲

n∑
k=۱

۲k − ۱

۲
k(k+۱)

۲

= ۲
n(n+۱)

۲

(
۱+

n∑
k=۱

۲k − ۱

۲
k(k+۱)

۲

)
. ♠

ح΋م این زیر قضیۀ است. ͳکل ͳبازگشت معادله�های نوع این حل برای روش این
م�ͳتواند an = bncn انتخاب که م�ͳکنیم یادآوری م�ͳکند. بیان ͳکل حالت در را
به است، فرد به منحصر ΁پاس چون و برساند معادله این ΀صری جواب به را ما

است. آمده کجا از جواب این که بΎوییم نیست نیازی ͳمنطق هیچΎاهطور f(n) که آن به توجه با
م�ͳتوانیم (چرا؟) نیست صفر
صفر هیچΎاه bn که بΎوییم
cn دنبالۀ اگر لذا و نیست
cn کنیم تعریف an

bn
برابر را

است. خوشتعریف

ͳبازگشت رابطۀ در {an} دنبالۀ کنیم فرض .۶.٢.۴ قضیه
an = f(n)an−۱ + g(n)

در شده�اند. تعریف ͳطبیع اعداد بر که هستند ͳتوابع g و f آن در که کند صدق
ͳبازگشت رابطۀ در bn که an = bncn صورت این
bn = f(n)bn−۱
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ͳبازگشت رابطۀ در cn و
cn = cn−۱ +

g(n)

bn

م�ͳکنند. صدق

داریم قضیه مفروضات با برهان.

an = bncn

= f(n)bn−۱cn

= f(n)bn−۱

(
cn−۱ +

g(n)

bn

)
= f(n)bn−۱cn−۱ +

f(n)bn−۱g(n)

bn
= f(n)bn−۱cn−۱ + g(n)

= f(n)an−۱ + g(n).

ͳآنجای از و م�ͳکند صدق صورتقضیه ͳبازگشت معادلۀ در شد ارائه که ی an پس
■ مـ�ͳباشد. بـرقرار حـ΋م اسـت فرد به منحصر ͳبازگشت معادلۀ این ΁پاس که

کنید. حل را هانوی . برج ͳبازگشت معادلۀ .٧.٢.۴ مثال ساده�ای بسیار مسألۀ این البته
g(n) و f(n) آن در که است

هستند. ͳثابت تواب΄
g(n) = d و f(n) = c فرض با
بیابید ͳکل حالت در را ΁پاس

داریم
an = ۲an−۱ + ۱

معادلۀ ابتدا .a۰ = ۰ که
bn = ۲bn−۱

داریم ۴.٢.۴ قضیۀ به توجه با م�ͳکنیم. حل را

bn = b۰

n∏
k=۱

۲ = ۲nb۰.

ͳبازگشت رابطۀ در cn که an = bncn داریم ۶.٢.۴ قضیۀ به توجه با بنابراین
cn = cn−۱ +

۱
۲nb۰
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داریم ٢.٢.۴ قضیۀ به توجه با بنابراین م�ͳکند. صدق

cn = c۰ +
n∑

k=۱

۱

۲kb۰
.

لذا

an = bncn

= ۲nb۰c۰ + ۲n
n∑

k=۱

۱

۲k

= ۲na۰ +

n∑
k=۱

۲n−k

=

n−۱∑
k=۰

۲k

= ۲n − ۱.

.an = ۲n − ۱ بنابراین

مسأله همین دارد. وجود نیز ساده�تری بسیار ابت΋اری راه�های اوقات ͳگاه اما
م�ͳکنیم. حل دیΎر روش Έی به کهرا دارد وجود نیز دیΎری روش

م�ͳشود. ارائه بعد بخش در

داریم صورت این در .xn = an + ۱ کنیم فرض
xn = an + ۱ = ۲an−۱ + ۱+ ۱ = ۲(xn−۱ − ۱) + ۲ = ۲xn−۱.

با بنابراین x۰ = ۱ چون و م�ͳکند صدق xn = ۲xn−۱ ͳبازگشت رابطۀ در xn لذا
داریم ۴.٢.۴ قضیۀ به توجه

xn = x۰

n∏
k=۱

۲ = ۲nx۰ = ۲n.

نتیجه در
an = xn − ۱ = ۲n − ۱. ♠

حقیقت این به توجه با بالا ͳبازگشت معادلۀ حل برای دوم روش حقیقت در
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نتیجه در و است an = ۲n − ۱ معادله این ΁پاس م�ͳدانستیم که آمد دست به
و دارد an دنبالۀ به نسبت بهتری رفتار an +۱ دنبالۀ که بزنیم حدس م�ͳتوانستیم

م�ͳکند. صدق ساده�تری ͳبازگشت معادلۀ در

آورد دست به را ͳبازگشت معادلۀ Έی ΁پاس زدن، حدس با م�ͳتوان اوقات ͳگاه
ͳپاسخ اگر است، فرد به منحصر ͳبازگشت معادلۀ Έی جواب که ͳآنجای از و
دست به را ΁پاس واقعاً که م�ͳگیریم نتیجه کند صدق معادله در زده�ایم حدس که

آورده�ایم.
ͳیعن ،ͳفیبوناچ معادلۀ ΀صری ΁پاس .٨.٢.۴ مثال
an = an−۱ + an−۲

آورید. دست به a۱ = ۱ و a۰ = ۰ شرایط با را

م�ͳآزماییم. را ΁پاس این است. an = λn ش΋ل به ΁پاس این که م�ͳزنیم حدس زدیم؟ ͳحدس چنین چΎونه

bباشیم داشته باید آنΎاه باشد معادله این برای ͳپاسخ λn که باشد قرار اگر
λn = an = an−۱ + an−۲ = λn−۱ + λn−۲.

پس
λ۲ = λ+ ۱

لذا و
λ =

۱±
√
۵

۲
.

بنابراین

an = α

(
۱+

√
۵

۲

)n

+ β

(
۱−

√
۵

۲

)n

داریم آوریم. دست به را β و α م�ͳتوانیم a۱ = ۱ و a۰ = ۰ شرایط به توجه با که درست حدسمان چرا پس
λn

۱ + λn
۲ ش΋ل به جواب نبود؟

است!

e
۰ = a۰ = α+ β,

۱ = a۱ = α(
۱+

√
۵

۲
) + β(

۱−
√
۵

۲
).



٢٢١ͳبازگشت روابط حل .٢.۴

لذا و α = −β = ۱√
۵
نتیجه چنددر برای را ΁پاس این ͳدرست

کنید. تحقیق n اولیۀ مقدار
an =

(
۱+

√
۵

۲

)n
−
(

۱−
√

۵
۲

)n
√
۵

. ♠

داد. تعمیم زیر صورت به م�ͳتوان را آمد فوق مثال در آنچه
ͳبازگشت رابطۀ در {an} دنبالۀ کنیم فرض .٩.٢.۴ قضیه
c۰an + c۱an−۱ + . . .+ cman−m = ۰

اگر صورت این در .۱ ⩽ m ⩽ n و هستند صفر مخالف cm و c۰ که کند صدق
معادلۀ متمایز ریشه�های λk ،. . . ،λ۱

c۰x
m + c۱x

m−۱ + . . .+ cm−۱x+ cm = ۰

آنΎاه است، mi برابر λi ت΋رار درجۀ که باشند

an = (α۱۱ + α۱۲n+ . . .+ α۱m۱
nm۱−۱)λn

۱

+(α۲۱ + α۲۲n+ . . .+ α۲m۲
nm۲−۱)λn

۲

+ . . .

+(αk۱ + αk۲n+ . . .+ αkmk
nmk−۱)λn

k ,

ͳبازگشت رابطۀ اولیۀ شرایط به توجه با و هستند ͳثابت مقادیر ها αij آن در که
م�ͳگردند. تعیین

صورت این در .an = λn کنیم فرض برهان.
c۰λ

n + c۱λ
n−۱ + . . .+ cmλn−m = ۰.

معادلۀ در λ بنابراین
c۰x

m + c۱x
m−۱ + . . .+ cm−۱x+ cm = ۰

چندجمله�ای آنΎاه باشد t ت΋رار درجۀ با معادله این ریشۀ λ اگر اما م�ͳکند. صدق
لذا و است بخشپذیر (x− λ)t بر p(x) = c۰x

m + c۱x
m−۱ + . . .+ cm−۱x+ cm

اگر است. جمله�ای چند Έی q آن در که p(x) = (x − λ)tq(x) نوشت م�ͳتوان
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داریم کنیم محاسبه را p ͳمتوال مشتقات

p′(x) = t(x− λ)t−۱q(x) + (x− λ)tq′(x)

= (x− λ)t−۱(tq(x) + (x− λ)q′(x)),

p′′(x) = (t− ۱)(x− λ)t−۲(tq(x) + (x− λ)q′(x))

+(x− λ)t−۱(tq′(x) + q′(x) + (x− λ)q′′(x)).

نیز ام t−۱ تا اول از p ͳمتوال مشتقات ریشۀ λ که م�ͳشود مشاهده ترتیب بدین
داریم دیΎر عبارت به م�ͳباشد.

p(λ) = p′(λ) = p′′(λ) = . . . = p(t−۱)(λ) = ۰.

داریم اما

p(x) = c۰x
m + c۱x

m−۱ + . . .+ cm−۱x+ cm

p′(x) = c۰mxm−۱ + c۱(m− ۱)xm−۲ + . . .+ cm−۱

p′′(x) = c۰m(m− ۱)xm−۲ + c۱(m− ۱)(m− ۲)xm−۳ + . . .+ cm−۲.

ما ͳبازگشت رابطۀ در نیز an = nt−۱λn ،. . . ،an = n۲λn ،an = nλn بنابراین
م�ͳکند. صدق معادله این در نیز آنها ͳخط ترکیب هر لذا و م�ͳکنند صدق این برای ͳجواب هر چرا اما

ش΋ل به لزوماً باید معادله
جواب چند این ͳخط ترکیب

باشد؟

آنΎاه باشد mi ت΋رار درجۀ با p(x) ریشۀ λi اگر نتیجه در
(αi۱ + αi۲n+ . . .+ αimin

mi−۱)λn
i

درست ۱ ⩽ i ⩽ k هر برای مطلب این چون و م�ͳکند صدق ͳبازگشت رابطۀ در
■ م�ͳباشد. برقرار ح΋م پس است

م�ͳبینیم. را روش این از کاربردی بعد مثال در
ماتریس An و باشند متمایز ͳحقیق عدد دو s و r کنیم فرض .١٠.٢.۴ مثال
قطر بالای درایه�های ،r برابر آن ͳاصل قطر روی درایه�های که باشد ی n × n

ͳبازگشت رابطه�ای باشد. s برابر آن ͳاصل قطر زیر درایه�های و r−s برابر آن ͳاصل
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کنید. حل را آن و بیابید An دترمینان محاسبۀ برای

داریم کنیم استفاده اول سطر روی دادن بسط از An دترمینان محاسبۀ برای طبیعͳاگر عددی n کنیم فرض
α مانند جایΎشت چند باشد.
دارد وجود n تا ۱ عدد n روی
،۲ یا ۱ برابر α(۱) مقدار که
و n یا n− ۱ برابر α(n) مقدار
تا ۲ از های i برای α(i) مقدار
i+ ۱ یا i یا i− ۱ برابر n− ۱

باشد؟

det(An) = r det(An−۱)− (r − s) det(Bn−۱)

آن اول سطر اول درایۀ که است (n − ۱) × (n − ۱) ͳماتریس Bn−۱ آن در که
اول ستون و اول سطر اگر و است r − s برابر آن اول سطر دوم درایۀ و r برابر
همان م�ͳماند ͳباق که ͳی (n−۲)× (n−۲) ماتریس آنΎاه بΎذاریم کنار را آن
روی م�ͳتوانیم Bn−۱ ماتریس دترمینان محاسبۀ برای بنابراین م�ͳباشد. An−۲

داریم لذا و دهیم بسط اول ستون
det(An) = r det(An−۱)− (r − s)sdet(An−۲).

آنΎاه an = det(An) اگر نتیجه در
an = ran−۱ − (r − s)san−۲,

.a۲ = r۲ − s(r − s) = r۲ + s۲ − rs و a۱ = r که

معادلۀ ابتدا باید فوق قضیۀ بنابر ͳبازگشت رابطۀ این حل برای
x۲ − rx+ (r − s)s = ۰

وجود به حالت دو اکنون هستند. s و r − s معادله این ریشه�های کنیم. حل را
م�ͳآید:

.r ̸= ۲s اول. حالت

کدام هر ت΋رار درجۀ که هستند s و r − s معادله ریشه�های حالت این در
صورت به ͳبازگشت رابطۀ جواب بنابراین است. ۱ برابر

an = α(r − s)n + βsn

شرایط به توجه با که م�ͳباشد

a۱ = r,

a۲ = r۲ + s۲ − rs
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داریم حقیقت در کرد. محاسبه را β و α م�ͳتوان

r = a۱ = α(r − s) + βs,

r۲ + s۲ − rs = a۲ = α(r − s)۲ + βs۲.

داریم دستΎاه این حل با چه قبل صفحۀ حاشیۀ سؤال
دارد؟ مثال این به ͳارتباطα =

r − s

r − ۲s
, β =

−s

r − ۲s
.

بنابراین
an =

(r − s)n+۱ − sn+۱

r − ۲s
.

.r = ۲s حالتدوم.

لذا و م�ͳباشد r − s = s مضاعف ریشۀ دارای معادله حالت، این در
an = (α+ βn)sn

نتیجه در و α = β = ۱ داریم اولیه شرایط به توجه با که
an = (۱+ n)sn.

گفت م�ͳتوان بنابراین

det(An) =


(r−s)n+۱−sn+۱

r−۲s r ̸= ۲s,

(۱+ n)sn r = ۲s. ♠

ͳبازگشت رابطۀ
c۰an + c۱an−۱ + . . .+ cman−m = ۰

حالت در م�ͳنامیم. همΎن١٣ گرفت قرار ͳبررس مورد فوق قضیۀ در که را
c۰an + c۱an−۱ + . . .+ cman−m = f(n)

معادله این است، شده تعریف ͳطبیع اعداد بر که است ͳدلخواه تاب΄ f که

١٣homogeneous



٢٢۵ͳبازگشت روابط حل .٢.۴

همΎن معادلۀ روی اولیه�ای شرط که ͳصورت در م�ͳشود. نامیده ناهمΎن١۴
معادله این ͳعموم جواب Έی م�ͳآید دست به آن برای که ͳجواب باشیم نداشته
تنها و آوریم دست به را همΎن معادلۀ ͳعموم جواب بتوانیم اگر م�ͳشود. نامیده
جواب م�ͳتوانیم آنΎاه بزنیم حدس را آن نظیر ناهمΎن معادلۀ برای جواب Έکهی ͳحدس بهترین معمولا˦

جواب که است این زد م�ͳتوان
بΎیریم. نظر در f جنس از را
باشد چندجمله�ای f اگر مثلا̈
به که آزمود را ͳجواب م�ͳتوان

است. چندجمله�ای صورت

Έی م�ͳشود زده حدس که ͳجواب آوریم. دست به را ناهمΎن معادلۀ ͳعموم
م�ͳشود. نامیده ناهمΎن معادلۀ ͳخصوص جواب

ͳبازگشت رابطۀ در {an} دنبالۀ کنیم فرض .١١.٢.۴ قضیه
c۰an + c۱an−۱ + . . .+ cman−m = f(n)

اگر صورت این در .۱ ⩽ m ⩽ n و هستند صفر مخالف cm و c۰ که کند صدق
برای ͳخصوص جواب Έی a

(p)
n و آن نظیر همΎن معادلۀ ͳعموم جواب a

(h)
n

آنΎاه باشد ناهمΎن معادلۀ
an = a(h)n + a(p)n

بود. خواهد ناهمΎن معادلۀ ͳعموم جواب

صدق ناهمΎن معادلۀ در شده ارائه جواب که دهیم نشان است ͳکاف برهان.
داریم قضیه مفروضات به توجه با م�ͳکند.

c۰a
(h)
n + c۱a

(h)
n−۱ + . . .+ cma

(h)
n−m = ۰

و
c۰a

(p)
n + c۱a

(p)
n−۱ + . . .+ cma

(p)
n−m = f(n).

بنابراین
c۰(a

(h)
n + a(p)n ) + c۱(a

(h)

n−۱ + a
(p)

n−۱) + . . .+ cm(a
(h)
n−m + a

(p)
n−m) = f(n).

■ است. برقرار ح΋م نتیجه در
را قطعه�ها این و کرده�ایم تقسیم مساوی قطاع n به را یΈدایره مثال۴.١٢.٢.
م�ͳخواهیم کرده�ایم. شماره�گذاری n تا ۱ از ساعت عقربه�های حرکت جهت در

١۴inhomogeneous
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قطعۀ دو Ϳهی که طوری به کنیم رن�Ίآمیزی ،Ίرن k با را شده ایجاد قطعه�های
م�ͳگیرد؟ صورت طریق چند به کار این نباشد. Ίهمرن هم کنار م�ͳخواهیم کنید فرض مثلا̈

را پیتزا Έی قطعات
کنیم. داریمرن�Ίآمیزی م�ͳدهیم. نمایش an با را مسأله ΁پاس

a۱ = k,

a۲ = k(k − ۱),

a۳ = k(k − ۱)(k − ۲);

Ίرن طریق k به م�ͳتوانیم را قطعه Έی این باشیم داشته قطعه Έی اگر زیرا
k−۱ به دوم قطعۀ و طریق k به اول قطعۀ آنΎاه باشیم داشته قطعه دو اگر کنیم،
قطعه سه اگر و باشد) Ίهمرن اول قطعۀ با نباید (چون م�ͳشود Ίرن طریق
م�ͳشوند Ίرن طریق k−۱ به دوم قطعۀ و طریق k به اول قطعۀ آنΎاه باشیم داشته
با متفاوت هم و اول قطعۀ با متفاوت باید هم سوم، قطعۀ Ίرن که ͳآنجای از و

م�ͳشود. Ίرن طریق k − ۲ به بنابراین باشد، دوم قطعۀ

زیرا است، سخت�تر ͳاندک باشیم داشته قطعه چهار که ͳحالت برای مسأله اما
نباشد. یا باشد ͳ΋ی اول قطعۀ Ίرن با م�ͳتواند سوم قطعۀ Ίرن حالت این در
ͳ΋ی اگر نیست. یا است ͳ΋ی سوم و اول قطعۀ Ίرن ،n = ۴ حالت در بنابراین
و طریق ۱ به ͳسوم و طریق k − ۱ به ͳدوم و طریق k به اول قطعۀ آنΎاه باشد
ͳ΋ی سوم و اول قطعات Ίرن اگر اما م�ͳشود. Ίرن طریق k − ۱ به ͳچهارم
و طریق k − ۲ به ͳسوم و طریق k − ۱ به ͳدوم و طریق k به ͳاول آنΎاه نباشد

نتیجه در م�ͳشوند. Ίرن طریق k − ۲ به نیز ͳچهارم
a۴ = k(k − ۱)۲ + k(k − ۱)(k − ۲)۲.

ابتدا آوریم. دست به an تعیین برای ͳبازگشت رابطه�ای که م�ͳکنیم ͳسع حال ادامۀ خواندن از قبل نیست بد
برای نیز را n = ۵ حالت حل،

کنید. ͳبررس خودتان
م�ͳکنیم. حل را دیΎری مسألۀ

تعداد م�ͳخواهیم ͳیعن نباشد. مهم n و ۱ قطعاتشمارۀ همرنΊبودن فرضکنیم
۱ شماره�های که طوری به کرد Ίرن را قطعه n م�ͳتوان که بشماریم را ͳحالات
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شماره�های و . . . و نباشند Ίهمرن ۳ و ۲ شماره�های و نباشند Ίهمرن ۲ و
به کار این ضرب اصل به توجه با که است ΀واض نباشند. Ίهمرن n و n − ۱

n و ۱ قطعۀ دو که م�ͳکنیم مشاهده اکنون م�ͳشود. انجام طریق k(k − ۱)n−۱

هستند. Ίهمرن یا نیستند Ίهمرن

که کرده�ایم رن�Ίآمیزی را خودمان مسألۀ ما بنابراین نباشند Ίهمرن n و ۱ اگر
م�ͳتوان آنΎاه باشند Ίهمرن n و ۱ اگر اما م�ͳشود. انجام طریق an به کار این
قطعه n − ۱ برای را خودمان مسألۀ ما و بوده�اند ͳ΋ی قطعه دو این که گفت

م�ͳپذیرد. صورت طریق an−۱ به کار این که کرده�ایم رن�Ίآمیزی

نتیجه در
an + an−۱ = k(k − ۱)n−۱, n ≥ ۳.

معادلۀ باید ابتدا فوق قضیۀ طبق م�ͳپردازیم. ͳبازگشت رابطۀ این حل به حال
ͳیعن آن نظیر همΎن

an + an−۱ = ۰

αλn صورت به معادله این ͳعموم جواب ٩.٢.۴ قضیۀ به توجه با کنیم. حل را
بنابراین م�ͳباشد. x+ ۱ = ۰ معادلۀ ریشۀ λ که است

a(h)n = α(−۱)n.

که دید م�ͳتوان دیΎر طرف ناهمΎن،از معادلۀ این در چون
ͳمضرب صورت به مسأله f تاب΄
حدس است (k − ۱)n−۱ از
به ͳخصوص جواب که م�ͳزنیم
(k − ۱)n−۱ از ͳمضرب ش΋ل
جواب این دادن قرار با باشد.
که م�ͳکنیم مشاهده معادله در
است. (k−۱) برابر مضرب این

a(p)n = (k − ۱)n

نتیجه در است. ناهمΎن معادلۀ برای ͳخصوص ͳجواب
an = α(−۱)n + (k − ۱)n

بیاوریم. دست به را α م�ͳتوانیم a۳ = k(k − ۱)(k − ۲) که این به توجه با و
داریم

k(k − ۱)(k − ۲) = a۳ = α(−۱)۳ + (k − ۱)۳.
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نتیجه در

α = (k − ۱)۳ − k(k − ۱)(k − ۲)

= (k − ۱)(k۲ − ۲k + ۱− k۲ + ۲k)

= (k − ۱).

بنابراین
an = (k − ۱)n + (−۱)n(k − ۱). ♠

قرار ͳبررس مورد ͳبازگشت معادله�های حل برای را دیΎری روش بعد بخش در
م�ͳدهیم.

مولد تاب΄ ٣.۴

ͳتابع م�ͳتوان دنباله این از استفاده با باشد. دنباله Έی {an}n=۰,۱,... کنیم فرض
کرد: تعریف زیر صورت به بتوانگفت، که هرچیزیرا

گفت. ͳروشن به م�ͳتوان
Ludwig Josef Johann
Wittgenstein
26 April 1889 - 29 April 1951

f(x) = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + . . .

خواص ͳبررس و تاب΄ این شناخت م�ͳنامیم. {an} دنبالۀ مولد١۵ تاب΄ را تاب΄ این
را دنباله Έی مولد تاب΄ ͳوقت باشد. مؤثر {an} دنبالۀ ͳشناسای در م�ͳتواند آن
ی x برای است مم΋ن که داریم کار و سر ͳنامتناه ͳمجموع با م�ͳنویسیم
که م�ͳگذاریم این بر را فرض بحث این در ما نباشد. یا باشد موجود خاص،
ضرایب تعیین بیشتر که است نمادین ͳصورت صرفاً مولد، تاب΄ برای نمایش این
از خاص. ی x برای f(x) مقدار محاسبۀ تا دارد اهمیت ما برای نمایش این در
مواجه ∑∞

n=۰ anx
n مانند ͳنامتناه ͳنمایش با بخش این در که ͳامΎهن رو این

م�ͳکنیم. ͳتلق معتبر را نمایش این و همΎرا را بحث مورد سری م�ͳشویم،

١۵generating function
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نظر در را an = ۱ دنبالۀ بیاوریم. ͳمثال بحث شدن روشن برای دهید اجازه
از است عبارت دنباله این مولد تاب΄ م�ͳگیریم.

f(x) = ۱+ x+ x۲ + x۳ + . . .

مقدار بنابراین است. ۱
۱−x

برابر و موجود سری این مقدار آنΎاه |x| < ۱ اگر
که است صورت این در تنها و است موجود |x| < ۱ که ͳهای x برای فقط f(x)
ͳپ در صرفاً ما حاضر بخش بحث در که ͳآنجای از اما دارد. اعتبار بالا مجموع
بدون موارد گونه این در هستیم، ͳبازگشت روابط برای ΀صری ͳپاسخ کردن پیدا

است. ۱
۱−x

برابر an = ۱ دنبالۀ مولد تاب΄ که م�ͳگوییم |x| < ۱ شرط ذکر
بیابید. را ͳفیبوناچ دنبالۀ مولد تاب΄ .١.٣.۴ مثال

داریم
F۰ = ۱, F۱ = ۱, Fn = Fn−۱ + Fn−۲, n ≥ ۲.

بازگشتͳبنابراین دنبالۀ هر مولد تاب΄ آیا
کرد؟ تعیین صریحاً م�ͳتوان را

f(x) =

∞∑
n=۰

Fnx
n

= ۱+ x+
∞∑

n=۲

(Fn−۱ + Fn−۲)x
n

= ۱+ x+

∞∑
n=۲

Fn−۱x
n +

∞∑
n=۲

Fn−۲x
n

= ۱+ x+

∞∑
n=۱

Fnx
n+۱ +

∞∑
n=۰

Fnx
n+۲

= ۱+ x+ x

∞∑
n=۱

Fnx
n + x۲

∞∑
n=۰

Fnx
n

= ۱+ x+ x(
∞∑
n=۰

Fnx
n − ۱) + x۲

∞∑
n=۰

Fnx
n

= ۱+ x+ x(f(x)− ۱) + x۲f(x).
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نتیجه در
f(x) =

−۱
x۲ + x− ۱

. ♠

آوریم. دست به هم را دیΎر معروف دنبالۀ چند مولد تاب΄ نیست بد
بیابید. را هانوی برج مسألۀ در مذکور دنبالۀ مولد تاب΄ .٢.٣.۴ مثال

داریم
a۰ = ۰, an = ۲an−۱ + ۱, n ≥ ۱.

بنابراین

f(x) =
∞∑
n=۰

anx
n

=

∞∑
n=۱

anx
n

=
∞∑

n=۱

(۲an−۱ + ۱)xn

= ۲
∞∑
n=۰

anx
n+۱ +

∞∑
n=۱

xn

= ۲xf(x) +
x

۱− x
.

نتیجه در
f(x) =

x

(۱− x)(۱− ۲x)
=

۱
۱− ۲x

− ۱
۱− x

. ♠

ببینید. را بعد مثال شویم. مواجه نیز f مشتقات با است مم΋ن اوقات ͳگاه
باشد. عدد n روی پریش جایΎشت�های تعداد Dn کنیم فرض .٣.٣.۴ مثال

کند. صدق آن در {Dn} دنبالۀ مولد تاب΄ که بیابید ͳدیفرانسیل معادلۀ دیفرانسیل، معادلۀ Έی
آن مجهول که است معادله�ای
و تاب΄ خود و است تاب΄ Έی
شده�اند. ظاهر آن در داریممشتقاتش

D۰ = ۱, Dn = nDn−۱ + (−۱)n, n ≥ ۱.
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بنابراین

f(x) =

∞∑
n=۰

Dnx
n

= ۱+

∞∑
n=۱

(nDn−۱ + (−۱)n)xn

= ۱+

∞∑
n=۱

nDn−۱x
n +

∞∑
n=۱

(−x)n

لذا و xf(x) =
∑∞

n=۰ Dnx
n+۱ داریم f(x) =

∑∞
n=۰ Dnx

n که این به توجه با اما

(xf(x))′ =

∞∑
n=۰

(n+ ۱)Dnx
n =

∞∑
n=۱

nDn−۱x
n−۱.

نتیجه در
∞∑

n=۱

nDn−۱x
n = x(xf(x))′.

بنابراین

f(x) = ۱+
∞∑

n=۱

nDn−۱x
n +

∞∑
n=۱

(−x)n

= ۱+ x(xf(x))′ +
−x

۱+ x

= ۱+ x(f(x) + xf ′(x)) +
−x

۱+ x

= ۱+ xf(x) + x۲f ′(x) +
−x

۱+ x
.

لذا
x۲f ′(x) + (x− ۱)f(x) +

۱
۱+ x

= ۰. ♠

باشیم قادر که کنیم تعیین دقیقاً را دنباله این مولد تاب΄ م�ͳتوانیم ͳصورت در اما
کنیم. حل را آمده دست به دیفرانسیل معادلۀمعادلۀ این م�ͳتوانید آیا

کنید؟ حل را دیفرانسیل
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دو مجبوریم دنباله Έی مولد تاب΄ تعیین برای که م�ͳآید پیش اوقات ͳگاه
کنیم ضرب ی΋دیΎر در را ∑∞

n=۰ bnx
n و ∑∞

n=۰ anx
n ش΋ل به ͳنامتناه مجموع

بنویسیم. ∑∞
n=۰ cnx

n صورت به را حاصل و
کنیم فرض .۴.٣.۴ قضیه

f(x) =

∞∑
n=۰

anx
n, g(x) =

∞∑
n=۰

bnx
n.

صورت این در
f(x)g(x) =

∞∑
n=۰

cnx
n,

آن در که
cn =

n∑
i=۰

aibn−i.

صورت این در .h(x) = f(x)g(x) کنیم فرض برهان. این برای ͳترکیبیات ͳبرهان
دهید. ارائه c۰ح΋م = h(۰) = f(۰)g(۰) = a۰b۰.

همچنین
c۱ = h′(۰) = f ′(۰)g(۰) + f(۰)g′(۰) = a۱b۰ + a۰b۱.

نیز و

۲!c۲ = h′′(۰)

= f ′′(۰)g(۰) + ۲f ′(۰)g′(۰) + f(۰)g′′(۰)

= ۲!(a۲b۰ + a۱b۱ + a۰b۲).

■ کرد. اثبات را ح΋م n روی استقرا به م�ͳتوان ترتیب همین به
،n هر ازای به و باشند دنباله دو {bn} و {an} کنیم فرض تعریف۴.٣.۵.

cn =

n∑
i=۰

aibn−i.
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م�ͳنامیم.♣ {bn} و {an} دنبالۀ دو ١۶ͳکوش حاصلضرب را {cn} صورت این حاصلضربدر {۲n
n!} دنبالۀ

است؟ ͳدنباله�های چه ͳکوش آورید. دست به را کاتالان دنبالۀ مولد تاب΄ .۶.٣.۴ مثال

داریم

C۰ = ۱, Cn+۱ =

n∑
i=۰

CiCn−i, n ≥ ۱.

آنΎاه f(x) =∑∞
n=۰ Cnx

n اگر اکنون

f(x)۲ = (
∞∑
n=۰

Cnx
n)(

∞∑
n=۰

Cnx
n)

=
∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

CiCn−i)x
n

=
∞∑
n=۰

Cn+۱x
n

=
۱
x

∞∑
n=۰

Cn+۱x
n+۱

=
۱
x

∞∑
n=۱

Cnx
n

=
۱
x
(f(x)− ۱).

بنابراین
xf(x)۲ − f(x) + ۱ = ۰.

نتیجه در
f(x) =

۱±
√
۱− ۴x
۲x

. ♠

قبول قابل آمد دست به بالا مثال در f(x) برای که ͳجواب دو از Έی کدام اما
است توجه مورد ما برای نمادین صورت به مولد تاب΄ اعتبار که ͳآنجای از است؟
مورد این در بعداً بپذیریم. آن برای را f(x) = ۱−

√
۱−۴x

۲x جواب که مجبوریم
١۶Cauchy product
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کرد. خواهیم بحث

مولد تاب΄ دانستن با م�ͳتوانیم چΎونه که است این م�ͳآید پیش اکنون که ͳسؤال بر را ∫ f و f ′ م΋لورن بسط
دست به f م΋لورن بسط حسب

آورید.
کنیم. تعیین صریحاً را دنباله ،ͳبازگشت دنبالۀ Έی

تعریف ۰ از ͳΎهمسای Έی در که باشد ͳتابع f کنیم فرض تعریف۴.٧.٣.
این که م�ͳگوییم ∞∑بنویسیم

n=۰ anx
n صورت به را f(x) بتوانیم اگر است. شده

♣ است. ۰ حول f تاب΄ م΋لورن١٧ بسط سری،

صورت این در .f(x) =∑∞
n=۰ anxn کنیم فرض

f(x) = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + . . .+ anx

n + . . . ,

f ′(x) = a۱ + ۲!a۲x+ . . .+ nanx
n−۱ + . . . ,

f ′′(x) = ۲!a۲ + ۳× ۲a۳x+ . . .+ n(n− ۱)anxn−۲ + . . . ,

. . .

f (n)(x) = n!an + n× (n− ۱)× . . .۲x+ . . .

ͳتابع f اگر گفت م�ͳتوان نتیجه در .an = f (n)(۰)
n! لذا و f (n)(۰) = n!an بنابراین

،ͳمتوال مشتقΎیری با م�ͳتوان آنΎاه باشد مشتقپذیر ۰ حول ب�ͳنهایت�بار که باشد
ش΋ل به را آن م΋لورن بسط

f(x) =

∞∑
n=۰

f (n)(۰)
n!

xn

آورد. دست به

،ͳبازگشت دنبالۀ Έی مولد تاب΄ از استفاده با بتوانیم تا م�ͳکند Έکم مطلب این را ln(۱−x) تاب΄ م΋لورن بسط
ببینید.بیابید. را زیر مثال�های کنیم. تعیین صریحاً را دنباله

صریحاً را دنباله این ،ͳفیبوناچ دنبالۀ مولد تاب΄ از استفاده با .٨.٣.۴ مثال
کنید. مشخص

١٧Maclaurin expansion
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از است عبارت ͳفیبوناچ دنبالۀ مولد تاب΄ که دیدیم ١.٣.۴ مثال در

f(x) =
−۱

x۲ + x− ۱
.

هستند x۲ + x− ۱ = ۰ ریشه�های β و α آنΎاه β = −۱+
√

۵
۲ و α = −۱−

√
۵

۲ اگر
نوشت م�ͳتوان لذا و

f(x) =
−۱

(α− x)(β − x)
=

۱
α− β

(
۱

α− x
− ۱

β − x
).

داریم ۱
۱−x

=
∑∞

n=۰ x
n که این به توجه با اکنون

f(x) =
۱

α− β
(
۱
α

· ۱
۱− x

α

− ۱
β
· ۱
۱− x

β

)

=
۱

α− β

(
۱
α

∞∑
n=۰

(
x

α
)n − ۱

β

∞∑
n=۰

(
x

α
)n

)

=
۱

α− β

∞∑
n=۰

(
۱

αn+۱
− ۱

βn+۱
)xn.

.α − β = −
√
۵ همچنین .۱β = −α و ۱

α = −β لذا و αβ = −۱ داریم اما
اولیۀبنابراین مقادیر چون که کنید توجه

نظر در قبل بخش در را دیΎری
دست به که ͳپاسخ بودیم گرفته
حاضر ΁پاس با متفاوت آوردیم

م�ͳباشد.

f(x) =
۱

−
√
۵

∞∑
n=۰

((−β)n+۱ − (−α)n+۱)xn

=
۱

−
√
۵

∞∑
n=۰

(۱−
√
۵

۲

)n+۱

−

(
۱+

√
۵

۲

)n+۱
xn

=

∞∑
n=۰

(
۱+

√
۵

۲

)n+۱
−
(

۱−
√

۵
۲

)n+۱

√
۵

xn.

بنابراین .f(x) =∑∞
n=۰ Fnx

n داشتیم دیΎر سوی از

Fn =

(
۱+

√
۵

۲

)n+۱
−
(

۱−
√

۵
۲

)n+۱

√
۵

. ♠
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قبل بخش در که ͳروش به ͳفیبوناچ دنبالۀ ΀صری مقدار آوردن دست به گرچه
نیست. لطف از ͳخال نیز روش این اما است ساده�تر بسیار کردیم ͳمعرف

مولد تاب΄ از استفاده با هانوی برج مسألۀ برای ΀صری ͳپاسخ .٩.٣.۴ مثال
دهید. ارائه

از است عبارت سؤال این ΁پاس دنبالۀ مولد تاب΄ که دیدیم ٢.٣.۴ مثال در

f(x) =
۱

۱− ۲x
− ۱

۱− x
.

بنابراین

f(x) =
∞∑
n=۰

(۲x)n −
∞∑
n=۰

xn

=
∞∑
n=۰

(۲n − ۱)xn.

بنابراین .f(x) =∑∞
n=۰ anx

n داشتیم دیΎر سوی از
an = ۲n − ۱.

♠ بودیم. آورده دست به روش دو به قبلا̈ که است چیزی همان این و
تعیین صریحاً را کاتالان دنبالۀ مولد، تاب΄ روش از استفاده با .١٠.٣.۴ مثال

کنید.

که دیدیم ۶.٣.۴ مثال در

f(x) =
۱±

√
۱− ۴x
۲x

.

۱−
√

۱−۴x
۲x تاب΄ نیست، م΋لورن بسط دارای ۰ حول ۱+

√
۱−۴x

۲x تاب΄ که ͳآنجای از م΋لورن بسط تاب΄ این چرا
م�ͳگیریم.ندارد؟ نظر در کاتالان دنبالۀ مولد تاب΄ عنوان به را

به را تاب΄ این م΋لورن بسط م�ͳتوانیم
√

۱+ y تاب΄ از ͳمتوال مشتقΎیری با
√صورت

۱+ y = ۱− ۲
∞∑

n=۱

(
۲n− ۲
n− ۱

)(
−۱
۴

)n yn

n
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بنابراین آوریم. دست به

f(x) =
۱−

√
۱− ۴x
۲x

=
۱
۲x

(
۱− ۱+ ۲

∞∑
n=۱

(
۲n− ۲
n− ۱

)(
−۱
۴

)n (−۴x)n

n

)

=
۱
x

∞∑
n=۱

(
۲n− ۲
n− ۱

)
xn

n

=

∞∑
n=۱

(
۲n− ۲
n− ۱

)
xn−۱

n

=

∞∑
n=۰

(
۲(n+ ۱)− ۲
(n+ ۱)− ۱

)
x(n+۱)−۱

n+ ۱

=

∞∑
n=۰

۱
n+ ۱

(
۲n
n

)
xn.

بنابراین .f(x) =∑∞
n=۰ Cnx

n داشتیم دیΎر سوی از
Cn =

۱
n+ ۱

(
۲n
n

)
. ♠

کار شد گفته کنون تا که ͳل΋ش به مولد تاب΄ کردن پیدا دنباله�ها از ͳبرخ برای
دنباله�ای چنین ١٨ͳنمای مولد تاب΄ بتوان شاید موارد گونه این در است. ͳسخت
صورت به آن ͳنمای مولد تاب΄ ،{an} مانند دنباله Έی برای آورد. دست به را

f(x) =

∞∑
n=۰

an
xn

n!

تاب΄ و مولد تاب΄ اصطلاحات بین است مم΋ن که ͳآنجای از م�ͳشود. تعریف
دنباله این ∞∑برای

n=۰ anx
n مولد تاب΄ اوقات ͳگاه شود، ایجاد ابهام ͳنمای دنباله�هایمولد ͳنمای مولد تاب΄

به را ͳقبل مثال�های در مذکور
آورید. دست

م�ͳنامند. ١٩ͳمعمول مولد تاب΄ را

١٨exponential generating function
١٩ordinary generating function



مولد تاب΄ .٣.۴٢٣٨

صورت به ex ͳنمای تاب΄ م΋لورن بسط که آن به توجه با

ex =

∞∑
n=۰

xn

n!

این از و م�ͳباشد ex برابر ۱ ثابت دنبالۀ ͳنمای مولد تاب΄ که گفت م�ͳتوان است،
نهاده�اند. نام {an} دنبالۀ ͳنمای مولد تاب΄ را

∑∞
n=۰ an

xn

n! که روست

اگر که گفت م�ͳتوان شد داده م΋لورن بسط مورد در که ͳتوضیحات به توجه با
آنΎاه باشد مشتقپذیر بار ب�ͳنهایت ۰ حول f

f(x) =
∞∑
n=۰

f (n)(۰)
xn

n!
.

ͳنمای مولد تاب΄ از استفاده با ͳبازگشت معادله�های حل روش در مطلب این از
م�ͳکنیم. استفاده

مسألۀ برای ΀صری ͳپاسخ ،ͳنمای مولد تاب΄ روش از استفاده با .١١.٣.۴ مثال به را کاتالان مسألۀ م�ͳتوانید آیا
کنید؟ حل روش بیابید.همین عدد n روی پریش جایΎشت�های تعداد

داریم
D۰ = ۱, Dn = nDn−۱ + (−۱)n, n ≥ ۱.

بنابراین

f(x) =
∞∑
n=۰

Dn
xn

n!

= ۱+
∞∑

n=۱

(nDn−۱ + (−۱)n)
xn

n!

= ۱+
∞∑

n=۱

nDn−۱
xn

n!
+

∞∑
n=۱

(−x)n

n!

= ۱+ x

∞∑
n=۱

Dn−۱
xn−۱

(n− ۱)!
+ e−x − ۱
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= x
∞∑
n=۰

Dn
xn

n!
+ e−x

= xf(x) + e−x.

نتیجه در
(۱− x)f(x) = e−x

لذا و

f(x) =
e−x

۱− x

=

( ∞∑
n=۰

(−x)n

n!

)( ∞∑
n=۰

xn

)

=

( ∞∑
n=۰

(−۱)n

n!
xn

)( ∞∑
n=۰

xn

)

=
∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

(−۱)i

i!

)
xn

=

∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

(−۱)in!
i!

)
xn

n!
.

بنابراین .f(x) =∑∞
n=۰ Dn

xn

n! داشتیم دیΎر سوی از

Dn =

n∑
i=۰

(−۱)in!
i!

= n!

n∑
i=۰

(−۱)i

i!
. ♠

م�ͳتواند شمار دوبار از استفاده و ͳترکیبیات استدلال�های دیدیم که گونه همان
نیز مولد تاب΄ روش از استفاده دهد. دست به را ͳزیبای ͳترکیبیات اتحادهای
در را آنها از نمونه چند که شود ͳجالب اتحادهای آوردن دست به موجب م�ͳتواند
ͳبازگشت رابطۀ از استفاده دیدیم تاکنون آنچه م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد اینجا
نیست. مولد تاب΄ قدرت همۀ این اما بود، مولد تاب΄ تعیین منظور به دنباله Έچهی مولد تاب΄ (ex−۱)۳

۳! تاب΄
است؟ دنباله�ای مورد در را ͳم΋ح م�ͳتوان دنباله Έی مولد تاب΄ بودن مشخص با اوقات ͳگاه

شد. خواهید آشنا ترفند این با آمد خواهد که ͳمثال�های در کرد. اثبات دنباله
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رابطۀ از استفاده بدون و ͳنمای مولد تاب΄ روش از استفاده با .١٢.٣.۴ مثال
ͳبازگشت

Dn = nDn−۱ + (−۱)n

آورید. دست به را {Dn} دنبالۀ ΀صری مقدار

داریم F (x) = exf(x) فرض با .D۰ = ۱ که f(x) =
∑∞

n=۰ Dn
xn

n! کنیم فرض

F (x) =

( ∞∑
n=۰

۱
n!
xn

)( ∞∑
n=۰

Dn

n!
xn

)

=
∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

۱
i!
· Dn−i

(n− i)!

)
xn

=

∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

n!

i!
· Dn−i

(n− i)!

)
xn

n!

=

∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

(
n

i

)
Dn−i

)
xn

n!
.

م�ͳدانیم اما
n∑
i=۰

(
n

i

)
Dn−i = n!.

کل تعداد که م�ͳدانیم کرد. استفاده شمار دوبار از م�ͳتوان امر این اثبات برای فرمول از استفاده با را ح΋م این
کنید. اثبات Dn ΀درصری عدد i دقیقاً ͳشتΎجای هر در م�ͳباشد. n! برابر عدد n روی جایΎشت�های

ͳشت�هایΎجای تعداد باشد. n یا . . . یا ۱ یا ۰ برابر م�ͳتواند i که آمده�اند جایخود
انتخاب (تعداد (ni) با است برابر گرفته�اند قرار خود جای در عدد i دقیقاً که
به م�ͳتوانند اعداد بقیۀ که ͳحالات (تعداد Dn−i ضربدر عدد) n بین از عدد i

لذا و است برقرار فوق تساوی بنابراین بΎیرند). قرار پریش صورت
F (x) =

∞∑
n=۰

n!
xn

n!
=

∞∑
n=۰

xn =
۱

۱− x
.

تعیین را Dn م�ͳتـوان قـبل مـثال مـشـابه و f(x) = F (x)e−x = e−x

۱−x
نتیجه در

♠ کرد.
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آن مولد تاب΄ روش از استفاده با بار این که است ٨.٢.٣ قضیۀ همان زیر ح΋م
م�ͳکنیم. اثبات را

این در .r ⩽ m که باشند ͳطبیع اعدادی r و m ،n فرضکنیم .١٣.٣.۴ قضیه
صورت

n∑
k=۰

(−۱)k
(
n

k

)(
m+ n− k

r − k

)
=

(
m

r

)
.

بود. خواهد صفر برابر مجموع این آنΎاه m < r اگر علاوه به

که م�ͳکنیم مشاهده ۱
(۱−x)a+۱ تاب΄ از ͳمتوال مشتقΎیری با محاسبهبرهان. را ͳمتوال مشتقات

دست به را بسط این و کنید
آورید.

۱
(۱− x)a+۱

=

∞∑
j=۰

(
a+ j

j

)
xj .

است برابر ۱
(۱−x)m+n−r+۱ بسط در xr−k ضریب بالا، م΋لورن بسط به توجه با اما

لذا .(m+n−k
r−k

) با
۱

(۱− x)m+n−r+۱
=

r∑
k=−∞

(
m+ n− k

r − k

)
xr−k.

داریم نتیجه در

۱
(۱− x)m−r+۱

= (۱− x)n · ۱
(۱− x)m+n−r+۱

=

(
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)
xk

)(
r∑

k=−∞

(
m+ n− k

r − k

)
xr−k

)

باید کنیم محاسبه بالا آخر سطر عبارت در را xr ضریب بخواهیم اگر اکنون
k که کنیم ضرب دوم مجموع در xr−k ضریب در را اول مجموع از xk ضریب

۱
(۱−x)m−r+۱ بسط در xr ضریب بنابراین باشد. n یا . . . یا ۱ یا ۰ برابر م�ͳتواند

با است برابر
n∑

k=۰

(−۱)k
(
n

k

)(
m+ n− k

r − k

)
.
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داریم آنΎاه m ≥ r اگر دیΎر سوی از
۱

(۱− x)m−r+۱
=

∞∑
j=۰

(
m− r + j

j

)
xj

آنΎاه m ⩽ r − ۱ اگر و است (mr ) برابر xr ضریب که
۱

(۱− x)m−r+۱
= (۱− x)r−۱−m =

r−۱−m∑
i=۰

(−۱)i
(
r − ۱−m

i

)
xi

■ است. برقرار ح΋م نتیجه در م�ͳباشد. ۰ برابر بسط این در xr ضریب که
ͳبازگشت رابطۀ در و a۰ = ۱ که باشد دنباله�ای {an} فرضکنیم مثال۴.٣.١۴.

n∑
k=۰

akan−k = ۱

نمایید. مشخص ΀صری طور به را an مقدار م�ͳکند. صدق

داریم باشد. دنباله این مولد تاب΄ f(x) =∑∞
n=۰ anx

n کنیم فرض کنید ثابت استقرا از استفاده با
an برای شده ارائه مقدار که
صدق بالا ͳبازگشت رابطۀ در

f(x)۲م�ͳکند. =

( ∞∑
n=۰

anx
n

)( ∞∑
n=۰

anx
n

)

=

∞∑
n=۰

(
n∑

k=۰

akan−k

)
xn

=

∞∑
n=۰

xn

=
۱

۱− x
.

بنابراین
f(x) =

۱√
۱− x

=
∞∑
n=۰

(۲n)!

۲۲nn!
xn

♠ .an = (۲n)!
۲۲nn!

لذا و
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را آن ͳنمای مولد تاب΄ از استفاده با که است ١١.١.٢ قضیۀ همان بعدی ح΋م
م�ͳکنیم. اثبات

تـعداد صـورت ایـن در .X = {۱,۲, . . . , n} کنیم فـرض .١۵.٣.۴ قضیه
مجزا دو به دو ها Aj و A۱ ∪ A۲ ∪ . . . ∪ Ak = X که ͳهای (A۱, A۲, . . . , Ak)

.kn با است برابر رویهستند را بودن ͳناته شرط اگر
ͳپاسخ چه بΎذاریم ها Aj

دارید؟

دارای م�ͳتواند A۱ مجموعۀ م�ͳدهیم. نمایش an,k با را مطلوب تعداد برهان.
باشد عضو i دارای A۱ اگر است. n یا . . . یا ۱ یا ۰ برابر i که باشد عضو i

کار این که دهیم قرار دیΎر مجموعۀ k − ۱ در را دیΎر عضو n − i باید آنΎاه
بنابراین م�ͳپذیرد. صورت طریق an−i,k−۱ به

an,k =

n∑
i=۰

(
n

i

)
an−i,k−۱.

آنΎاه باشد {an,k}n دنبالۀ ͳنمای مولد تاب΄ fk(x) =
∑∞

n=۰ an,k
xn

n! اگر حال

fk(x) =
∞∑
n=۰

an,k
xn

n!

=

∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

(
n

i

)
an−i,k−۱

)
xn

n!

=

∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

n!

i!(n− i)!
an−i,k−۱

)
xn

n!

=
∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

an−i,k−۱

i!(n− i)!

)
xn

=

( ∞∑
n=۰

an,k−۱

n!
xn

)( ∞∑
n=۰

۱
n!
xn

)
= fk−۱(x)e

x.

نتیجه در
fk(x) = fk−۱(x)e

x
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چون و
f۱(x) =

∞∑
n=۰

an,۱
xn

n!
=

∞∑
n=۰

xn

n!
= ex,

داریم ͳاستقرای ͳاستدلال با
fk(x) = ekx.

بنابراین
∞∑
n=۰

an,k
xn

n!
= fk(x) = ekx =

∞∑
n=۰

kn
xn

n!
.

■ است. برقرار ح΋م لذا و an,k = kn که م�ͳشود نتیجه ترتیب بدین

م�ͳشود. اثبات سخت�تر ͳکم است ١٠.١.٢ قضیۀ همان که زیر ح΋م
تـعداد صـورت ایـن در .X = {۱,۲, . . . , n} کنیم فـرض .١۶.٣.۴ قضیه

با است برابر A۱ ∪A۲ ∪ . . . ∪Ak = X که ͳهای (A۱, A۲, . . . , Ak)

(۲k − ۱)n.

A۱ \ ∪k
j=۲Aj اعضای تعداد م�ͳدهیم. نمایش an,k با را مطلوب تعداد برهان.

بنابراین باشد. n یا . . . یا ۱ یا ۰ برابر م�ͳتواند i که م�ͳگیریم نظر در i برابر را باشند، مجموعه دو Y و X اگر
از ͳاعضای همۀ مجموعۀ X \Y

نیستند. Y در که است X
i این م�ͳدهیم. قرار A۱ در را آنها و طریق)

(
n
i

) (به م�ͳکنیم انتخاب عضو i ابتدا
نم�ͳشوند. ظاهر Ak تا A۲ مجموعه�های از Έی Ϳهی در ͳول م�ͳآیند A۱ در عضو
(به م�ͳدهیم قرار باقیمانده مجموعۀ k − ۱ در را باقیمانده عضو n − i سپس
یا باشند A۱ در م�ͳتوانند عضو n − i این از Έی هر اکنون طریق). an−i,k−۱

بنابراین طریق). ۲n−i (به نباشند
an,k =

n∑
i=۰

(
n

i

)
an−i,k−۱۲

n−i.

آنΎاه باشد {an,k}n دنبالۀ ͳنمای مولد تاب΄ fk(x) =
∑∞

n=۰ an,k
xn

n! اگر حال

fk(x) =

∞∑
n=۰

an,k
xn

n!
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=
∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

(
n

i

)
an−i,k−۱۲

n−i

)
xn

n!

=

∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

n!

i!(n− i)!
an−i,k−۱۲

n−i

)
xn

n!

=
∞∑
n=۰

(
n∑
i=۰

an−i,k−۱۲
n−i

i!(n− i)!

)
xn

=

( ∞∑
n=۰

an,k−۱۲
n

n!
xn

)( ∞∑
n=۰

۱
n!
xn

)
= fk−۱(۲x)e

x.

نتیجه در
fk(x) = fk−۱(۲x)e

x

چون و
f۱(x) =

∞∑
n=۰

an,۱
xn

n!
=

∞∑
n=۰

xn

n!
= ex,

داریم ͳاستقرای ͳاستدلال مطلببا این استقرا از استفاده با
کنید. اثبات را fk(x) = e(۲

k−۱)x.

بنابراین
∞∑
n=۰

an,k
xn

n!
= fk(x) = e(۲

k−۱)x =

∞∑
n=۰

(۲k − ۱)n
xn

n!
.

■ است. برقرار ح΋م لذا و an,k = (۲k − ۱)n که م�ͳشود نتیجه ترتیب بدین

اثبات را آن مولد تاب΄ روش به بار این که است ۴.٣.٢ قضیۀ همان نیز زیر ح΋م
م�ͳکنیم.

.n ⩽ r+s که باشند ͳدلخواه ͳطبیع اعداد n و s ،r فرضکنیم قضیه۴.١٧.٣.
روابط در دوجمله�ای ضرایب صورت این )در

r + s

n

)
=

n∑
i=۰

(
r

i

)(
s

n− i

)
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م�ͳکنند. صدق

از است عبارت {
(
a
n

)
}n=۰,۱,...,a دنبالۀ مولد تاب΄ م�ͳدانیم برهان.

a∑
n=۰

(
a

n

)
xn = (۱+ x)a.

داریم بنابراین

r+s∑
n=۰

(
r + s

n

)
xn = (۱+ x)r+s

= (۱+ x)r(۱+ x)s

=

(
r∑

n=۰

(
r

n

)
xn

)(
s∑

n=۰

(
s

n

)
xn

)

=

r+s∑
n=۰

(
n∑
i=۰

(
r

i

)(
s

n− i

))
xn.

■ است. برقرار ح΋م لذا و

استفاده با بار این که هستند ١۶.۴.٢ و ١۴.۴.٢ قضایای همان نیز زیر ح΋م دو
م�ͳکنیم. اثبات را آنها مولد تاب΄ از

تعداد صورت این در باشند. ͳطبیع اعدادی k و n کنیم فرض .١٨.٣.۴ قضیه
.(n−۱

k−۱

) با است برابر n = x۱ + . . .+ xk معادلۀ ͳطبیع جواب�های اضافه را x۳ ⩽ شرط۵ مثلا̈ اگر
چند برابر مطلوب تعداد کنیم،

عبارتاست؟ برهان.
(x+ x۲ + x۳ + . . .)k

باید کنیم ضرب ی΋دیΎر در را پرانتز k این بخواهیم اگر م�ͳگیریم. نظر در را
xx۱ اگر شود. ضرب دیΎر پرانتز هر از جمله هر در پرانتزی هر از جمله�ای هر
انتخاب ام k پرانتز از را xxk و ،. . . دوم، پرانتز از را xx۲ اول، پرانتز از را
چند برابر xn ضریب اما م�ͳشود. حاصل xn آنΎاه x۱ + . . . + xk = n که کنیم
معادلۀ ͳطبیع جواب�های تعداد با است برابر xn ضریب حقیقت در شد؟ خواهد
تاب΄ آنΎاه دهیم نمایش an با را جواب�ها تعداد اگر بنابراین .x۱+ . . .+xk = n
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از است عبارت {an} دنبالۀ مولد
f(x) = (x+ x۲ + x۳ + . . .)k = xk(۱+ x+ x۲ + . . .)k = xk · ۱

(۱− x)k
.

به را تاب΄ این م΋لورن بسط م�ͳتوانیم (۱−x)−k تاب΄ از ͳمتوال مشتقΎیری با اما
صورت

۱
(۱− x)k

=
∞∑
n=۰

(
n+ k − ۱
k − ۱

)
xn

نتیجه در بنویسیم.

f(x) = xk
∞∑
n=۰

(
n+ k − ۱
k − ۱

)
xn

=

∞∑
n=۰

(
n+ k − ۱
k − ۱

)
xn+k

=

∞∑
n=k

(
n− ۱
k − ۱

)
xn.

■ است. برقرار ح΋م لذا و an =
(
n−۱
k−۱

) بنابراین
تعداد صورت این در باشند. ͳطبیع اعدادی k و n کنیم فرض .١٩.٣.۴ قضیه

با است برابر n = x۱ + . . .+ xk معادلۀ ͳحساب هاجواب�های xi بودن فرد شرط مثلا̈ اگر
مطلوب تعداد کنیم، اضافه را

است؟ چند برابر

(
n+ k − ۱

n

)
=

(
n+ k − ۱
k − ۱

)
.

عبارت برهان.
(۱+ x+ x۲ + x۳ + . . .)k

باید کنیم ضرب ی΋دیΎر در را پرانتز k این بخواهیم اگر م�ͳگیریم. نظر در را
xx۱ اگر شود. ضرب دیΎر پرانتز هر از جمله هر در پرانتزی هر از جمله�ای هر
انتخاب ام k پرانتز از را xxk و ،. . . دوم، پرانتز از را xx۲ اول، پرانتز از را
چند برابر xn ضریب اما م�ͳشود. حاصل xn آنΎاه x۱ + . . . + xk = n که کنیم
معادلۀ ͳحساب جواب�های تعداد با است برابر xn ضریب حقیقت در شد؟ خواهد
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تاب΄ آنΎاه دهیم نمایش an با را جواب�ها تعداد اگر بنابراین .x۱+ . . .+xk = n

از است عبارت {an} دنبالۀ مولد
f(x) = (۱+ x+ x۲ + x۳ + . . .)k =

۱
(۱− x)k

.

نتیجه در
f(x) =

∞∑
n=۰

(
n+ k − ۱
k − ۱

)
xn.

■ است. برقرار ح΋م لذا و an =
(
n+k−۱
k−۱

) بنابراین
کردن حل دوباره در م�ͳتواند تنها مولد تاب΄ از استفاده که شود تصور است مم΋ن
ͳمسائل اما باشد. مؤثر بودیم یافته آنها برای دیΎری حل روش قبلا̈ که ͳمسائل

ندارد. وجود آنها برای مولد تاب΄ از بهتر ͳروش واقعاً که داریم سراغ را
کرده�ایم. افراز ͳحساب تصاعد n به را ͳطبیع اعداد مجموعۀ .٢٠.٣.۴ مثال آن، در که دهید ارائه ͳمثال

به ͳطبیع اعداد مجموعۀ
تصاعد ͳنامتناه تعدادی
قدر و باشد شده افراز ͳحساب

نباشند. برابر هم با نسبت�ها

دیΎر عبارت به
{۱,۲,۳, . . .} = A۱ ∪A۲ ∪ . . . ∪An

آن در که
Ai = {ai, ai + di, ai + ۲di, ai + ۳di, . . .}

ͳیعن) نسبت�ها قدر از تا دو حداقل کنید ثابت هستند. مجزا دو به دو ها Ai و
و برابرند هم با ها) di

n∑
i=۱

۱
di

= ۱.

کنیم فرض
fi(x) = xai + xai+di + xai+۲di + xa

i+۳di + . . .

صورت این در
n∑

i=۱

fi(x) = x+ x۲ + x۳ + . . .
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چون و م�ͳآیند An تا A۱ مجموعه�های از توان�ها حقیقت در چپ سمت در زیرا
در بار Έی دقیقاً ͳطبیع عدد هر بنابراین هستند N برای افرازی مجموعه�ها این

است. آمده توان�ها

داریم اما
fi(x) = xai(۱+ xdi + (xdi)۲ + (xdi)۳ + . . .) = xai · ۱

۱− xdi
.

همچنین
x+ x۲ + x۳ + . . . =

x

۱− x
.

بنابراین
n∑

i=۱

xai

۱− xdi
=

x

۱− x
.

عددی آنΎاه d۱ < . . . < dn مثلا̈ و باشند متمایز دو به دو ها di اگر رااکنون قوی�تری ح΋م م�ͳتوانید آیا
آن و بزنید حدس ها di مورد در

کنید؟ اثبات را
برابر i = ۱,۲, . . . , n− ۱ برای zdi ͳول zdn = ۱ که دارد وجود z مانند مختلط
را فوق عبارت چپ سمت کسرهای از ͳ΋ی مخرج فقط z نتیجه در نیست. ۱
z دادن قرار با ترتیب بدین نم�ͳکند. صفر را راست سمت مخرج و م�ͳکند صفر
نیست. چنین راست سمت که ͳحال در م�ͳشود ب�ͳنهایت چپ سمت ،x جای به

برابرند. هم با ها di از تا دو که م�ͳدهد نشان تناقض این

که آن به توجه با حال
۱− xdi = (۱− x)(۱+ x+ x۲ + . . .+ xdi−۱)

داریم
n∑

i=۱

xai

(۱− x)(۱+ x+ x۲ + . . .+ xdi−۱)
=

x

۱− x

لذا و
n∑

i=۱

xai

۱+ x+ x۲ + . . .+ xdi−۱
= x.

برای جمله از م�ͳباشد. برقرار x هر ازای به و است اتحاد Έی فوق قرارعبارت ۱ برابر را x داریم حق چرا
x ̸= ۱ شرط با مΎر دهیم؟
ساده طرفین از را x−۱ عبارت

بودیم؟ ن΋رده
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داریم x = ۱
n∑

i=۱

۱
di

=
n∑

i=۱

۱ai

۱+ ۱+ ۱۲ + . . .+ ۱di−۱
= ۱.

♠ است. برقرار ح΋م نتیجه در
معادلۀ جواب�های تعداد .٢١.٣.۴ مثال

a+ ۲b+ ۳c = n

مولد تاب΄ م�ͳدهیم. نمایش an با هستند ͳحساب اعدادی c و b ،a آن در که را
کنید. تعیین را {an} دنبالۀ

عبارت
(۱+ x+ x۲ + x۳ + . . .)(۱+ x۲ + x۴ + x۶ + . . .)(۱+ x۳ + x۶ + x۹ + . . .)

کنیم ضرب ی΋دیΎر در را پرانتز سه این بخواهیم اگر م�ͳگیریم. نظر در را
شود. ضرب دیΎر پرانتز هر از جمله هر در پرانتزی هر از جمله�ای هر باید
انتخاب سوم پرانتز از را x۳c و دوم پرانتز از را x۲b اول، پرانتز از را xa اگر
چند برابر xn ضریب اما م�ͳشود. حاصل xn آنΎاه a + ۲b + ۳c = n که کنیم
معادلۀ ͳحساب جواب�های تعداد با است برابر xn ضریب حقیقت در شد؟ خواهد

.a+ ۲b+ ۳c = n

داریم دیΎر سوی از

(۱+ x+ x۲ + x۳ + . . .)

×(۱+ x۲ + x۴ + x۶ + . . .)

×(۱+ x۳ + x۶ + x۹ + . . .)

=
۱

۱− x
· ۱
۱− x۲

· ۱
۱− x۳

=
۱

(۱− x)(۱− x)(۱+ x)(۱− x)(۱+ x+ x۲)

=
۱

(۱− x)۳(۱+ x)(۱+ x+ x۲)
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=
۱۷
۷۲

۱− x
+

۱
۴

(۱− x)۲
+

۱
۶

(۱− x)۳
+

۱
۸

۱+ x
+

x
۹ + ۲

۹
۱+ x+ x۲

. ♠

نمایش حال این با است ساده�تر بالا مثال در ۱
(۱−x)۳(۱+x)(۱+x+x۲)

ش΋ل گرچه
ضریب بتوانیم که م�ͳآورد فراهم را ام΋ان این کسر چند مجموع صورت به آن

کنیم. محاسبه صریحاً مولد، تاب΄ بسط در را anمقدار و دهید انجام را کار این
آورید. دست به صریحاً را an

مم΋ن شود؛ ظاهر مسائل در صورت دو به م�ͳتواند مولد تاب΄ از استفاده ترفند
را آن مولد تاب΄ ،{an} دنبالۀ مورد در ͳبازگشت رابطه�ای از استفاده با است
برای ΀صری ͳپاسخ تا آوریم دست به را تاب΄ م΋لورن بسط و کنیم مشخص
مشخص را مولد تاب΄ ͳترکیبیات ͳاستدلال از استفاده با که این یا بیابیم، {an}

بیابیم. {an} دنبالۀ برای ͳبازگشت رابطه�ای آن از پس و سازیم

ͳختام حسن م�ͳتواند و م�ͳدهد ارائه را مولد تاب΄ از ͳزیبای کاربرد بعد قضیۀ
باشد. بحث این برای

تعداد صورت این در باشد. ͳطبیع عددی n کنیم فرض .٢٢.٣.۴ قضیه
شده ظاهر بار دو حداکثر عددی هر آنها در که ͳطبیع اعداد به n از ͳافرازهای
نیستند٢٠. مضرب۳ که ͳطبیع اعدادی به n از ͳافرازهای تعداد با است برابر است

عبارت برهان.
(۱+ x+ x۲)(۱+ x۲ + x۴)(۱+ x۳ + x۶)(۱+ x۴ + x۸) . . .

باید کنیم ضرب ی΋دیΎر در را پرانتزها این بخواهیم اگر م�ͳگیریم. نظر در را
ضریب اما شود. ضرب دیΎر پرانتز هر از جمله هر در پرانتزی هر از جمله�ای هر
که ͳحالات تعداد با است برابر xn ضریب حقیقت در شد؟ خواهد چند برابر xn

نوشت ε۱×۱+ε۲×۲+ε۳×۳+ . . . ش΋ل به ͳمجموع صورت به را n م�ͳتوان
ظاهر بار دو حداکثر عددی هر ترتیب بدین است. ۲ یا ۱ ،۰ برابر εi آن در که

،۳+ ۳ ،۴+ ۱+ ۱ ،۴+ ۲ ،۵+ ۱ ،۶ از عبارتند اول نوع از افرازهای n = ۶ برای ٢٠مثلا̈

،۴ + ۱ + ۱ ،۴ + ۲ ،۵ + ۱ از عبارتند دوم نوع از افرازهای و ۲ + ۲ + ۱ + ۱ و ۳ + ۲ + ۱

.۱+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱ و ۲+ ۱+ ۱+ ۱+ ۱ ،۲+ ۲+ ۱+ ۱ ،۲+ ۲+ ۲
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آنها در که باشد ͳطبیع اعداد به n از ͳافرازهای تعداد برابر an اگر لذا و م�ͳشود
بالا عبارت که گفت م�ͳتوان آنΎاه است، شده ظاهر بار دو حداکثر عددی هر

نتیجه در است. {an} دنبالۀ مولد تاب΄

f(x) = (۱+ x+ x۲)(۱+ x۲ + x۴)(۱+ x۳ + x۶)(۱+ x۴ + x۸) . . .

=
(۱− x)(۱+ x+ x۲)

۱− x
· (۱− x۲)(۱+ x۲ + x۴)

۱− x۲

·(۱− x۳)(۱+ x۳ + x۶)

۱− x۳
· (۱− x۴)(۱+ x۴ + x۸)

۱− x۴
. . .

=
۱− x۳

۱− x
· ۱− x۶

۱− x۲
· ۱− x۹

۱− x۳
· ۱− x۱۲

۱− x۴
. . .

=
۱

۱− x
· ۱
۱− x۲

· ۱
۱− x۴

· ۱
۱− x۵ · ۱

۱− x۷ . . .

=
∏
۳̸ | k

۱
۱− xk

=
∏
۳̸ | k

(۱+ xk + x۲k + x۳k + . . .)

= (۱+ x+ x۲ + x۳ + . . .)(۱+ x۲ + x۴ + x۶ + . . .)

(۱+ x۴ + x۸ + x۱۲ + . . .)(۱+ x۵ + x۱۰ + x۱۵ + . . .)

(۱+ x۷ + x۱۴ + x۲۱ + . . .)(۱+ x۸ + x۱۶ + x۲۴ + . . .) . . .

از جمله�ای هر باید کنیم ضرب ی΋دیΎر در را پرانتزها این بخواهیم اگر اکنون n افرازهای تعداد کنید ثابت
بزرگ�ترین که ͳطبیع اعداد به
با است برابر است k برابر آنها

.Π(n, k)

چند برابر xn ضریب اما شود. ضرب دیΎر پرانتز هر از جمله هر در پرانتزی هر
را n م�ͳتوان که ͳحالات تعداد با است برابر xn ضریب حقیقت در شد؟ خواهد
εi آن در که نوشت ε۱×۱+ ε۲×۲+ ε۴×۴+ . . . ش΋ل به ͳمجموع صورت به
۳ مضرب که اعدادی ترتیب بدین .n افراز در i شدن ظاهر تعداد با است برابر
اعداد به n از ͳافرازهای تعداد برابر bn اگر لذا و نم�ͳشوند ظاهر افراز در هستند
مولد تاب΄ بالا عبارت که گفت م�ͳتوان آنΎاه نیستند، ۳ مضرب که باشد ͳطبیع
لذا و دارند ͳسان΋ی مولد تواب΄ {bn} و {an} دنبالۀ دو بنابراین است. {bn} دنبالۀ
■ برابرند. هم با
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بتوانیم که بود آن برای آموختیم کتاب این در آنچه همۀ که نم�ͳکنیم ریاضͳ،فراموش نظریۀ Έی برای
دیΎر، چیز هر همانند
کرد درک م�ͳتوان را ͳزیبای
توصیفنمود. نم�ͳتوان اما
Arthur Cayley
16 Aug 1821 - 26 Jan 1895

نیست. ماجرا تمام این مسلماً برداریم. را شمردن�ͳها شمردن برای اولیه قدم�های
این در شده مطرح شیوه�های با که دارد وجود بسیاری ͳشمارش مسائل هم هنوز
بدون باشد. ͳاستقرای مسیر این در قدم اولین شاید این نیستند. حل قابل کتاب
دهید. ادامه را یادگیری ͳاستقرای فرآیند تا باشید بعدی گام�های ف΋ر به باید تردید

تمرین ۴.۴

رابطه�ای که م�ͳشود خواسته شما از آمد خواهد که ͳتمرین�های از ͳبرخ در
مم΋ن آورید. دست به را کار Έی انجام حالات تعداد تعیین برای ͳبازگشت
بد اما آورید دست به ͳاستقرای ͳاستدلال بدون را ΀صری ͳپاسخ بتوانید است
به را ΀صری ΁پاس آن از پس و کنید اثبات را نظر مورد ͳبازگشت رابطۀ نیست
این در که ͳروش�های همۀ از ΀صری ΁پاس آوردن دست به برای آورید. دست

نمایید. مقایسه ی΋دیΎر با را حل�ها راه و کنید استفاده آموختید فصل
مرب΄�های وسیلۀ به را آن م�ͳخواهیم که داریم ۱ × n مستطیل Έی .١.۴.۴
کار این انجام حالات تعداد کنیم فرض بپوشانیم. ۱×۲ مستطیل�های و ۱×۱

ͳبازگشت رابطۀ در an که کنید ثابت باشد. an برابر
an = an−۱ + an−۲, n ≥ ۳

م�ͳکند. صدق a۲ = ۲ و a۱ = ۱ اولیۀ شرایط با
۲×۲ مرب΄�های وسیلۀ به را ۲×n مستطیل Έی م�ͳتوان طریق چند به .٢.۴.۴

پوشاند؟ ۱× ۲ مستطیل�های و
وجود {۰,۱, . . . , n−۱} به {۱,۲, . . . , n} از f مانند صعودی تاب΄ چند .٣.۴.۴

۱؟ ⩽ i ⩽ n هر ازای به f(i) < i که دارد
،۲ ،۱ ارقام با ͳرقم n عدد چند باشد. ͳطبیع عددی n کنیم فرض .۴.۴.۴

باشند؟ نیامده هم کنار در ۲ و ۱ که دارد وجود ۴ ،۳
داریم ͳنامنف ΀صحی اعداد از (a۱, . . . , an) مانند مرتب ͳتای n چند .۵.۴.۴
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a۱؟ + . . .+ ai ≥ i باشیم داشته ۱ ⩽ i ⩽ n هر ازای به و ∑n
i=۱ ai = n که

که داریم (a۱, . . . , an) مانند مرتب ͳتای n چند .۶.۴.۴ برای ai = i شرط که ͳحالت در
باشیم نداشته را i Έی دقیقاً

دارد؟ وجود ͳتای n چند
۱ ⩽ a۱ ⩽ a۲ ⩽ . . . ⩽ an ⩽ n

ai؟ = i باشیم داشته i Έی برای دقیقاً و
داریم ͳنامنف ΀صحی اعداد از (a۱, . . . , a۲n) مانند مرتب ͳتای ۲n چند .٧.۴.۴

ai؟ − ai−۱ = ±۱ و a۲n = ۱ ،a۱ = ۱ که
است؟ جمله چند شامل ∏n

i=۱(x۱ + . . .+ xi) عبارت .٨.۴.۴
بار دو حداقل است مم΋ن طریق چند به م�ͳاندازیم. بار n را س΋ه�ای .٩.۴.۴

بیاید؟ رو
{n۲an} دنبالۀ مولد تاب΄ باشد. {an} دنبالۀ مولد تاب΄ f کنیم فرض .١٠.۴.۴

آورید. دست به f حسب بر را
را {an

n۲ } دنبالۀ مولد تاب΄ باشد. {an} دنبالۀ مولد تاب΄ f کنیم فرض .١١.۴.۴
آورید. دست به f حسب بر

مولد تاب΄ باشد. ثابت عددی c و {an} دنبالۀ مولد تاب΄ f فرضکنیم .١٢.۴.۴
آورید. دست به f حسب بر را {cnan} دنبالۀ

است؟ دنباله�ای چه مولد تاب΄ f(x) = ۱
(۱−x)k

تاب΄ .١٣.۴.۴
آورید. دست به را ln(۱+ x) و ln(۱− x) تواب΄ م΋لورن بسط .١۴.۴.۴

دنباله�های مولد تواب΄ باشد. {an} دنبالۀ مولد تاب΄ f کنیم فرض .١۵.۴.۴
آورید. دست به f حسب بر را {a۲n−۱} و {a۲n}

تاب΄ کنید ثابت باشد. ͳثابت ͳطبیع عدد m کنیم فرض .١۶.۴.۴
f(x) =

xm

(۱− x)(۱− ۲x) . . . (۱−mx)

است. an =
{
n
m

} دنبالۀ مولد تاب΄ تاب΄ و ͳمعمول مولد تاب΄ بین
چه دنباله Έی ͳنمای مولد

دارد؟ وجود ͳارتباط
تاب΄ کنید ثابت باشد. ͳثابت ͳطبیع عدد m کنیم فرض .١٧.۴.۴

f(x) =
(ex − ۱)m

m!

است. an =
{
n
m

} دنبالۀ ͳنمای مولد تاب΄
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تاب΄ کنید ثابت باشد. ͳثابت ͳطبیع عدد m کنیم فرض .١٨.۴.۴
f(x) = x(x+ ۱)(x+ ۲) . . . (x+m− ۱)

است. an =
[
n
m

] دنبالۀ مولد تاب΄
تاب΄ کنید ثابت باشد. ͳثابت ͳطبیع عدد m کنیم فرض .١٩.۴.۴

f(x) =

(
ln

۱
۱− x

)m

است. an =
[
n
m

] دنبالۀ ͳنمای مولد تاب΄
کنید ثابت باشد. ͳثابت ͳطبیع عدد m کنیم فرض .٢٠.۴.۴(

x

ln(۱+ x)

)m

=

∞∑
n=۰

{
m

m−n

}(
m−۱
n

) xn
n!

.

که دهید نشان )همچنین
x

۱− e−x

)m

=
∞∑
n=۰

[
m

m−n

](
m−۱
n

) xn
n!

.

کنید ثابت دهید۴.۴.٢١. قرار ۱ برابر را y یا x اگر
م�ͳافتد؟ ͳاتفاق چه

ex(y+۱) =

∞∑
m,n=۰

(
n

m

)
xn

n!
ym,

e(e
x−۱)y =

∞∑
m,n=۰

{
n

m

}
xn

n!
ym,

۱
(۱− x)y

=

∞∑
m,n=۰

[
n

m

]
xn

n!
ym,

۱− y

ex(y−۱) − y
=

∞∑
m,n=۰

⟨
m

n

⟩
xn

n!
ym.

نامید. متغیره دو ͳنمای-ͳمعمول مولد تواب΄ م�ͳتوان را تواب΄ این
تاب΄ باشد. دنباله Έی {an}n=۱,۲,... کنیم فرض .٢٢.۴.۴

f(x) =

∞∑
n=۱

an
nx



تمرین .۴.۴٢۵۶

ͳضرب {an} دنبالۀ که ͳحالت در م�ͳنامیم. {an} دنبالۀ دیری΋لۀ٢١ مولد تاب΄ را .
Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet
13 Feb 1805 - 5 May 1859

مولد تاب΄ ،anm = anam باشیم داشته متباین n و m هر ازای به ͳیعن باشد،
داریم حالت این در که کنید ثابت شود. واق΄ مفید ͳخیل م�ͳتواند دیری΋له

f(x) =
∏
p∈P

(۱+
ap
px

+
ap۲

p۲x
+

ap۳

p۳x
+ . . .),

است. اول اعداد مجموعۀ P آن در که
نشان و آورید دست به را an = ۱ ثابت دنبالۀ دیری΋لۀ مولد تاب΄ .٢٣.۴.۴

که دهید
∞∑

n=۱

۱
nx

=
∏
p

(
۱

۱− p−x

)
.

نامیده ریمان٢٣ زتای ∞∑تاب΄
n=۱

۱
nx تاب΄ م�ͳنامند. اویلر٢٢ اتحاد را فوق تساوی

م�ͳشود. داده نمایش ζ(x) با و م�ͳشود .
Georg Friedrich
Bernhard Riemann
17 Sept 1826 - 20 July 1866

an = µ(n) دنبالۀ دیری΋لۀ مولد تاب΄ باشد. موبیوس تاب΄ µ فرضکنیم .٢۴.۴.۴
که دهید نشان و آورید دست به را

∞∑
n=۱

µ(n)

nx
=
∏
p

(۱− p−x).

an = φ(n) دنبالۀ دیری΋لۀ مولد تاب΄ باشد. اویلر تاب΄ φ کنیم فرض .٢۵.۴.۴
که دهید نشان و آورید دست به را

∞∑
n=۱

φ(n)

nx
=
∏
p

۱− p−x

۱− p۱−x
.

است. ζ(x−۱)
ζ(x) برابر an = φ(n) دنبالۀ دیری΋لۀ مولد تاب΄ که بΎیرید نتیجه

کنیم فرض .٢۶.۴.۴

f(x) =

∞∏
n=۱

(۱− xn)−
µ(n)
n .

٢١Dirichlet generating function
٢٢Euler’s identity
٢٣Riemann zeta function
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.f(x) = ex که بΎیرید نتیجه و ln f(x) = x کنید ثابت
آورید. دست به را an = ۲n +۳n دنبالۀ ͳنمای و ͳمعمول مولد تواب΄ .٢٧.۴.۴

ͳبازگشت رابطۀ .٢٨.۴.۴

a۰ = ۰, a۱ = ۱,

an = −۲nan−۱ +

n∑
k=۰

(
n

k

)
akan−k, n ≥ ۲

کنید. حل ͳنمای مولد تاب΄ از استفاده با طرحرا را ͳمسائل م�ͳتوانید آیا
این آنها ΁پاس که کنید

باشد؟ ͳبازگشت دنباله�های
ͳبازگشت رابطۀ .٢٩.۴.۴

a۰ = ۱, a۱ = ۱,

an = an−۱ + (n− ۱)an−۲, n ≥ ۲

کنید. حل ͳنمای مولد تاب΄ از استفاده با را
دنباله این ͳنمای مولد تاب΄ باشد. بل اعداد دنبالۀ {Bn} کنیم فرض .٣٠.۴.۴

بیابید. را
حسب بر و بیابید را {lnn} و {

√
n} دنباله�های دیری΋لۀ مولد تواب΄ .٣١.۴.۴

کنید. بیان ζ تاب΄
متمایز اعداد از ͳمجموع صورت به n افرازهای تعداد کنید ثابت .٣٢.۴.۴

فرد. اعداد از ͳمجموع صورت به n افرازهای تعداد با است برابر
ͳبازگشت رابطۀ از استفاده با .٣٣.۴.۴

Dn = (n− ۱)(Dn−۱ +Dn−۲)

شرط با را آن ΀صری جواب و آورید دست به را {Dn} دنبالۀ ͳنمای مولد کهتاب΄ باشد این تمرین بهترین شاید
بشمارید؛ را ͳشمردن چیز هر
انجام ͳتوانای اکنون اگر البته
باشید! یافته خود در را کار این

کنید. تعیین D۱ = ۰ و D۰ = ۱
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نمایه

٢۵۶ اویلر، اتحاد
Ίاسترلین

١۶٠ اول، نوع
١۵٣ دوم، نوع

اصل
١٢ استقرا،

٢٩ ،m از ابتدا
۴۶ ،ͳضرب
٣۵ قوی،
۵۴ جم΄،

۴۴ ،ͳخوشترتیب
۵۴ ضرب،

۴١ ،ͳنامتناه نزول
افراز

١۵٩ دور،
١٩٢ صف،

١۵٣ مجموعه،
١٠٣ مرتب،

١۵٧ عدد، نامرتب
١٢ الΎوریتم،

١٩۶ جایΎشت، بازتاب

١٢ هانوی، برج
۴۶ ،ͳاضاف شرط با

۴۶ دوگانه،
٢ خلف، برهان

٢٣۴ م΋لورن، بسط
١٨٣ بل،

تاب΄
١٣۶ اویلر،

١٣۶ ،ͳحساب
١٣۶ ،ͳضرب

٢۵۶ ریمان، زتای
١٣۶ موبیوس،
٢٢٨ مولد، تاب΄

٢۵۶ دیری΋له،
٢٣٧ ،ͳمعمول

٢۵۵ ،ͳنمای-ͳمعمول
٢٣٧ ،ͳنمای

۶۶ ترکیب،
٣ تناقض،

١٢۶ مجموعه�ها، برای توان
١۶۵ ،ͳفاکتوریل توان

٢۶۶



نمایه٢۶٧

۶٣ جایΎشت،
١٩۶ بازتاب،
٩٧ پریش،

١١٣ خودمع΋وس،
١١٠ مجموعه، Έی ش΋افتن

١٩٧ متناوب،
۶۴ دوری، نمایش

۶٣ ،ͳهمان
١٣۵ ،΀صحی جزء

١٩٩ چندمجموعه،

٢٣٣ ،ͳکوش حاصلضرب
٢ ح΋م،

٩١ دترمینان،
١٩٩ ت΋رار، درجه
۶٧ شمار، دوبار

۶۴ دور،
١۶ دومینو،

١٧٨ ،ͳبازگشت رابطه
٢٢۵ ناهمΎن،
٢٢۴ همΎن،

١٨٣ هم�ارزی، رابطه

١٨٢ زیرفاکتوریل،

١٣۵ سقف،

ضریب

۶٩ m-جمله�ای،
۶٨ دوجمله�ای،

۴٠ کردن، عاد
عدد

Ίاسترلین
١۶٠ اول، نوع
١۵٣ دوم، نوع

١۵٧ نامرتب، افراز
اویلری

١٩۴ اول، مرتبه
٢٠٢ دوم، مرتبه

١٨٣ بل،
١٠۶ کاتالان،

٢٧ فاکتوریل،
٢ فرض،
ͳفیبوناچ

٣٩ دنباله،
١١۴ مبنا،

قضیه
۴٢ فرما، آخر
۴٩ برتراند،

١٣۵ کف،

۴٩ گراف،
۵٠ خودم΋مل،

۴٩ م΋مل،



٢۶٨نمایه

۴٩ کامل،

٩١ ماتریس،
١٠٩ ،ͳشتΎجای
٩١ دترمینان،
٣۴ نقض، مثال
٧٢ خیام، مثلث

١٩٩ چندگانه، مجموعه
،١١٨ کرده، ازدواج زوج�های مسأله

١٣٢
١٧٨ ،ͳبازگشت معادله

٢٢۵ ناهمΎن،
٢٢۴ همΎن،
۶۴ دوری، نمایش
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