
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 اندیشۀ برتر
 

 
 
 
 

( و ماندگار ریاضات کامل،جامع )مجموعۀ 

 گسسته و جبرواحتمال +آمار
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 مولف:
 

 احمد علی دارائی

www.riazisara.irاز سايت رياضي سرادانلود



 مقدمه مولف

با ذکر نام و یاد خداوندی که انسان را آفرید , انسانی که در طول دوران زندگیش برای رسیدن به کمال مطلوبی که 

 مورد رضایت خداوند متعال است از هیچ کوششی و سعی دریغ نکرد.

برتر در ریاضیات پایه و دیفرانسیل در زمینه ی  بر آن شدم که پس از تالیف کتاب اندیشه ،من نیز به نوبه ی خود

جبرواحتمال و گسسته نیز با استمداد از خداوند متعال و با درخواست دانش آموزان و همکاران محترم ،آنالیز ترکیبی

 لذا درصدد تالیف کتاب حاضر که در دو جلد ارائه میشود برآمدم.  ،دستی بر تالیف ببرم

 ،با دیفرانسیلاین کتاب بخشی از ریاضیات است که ،اسم ریاضیات گسسته روشن استهمان طور که پیداست و از 

 .ریاضیات عمومی کاملا متفاوت است حسابان و بخش های از

 و اما ویژگی این کتاب :

این کتاب قابل استفاده برای دانش آموزان رشته ریاضی و تجربی و بالاخص کنکوری و دانشجویان محترم و 

می باشد جلد اول کتاب که شامل آموزش مباحث ریاضیات گسسته و جبرواحتمال در پنج فصل میباشد  یزهمکاران عز

 .به همراه مبحث آمار آورده شده است

که تاثیر آن از زبانی ساده و شیوا همراه با مثال ،در این کتاب سعی شده است مطالب از سطح ساده تا دشوار بیان شود

باید خدمت شما بزرگواران عرض کنم که این کتاب به زمان و اد در حین تالیف استفاده شده است و همچنین های زی

 .مکان بستگی ندارد و با تغییر کتب درسی از ارزش آن نمی کاهد

 نحوی استفاده از کتاب:

 ،نیاز مباحثی همچون گراف  مبحث آنالیزترکیبی پیش ،باید بدانیم و بدانید که در درس ریاضیات گسسته و جبرواحتمال

تا( برای مطالعه ترکیبیات و احتمال می باشد لذا خواشمند است از دانش آموزان و دانشجویان و همکاران محترم)جسار

البته اگر شخصی در این مبحث تبحر لازم را ،ابتدا مبحث آنالیز ترکیبی را مطالعه نمایند،نه از کتابو استفاده ی بهی

یار خواندن این مبحث را به خودش می سپارم با توجه به اینکه در کتاب درسی هر مبحث به صورت داشت دیگر اخت

متعجب و حیرت زده نشوید چرا که هدف ،خیلی مختصر بیان شده است لذا خواشمند است با دیدن حجم زیاد مطالب

البته کسانی ،راه با جزئیات می باشدی هماینجانب از تالیف این کتاب بیان کلیه نکات لازم و تشریحی و تستی کنکور

متوجه  ،که میخواهند از لحاظ علمی به بنییه ای قوی برسند و در کنکور موفقیت قابل توجه و شایان ذکری داشته باشند

امید است این کتاب همچون کتاب ریاضیات پایه و دیفرانسیل اندیشه برتر مورد توجه  شما ،عرایض بنده هستند

 گیرد. بزرگواران قرار

 

اعم از چاپ و نگارش و کلیه کسانی که مرا در این و درپایان لازم میدانم از تمامی عزیزانی که در تالیف این کتاب 

 راه همراهی کردند سپاس گذاری کنم .

واضح است که این کتاب در زمان تالیف با دقت و توجه ی که به عمل آمده خالی از اشکال و ایراد نیست لذا از کلیه 

اگر به معایبی برخوردید با دیده اغماض مطالب را  زانی که این کتاب را مطالعه می کنن صمیمانه تقاضا دارمعزی

مرا از راهنمایی و انتقادات 08507042190بر من منت گذاشته و یا از طریق تلفن همراه بنده  ،ارزیابی نموده

 سازندهی خود بی نصیب نگذارید.

 احمد علی دارائی 

 5297زمستان
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     گراف : اولفصل
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  :گراف 

   : تعریف شهودی گراف
. و تعدادی پاره خط یا کمان که این نقاط را به یکدیگر وصل می کنند ، تشکیل شده است  شکلی است که از تعدادی نقطه

  :مانند گراف زیر 
    

      
  
  ) : گراف ساده(عریف گراف ت

)یک گراف ساده در حقیقت یک زوج مرتب مانند )EVG  Eاست و مجموعه ای متناهی و نا تهی  Vاست که در آن  =,
  . استVزیر مجموعه های دو عضوی مجموعۀ تمام مجموعه ای از 
  : چند نکتۀ مهم 

1- V هرگز تهی نیست ولی Eمی تواند تهی باشد .  
) را باG یا گره می گوییم ، مجموعۀ رأس های گراف رأس را Vعضای  ا-2 )GVنمایش می دهیم .  
) را باG می گوییم ، مجموعۀ یال های گراف یال را E اعضای -3 )GEنمایش می دهیم .  
  . نشان می دهیمP شود و آن را با  گفته میمرتبۀ گراف ، یعنی تعداد رئوس گراف ، V به تعداد اعضای -4

PV                                             :یعنی  =  
  . نشان می دهیمq گفته می شود و آن را با اندازۀ گراف ، یعنی تعداد یال های گراف  ، E به تعداد اعضای -5

qE                                             :یعنی  =  
} یاab را به یکدیگر وصل کند ، آن را به صورتb وa یالی دو رأس  اگر-6 }ba, نمایش می دهیم در این حالت 

  . مجاورندb وaگوییم رئوس  می
راف می توان یک نمودار نسبت داد ، کافی است رأس های گراف را با نقاطی مجزا در صفحه به طور دلخواه  به هر گ-7

}مشخص کرده و سپس به ازاء هر یال }ba,یا abدو نقطۀ ، aو bبه هم وصل کنیم ، نمودار  را با یک پاره خط یا کمان 
  .به دست آمده را نمودار گراف می گویند

  . به مثال زیر توجه کنیدمنحصر به فرد نیست ،نمودار یک گراف  : تذکر مهم 9
}نمودار گراف :مثال  } { }( )cebebdacadedcbaG        را رسم کنید؟=,,,,,,,,,
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     گراف : اولفصل

 

 
 
  . فرقی نداردca با یال ac دقت کنید که یال :تذکر مهم  9
  .لزومی ندارد که محل برخورد دو یال ، رأسی از گراف باشد :تذکر مهم  9

  :گراف های یک ریخت 
و دو گراف را که دارای مجموعه ی رئوس و مجموعه ی یال های یکسان باشند یک ریخت می نامیم ، به عبارت دیگر د

گراف، یک گراف هستند ، اما از لحاظ نمودار ، ظاهراً با هم فرق دارند ، به عنوان مثال چهار گراف رسم شده در فوق یک 
  .ریخت هستند

 تشخیص یک ریخت بودن دو گراف ، به خصوص اگر رئوس آنها نام گذاری نشده باشند دقت بیشتری را :تذکر مهم  9
  .طلبد و همیشه به سادگی ممکن نیست می

)تعداد رئوس و یال های گراف :تست  )EVG } که=, }621 ,,, VVVV } و =… }54623121 ,,, VVVVVVVVE  به =
  :ترتیب عبارتند از 

  8 و 6)4   4 و 6) 3   6 و 5) 2    6 و 4) 1
می باشد ، لذا ) Eای تعداد اعض (4و تعداد یال ها برابر ) Vتعداد اعضای  (6واضح است که تعداد رئوس برابر  :حل 

  . درست است3گزینۀ 
  : رأس می توان ساخت برابر است با P حداکثر تعداد گراف های ساده که با :نکتۀ مهم  9
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 گراف مختلف می شود ، لذا تعداد گراف های مختلف به 2وجود یا عدم وجود هر یالی در یک گراف ، باعث وجود  :اثبات 
 :وجود آمده ، طبق اصل ضرب برابر است با

 
     
  

   رأس را مشخص نموده و آنها را رسم کنید؟3 تعداد کل گراف های سادۀ با :مثال 
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  : یال می باشند برابر است با m رأسی که دارای Pتعداد کل گراف های سادۀ   :2نکتۀ  9
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   یال داشته باشد؟10 می توان ساخت به طوری که 6 چند گراف سادۀ از مرتبۀ :تست 
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 یال باشند m یال به خصوص جزو این n یال داشته باشند و m رأسی که P تعداد کل گراف های سادۀ : 3نکتۀ   9
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   یال باشند؟10 ، جزو این  یال خاص2 یال می توان ساخت به طوری که 10 با 6چند گراف از مرتبۀ  :تست 
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 یال نباشند m یال به خصوص جزو این n یال داشته باشند و m رأسی که Pتعداد کل گراف های سادۀ   :4نکتۀ  9
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   یال به خصوص در آن نباشند؟2 می توان ساخت که 10 و اندازۀ 6 چند گراف از مرتبۀ :تست 
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  . صحیح است4گزینۀ  :پاسخ 
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 یال خاص در آن نباشند 2n یال خاص بوده و 1n به طوری که شامل P تعداد گراف های سادۀ از مرتبۀ  :5نکتۀ   9

                           :برابر است با
2122
nn

P
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  : یال خاص در آن نباشند برابر است با 3 یال به خصوص بوده و 2 که شامل 6تعداد گراف های سادۀ از مرتبۀ  :تست 
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PP   
  :مرتبه ، اندازه 

)در هر گراف مانند :تعریف  )EVG  را E و تعداد اعضای مجموعۀ G را مرتبۀ گراف V ، تعداد اعضای مجموعۀ =,
 و اندازۀ آن را با P(G)با  را G نمایش می دهیم ، مرتبۀ q و p می نامیم و معمولاً آنها را به ترتیب با Gاندازۀ گراف 

q(G) نمایش می دهیم ، بنابراین داریم :              
( ) ( )
( ) ( )




===
===
qGqEEn
PGPVVn  

  باید غیر خالی Vزیرا در تعریف گراف دیدیم که مجموعۀ ( همواره عددی بزرگتر یا مساوی یک است p :نکتۀ مهم  9
  ).شته باشد عضو دا1باشد ، یعنی حداقل 

  : درجه
، v می گذرند به عبارت دیگر درجۀ رأس v است که از رأس G، برابر تعداد یال هایی از G  از گراف vدرجۀ رأس  :تعریف 

V است ، این عدد را با vبرابر تعداد رئوس مجاور با 
Gdegو گاهی به اختصار با Vdegنمایش می دهیم .  

   :رأس فرد و رأس زوج
  .اگر درجۀ رأسی فرد باشد ، آن رأس را رأس فرد و اگر درجه اش زوج باشد ، آن رأس را رأس زوج می نامیم

  :رأس منفرد یا ایزوله یا تنها 
  .رأسی که درجه اش صفر باشد ، رأس ایزوله یا منفرد نامیده می شود

  .ده است درگراف زیر ، درجۀ هر رأس کنار آن نوشته ش:مثال 
  
  
  
  
  

  . راس زوج یک رأس منفرد می باشد4 رأس فرد وجود دارد ، ضمناً از 4 رأس زوج و 4در گراف فوق ، 
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3V  

1V  2V  

4V  5V  

  
   : جمعوند فرد و جمعوند زوج

به مجموع درجات رئوس فرد گراف ، جمعوند فرد گراف می گویند و به مجموع درجات رئوس زوج گراف ، جمعوند زوج 
   .گراف می گویند

  :در گراف مثال قبل داریم   :مثال
 81133   جمعوند فرد =+++=
82420   جمعوند زوج=+++=

  . استP−1 و حداکثر0 رأسی ، درجۀ هر رأس حداقل P در یک گراف سادۀ:نکته  9
1deg0                            :یعنی −≤≤ PiV  

 رأس P−1که تعدادشان( و زمانی که به تمام رئوس دیگر 0 زمانی که به هیچ رأسی وصل نشده باشد درجه اش در واقع
  . می باشدP−1وصل شده باشد ، درجه اش) است

} اگر:قضیۀ مهم  }PVVVV ,,, 21 q2vdegگاه  باشد آنq با اندازۀ G ، مجموعۀ رأس های گراف =…
P

1i
i =∑

=

 ، یعنی 
  .مجموع درجات رئوس هر گراف دو برابر تعداد یال های آن است

 می گذرد بنابراین هنگامی که درجات رئوس گراف را جمع G می دانیم هر یال دو سر دارد ، یعنی دقیقاً از دو رأس : اثبات
  :می کنیم ، هر یال دو بار به حساب می آید ، لذا 

q
P

i

vi 2deg
1

=∑
=

   
  درستی قضیۀ فوق را در گراف مقابل تحقیق کنید؟  :مثال

  
  
  
  

54321

5

1

degdegdegdegdegdeg VVVVVV
i

i +++++=∑
=

  

                                                                                     3 3 2 2 2
12

= + + + +
=

  
)   2         (12q26q   ها تعداد یال ==⇒=

qV
P

i
i 2deg

1

=⇒ ∑
=

  )2(و ) 1(

 یک بار و در درجۀ 1Vبه هم متصل می کند ، لذا این یال در درجۀ رأس  را3V و 1V ، دو رأس31VVدقت کنید که یال
  .ار به حساب می آید نیز یک ب3Vرأس

  .تعداد رئوس فرد هرگراف ، زوج است:   قضیه بسیار بسیار مهم
}فرض می کنیم  :اثبات }PVVVV ,,, 21  :  باشد ، طبق قضیۀ قبل داریم q با اندازۀ G مجموعۀ رأس های گراف =…

)1  (q2Vdeg
P

1i
i =∑

=

iV را باG ، حال اگر رأس های فرد  iVآن را با و رأس های زوج ′   :  نمایش دهیم داریم ′′
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  مجموع درجات رئوس گراف= مجموع درجات رئوس فرد گراف + مجموع درجات رئوس زوج آن 
 :یعنی 

)  2(                           ( )Pmn =+,
P n m

i i i
i 1 i 1 i 1

deg V deg V deg V
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″′= +∑ ∑ ∑
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   جمعوند فرد                     جمعوند زوج                                                        
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2degdeg) 2 ( و)1  (  
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i
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i
i VqV
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deg2deg           

∑ت لذامی دانیم مجموع چند عدد زوج ، عددی زوج اس
=

″m

i
iV

1
deg زوج است و بنابراین سمت راست تساوی فوق نیز 

بنابراین سمت چپ تساوی نیز عددی )  زوج است و تفاضل دو عدد زوج عددی زوج می شودq2زیرا(عددی زوج است 
  : لذا طبق نکته ی زیر . زوج است 

 ، عددی زوج شده باشد ، آنگاه نتیجه می شود که تعداد این اعداد فرد ،  هرگاه حاصل جمع تعدادی عدد فرد:نکته  9
  . زوج بوده است

  .زوج بوده است)  هاiV′( عددی زوج بوده است ، یعنی تعداد رئوس فرد nنتیجه می شود که 
داشته باشید که وقتی مرتبه گراف ، تعداد رئوس زوج هر گراف ، می تواند عددی زوج یا فرد باشد ، اما توجه  :نکته  9

فرد باشد ، تعداد رئوس زوج باید فرد باشد و وقتی مرتبه گراف زوج باشد ، تعداد رئوس زوج باید زوج باشد ، لذا زوج یا 
  .  فرد بودن تعداد رئوس ، به مرتبه گراف بستگی دارد

  شد؟ با1 ، 1 ، 2 ، 3گرافی رسم کنید که دنبالۀ درجات رئوس آن  :مثال 
  .تعداد رئوس فرد آن فرد است چنین گرافی وجود ندارد ، زیرا :پاسخ 
  با کدام اطلاعات زیر می توان گرافی ساده ساخت؟ : تست

  3 رأس از درجۀ 7 و 2 رأس از درجۀ 5) 2    2 رأس از درجۀ 4 و 3 رأس از درجۀ 7) 1
  3أس از درجۀ  ر7 و 1 رأس از درجۀ 5) 4     1 رأس از درجۀ 5 و 3 رأس از درجۀ 4) 3

  :زیرا . می باشد) 4(جواب صحیح گزینۀ  :پاسخ 

q2263715Vdeg
P

1i
i ==×+×=∑

=

  
 
 

  : در مورد سه گزینۀ دیگر داریم 
q2292437    1گزینۀ →×+×=≠
q2313725   2گزینۀ →×+×=≠
q2171534   3گزینۀ →×+×=≠

  . فرد است ، لذا این سه گزینه نادرست می باشند 4 و 2 ، 1تعداد رئوس فرد در گزینه های  :راه دیگر 
  کدام گزینه درست است؟ :تست 

  .تعداد رئوس زوج هر گراف ، زوج است) 2    .تعداد رئوس فرد هر گراف ، زوج است) 1
  .تعداد رئوس زوج هر گراف ، فرد است) 4   .تعداد رئوس فرد هر گراف ، فرد است) 3
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     گراف : اولفصل

 

  .می باشد ) 1(گزینۀ  قبل ، ی قضیهجواب صحیح طبق  :پاسخ 
    کدام است؟3 است ، تعداد رئوس درجۀ 5 و 3 ، که فقط دارای رئوس درجۀ 25 و اندازۀ 14در یک گراف از مرتبۀ  :تست 

1(10            2(9           3(4           4(8  
25q وP=14 باشد ، لذا با توجه به اینکه5وس درجۀ  تعداد رئy و3تعداد رئوس درجۀ xفرض می کنیم :پاسخ  = 

  :است داریم 
x y P 14

3x 5y 2q 50

x 10, y 4 x 10

+ = =
 + = =
⇒ = = ⇒ =

   

  .صحیح است) 1(گزینۀ
  : دنبالۀ درجات رئوس گراف

ا تعداد رئوس گراف دنباله ای است که هر جملۀ آن درجۀ رأسی از گراف می باشد ، به طوری که تعداد جملات آن برابر ب
  .می نویسیم) به ترتیب نزولی یا نا صعودی(است، معمولاً برحسب قرار داد ، جملات دنباله را از بزرگ به کوچک 

   :Gماکسیمم و مینیمم درجۀ 
را ماکسیمم درجۀ ) اولین عدد از سمت چپ در دنبالۀ درجات رئوس گراف (Gبزرگترین عدد در بین درجات رئوس گراف 

Gیم و آن را با می نام( )G∆نمایش می دهیم و کوچکترین عدد در بین درجه های رئوس گراف ∆ یا به طور ساده با G 
) می نامیم و آن را با Gرا می نیمم درجۀ ) آخرین عدد از سمت چپ در دنبالۀ درجات رئوس گراف( )Gδاده  یا به طور س
  . نمایش می دهیمδبا
1,0               : رأسی داریم P در هر گراف سادۀ :نکتۀ مهم  9 −≤∆≤ Pδ   
به عبارت معادل (یک دنباله از اعداد به شرطی می تواند ، دنبالۀ درجات رئوس یک گراف ساده باشد :نکتۀ مهم  9
  . شرط زیر صدق کند3که در )  شرطی گرافیکی یا گرافیکال می باشدگویند یک دنباله از اعداد به می

  .مجموع درجات رئوس ، زوج باشد ، یعنی مجموع جملات دنباله زوج باشد) 1
  .تعداد رئوس فرد ، زوج باشد) 2
1,0 رأسی ،Pدر یک گراف ) 3 −≤∆≤ Pδ  
برابر تعداد جملات گراف است و اندازۀ ) Pیعنی(رتبۀ گراف اگر دنبالۀ درجات رئوس گرافی معلوم باشد ، م :نکتۀ مهم  9

  .برابر نصف مجموع جملات دنباله است) qیعنی(گراف 
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i
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i Vdeg
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1qq2Vdeg   

  : نکاتی مهم راجع به دنبالۀ درجات رئوس یک گراف 
  . می باشدP تعداد اعضای دنباله ، همان مرتبۀ گراف یعنی -1
 :زیرا می دانیم(ن مجموع درجات همۀ رئوس بوده ، لذا باید همواره عددی زوج باشد  مجموع جملات دنباله ، هما-2

P

i
i 1

deg V 2q
=

  .و نصف این عدد ، اندازۀ گراف می باشد) ∑=
 Pتر از  و بیشP رأسی ، رأس درجۀ P وجود داشته باشد ، زیرا گراف P−1 در دنبالۀ درجات ، نباید عددی بزرگتر از-3

  ). می باشدP−1درجۀ رئوسMaxبه عبارت دیگر . (ندارد
 P با هم نمی توانند وجود داشته باشند به عبارت دیگر ، اگر در یک گراف ساده ی P−1 و0 در دنبالۀ درجات ، اعداد -4

داشته باشد ، به  ) 0رأسی از درجۀ ( باشد ، در این صورت گراف نمی تواند راس ایزوله P−1رأسی ، درجۀ یک رأس
1P رأس از درجه ی 2همین ترتیب اگر   داشته باشد ، به استقراء ثابت می 1 داشته باشد ، نمی تواند رأس از درجه ی −

-
5
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     گراف : اولفصل

 

  :شود که 
k داشته باشد ، در این صورت نمی تواند رأسی از درجۀ P−1 رأس از درجۀk اگر گرافی-5 داشته باشد ، به عبارت −1

 مشاهده شود نباید عددی P−1 بار عددk باشد ، لذا اگر در دنباله ، kدیگر ، درجۀ هر رأس آن ، باید حداقل برابر 
   k≥δ                        : در آن باشد یعنی در این حالت همواره داریمkکوچکتر از 

)ازبزرگتر  مشاهده شود نباید عددی 0 بار عدد n اگر-6 )1−− nPدیده شود ، .  
 رأس هم درجه داشته باشد ، یعنی در دنبالۀ درجات چنین 2 که بیش از یک رأس داشته باشد ، باید حداقل  هر گرافی-7

 رأس درجۀ 2درجۀ تمام رئوس نمی توانند اعداد دو به دو متمایز باشند ، به عبارت دیگر در چنین گرافی باید حداقل گرافی،
  .یکسان وجود داشته باشد

  .باید حتماً زوج باشد تعداد جملات فرد دنباله -8
  .داشته باشد ، مسیری به طول صفر دارد) یک جمله( دنباله ای که فقط یک رأس -9

  . تعریف مسیر را در قسمت های بعدی ، ببینید:تذکر 
   باشد؟5 ، 3 ، 3 ، 2 ، 2گرافی رسم کنید که دنبالۀ درجات رئوس آن  : مثال

41 رأسی ، 5را ماکسیمم درجۀ رئوس یک گراف طبق نکتۀ فوق چنین گرافی وجود ندارد زی :پاسخ  =−P می باشد و لذا 
  .  نمی تواند یکی از جملات دنباله باشد ، از طرفی تعداد رئوس فرد گراف ، فرد است لذا چنین گرافی وجود ندارد 5عدد 

   باشد؟0 ، 1 ، 2 ، 3گرافی رسم کنید که دنبالۀ درجات رئوس آن  :مثال 
31 رأس دارد که درجۀ یک رأس آنP=4  ، چنین گرافی وجود ندارد ، زیرا4طبق نکتۀ   :پاسخ =−P است لذا در این 

  .گراف ، نباید رأسی ایزوله وجود داشته باشد
   بتواند دنبالۀ درجات رئوس یک گراف باشد؟x  ،3 ، 2 ، 1 چند باشد تا دنبالۀ xمقدار :تست 

1(0           2(1          3 (2          4(3  
تواند   ، صفر نمیx باشد ، آنگاه تعداد رئوس فرد گراف فرد می شود ، ضمناً x=1 یا3 صحیح است ، اگر 3 گزینۀ  :پاسخ

31 و گراف رأسی از درجۀP=4باشد زیرا =−Pدارد .  
  کدام دنبالۀ زیر گرافیکی است؟  :تست

1 (0 ، 1 ، 2 ، 3 ، 4 ، 5 ، 6 ، 7         2 (3، 3 ، 3 ، 4 ، 4 ، 4، 4  
3 (1 ، 1 ، 1 ، 4 ، 4 ، 4 ، 9 ، 9 ، 9       4 (3 ، 3 ، 3 ، 3 ، 3 ، 3   

28P ،1ینۀ در گز.  صیح است 4 گزینۀ  :پاسخ  ، تعداد رئوس فرد گراف فرد 2 ، جملۀ تکراری نداریم ، در گزینۀ =≤
9P ،3است ، در گزینۀ    . داشته باشدP و گراف نباید رأسی از درجۀ =

  کدام دنباله می تواند دنبالۀ درجات رئوس یک گراف باشد؟ :تست 
1 (0، 2 ، 3 ، 4 ، 5                2 (0 ، 2 ، 3 ، 3 ، 5  
3 (0 ، 2 ، 2 ، 3 ، 4               4 (0 ، 2 ، 2 ، 3 ، 3  

جملۀ ) 1( جمله دارند، ضمن اینکه در گزینۀ 5زیرا ( رأس دارند 5 ، 2 و 1 پاسخ صحیح است ، گزینه های 4گزینۀ  :پاسخ 
41و رأسی از درجۀP=5ون چ3 داشته باشند ، در گزینۀ 5و لذا نباید رأسی از درجۀ .) تکراری نداریم =−P داریم لذا 

  .نباید رأسی ایزوله داشته باشیم
   کدام است؟y است ، y،x ، 5 ، 6 ، 6 ، 2 ، 2 ، 2 به صورت 14دنبالۀ درجات رئوس یک گراف با اندازۀ  :تست 

1(1          2(4           3(3         4(2  
  :می دانیم   :پاسخ 

281422225662deg
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     گراف : اولفصل

 

2
2
3

52
5

=⇒




=
=

⇒




≤≤≤
=+

⇒ y
y
x

xy
yx   

  ) است7این قضیه ، همان نکته ی ( ، حداقل دو رأس با درجۀ مساوی وجود دارد P≤2 در هر گراف از مرتبۀ:قضیه 
 است ، حال P−1 و حداکثر آن0 باشد ، دیدیم که حداقل درجۀ هر رأس P≤2 گرافی از مرتبۀG  فرض می کنیم :اثبات

، آنگاه درجۀ ) باشدنبه عبارت دیگر ، یک رأس با هیچ یک از رئوس دیگر مجاور ( باشد 0اگر درجۀ یکی از رئوس گراف 
به عبارت دیگر ، این رأس فقط با ( باشد 1 نخواهد بود ، همچنین اگر درجۀ یکی از رئوس گراف P−1هیچ رأسی از گراف

 1بین یا  نخواهد بود ، لذا درجات رئوس یک گراف P−2، آنگاه درجۀ هیچ رأسی از گراف) یک رأس دیگر مجاور باشد
 P−1د بود و در هر حالت تعداد حالت های مختلف برای درجات رئوس یک گراف ،ن خواهP−2تا 0 و یا بین P−1تا

〈−1 است ، چونpعدد مختلف خواهد بود ، در حالی که تعداد رئوس گراف برابر  PP لذا طبق اصل لانۀ کبوتری ، حداقل ، 
  .جۀ یکسان وجود خواهد داشتدو رأس با در

   :Min و رأس Maxرأس 
هرگاه در یک گراف ، رأس یا رأس هایی باشند به طوری که بیشترین درجه را داشته باشند ، در این صورت این رأس ها 

ی باشند به طوری که  نمایش می دهند ، همچنین هرگاه رأس یا رأس های∆ می نامند و درجۀ آنها را باMaxرا رئوس 
 نمایش می دهند ، δ می نامند و درجۀ آنها را با Minکمترین درجه را داشته باشند ، در این صورت این رأس ها را رئوس 

1deg0 :ضمناً همواره داریم  −≤∆≤≤≤ PViδ  
  . داشته باشدMin ی ز درجه و یا چند رأس اMax  ی  یک گراف می تواند چند رأس از درجه:تذکر  9

    را تعیین کنید؟δ و∆ وMin و Maxدر شکل مقابل رئوس  :مثال 
  .δ=0 و∆=3 ضمناً g عبارت است از Minو رأس d  وa عبارتند از Max رئوس :پاسخ 

  
  
  
  
  

   رأس درجۀ صفر وجود دارد ، حداکثر درجۀ رئوس این گراف کدام است؟8 ، 20ک گراف مرتبۀ در ی :تست 
1 (9              2 (10                3 (11              4 (19  

   :پاسخ 
( ) 11112deg12820 =−==∆⇒=− iVMax   

  
  : ، به مثال های زیر توجه کنید Min باشد هم رأس Max در یک گراف ممکن است هر رأس ، هم رأس :تذکر 

  
  
                                              3=∆=⇒ δ              
  
  

                                             2=∆=⇒ δ  
  
  

b c 

e 

g 

   f 

a 

d 
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     گراف : اولفصل

 

  : رأسی ، میانگین درجات رئوس برابر است با P در یک گراف سادۀ :نکتۀ مهم  9

P
q2 یا 

P

V
P

i
i∑

=1
deg

   
  : رأسی ، همواره در رابطۀ زیر صدق می کند P میانگین درجات رئوس یک گراف سادۀ :نکتۀ مهم  9

∆≤≤
P
q2δ  

  :یا 
∆≤≤ PqP 2δ   

  : اثبات 

∑
=

∆≤≤
+

∆≤≤

∆≤≤
∆≤≤

P

i
i

P

PVP

V

V
V

1

2

1

deg

deg

deg
deg

δ

δ

δ
δ

#
   

∆≤≤⇒∆≤≤⇒
P
qPqP 22 δδ  

 باشد ، چرا که میانگین چند ∆وδ درجات رئوس هر گراف ، همواره بین البته این طبیعی است که میانگین:تذکر مهم  9
  .عدد همواره بین کوچکترین و بزرگترین آنها قرار دارد

=−1 و1/99درجات رئوس یک گراف اگر میانگین :تست  Pqباشد ، مرتبۀ گراف کدام است؟   
1 (199                 2 (200            3 (201            4(202  
  

  :پاسخ 

1q
99/1
q2

1qP1Pq
99/1
q2P99/1

P
q2

+=⇒












+=⇒−=

=⇒=   

200119999/101/099/199/12 =+=⇒=⇒=⇒+= qPqqqq   
  

   است ، این گراف ، دست کم چند یال باید داشته باشد؟ 5 رأسی مساوی 8 کمترین درجۀ رئوس در یک گراف سادۀ :تست 
1 (21              2(20              3 (19              4 (22  

  :پاسخ 

20
8

252
8
5

≥⇒≤⇒≤⇒




=
=

qq
P
q

P
δ

δ   

  . یال داشته باشد20پس باید حداقل 
 است ، این گراف ، دست کم چند رأس باید داشته 5 یال است بیشترین درجۀ رئوس مساوی 17 در گرافی که دارای :تست 
  باشد؟

1 (6                2 (8              3 (9               4(7  
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     گراف : اولفصل

 

a b 

d c 

a 
b 

d 

c 

e 

a b 

d c 

P P 7∈→ =`  

  :پاسخ 
5 2q 34 345 5P 34 P 6/8

q 17 P P 5
∆=

⇒ ≤∆⇒ ≤ ⇒ ≥ ⇒ ≥ = =
   

  .س داشته باشد رأ7 پس باید حداقل 
   : گراف بازه ها

هرگاه رأس های یک گراف ، بازه هایی باز و غیر خالی از اعداد حقیقی باشند و ضمناً دو رأس در صورتی به یکدیگر 
که بازه های نظیر آن دو رأس با یکدیگر اشتراک داشته باشند ، در این صورت ) به عبارت دیگر مجاور باشند(متصل باشند 
  .راف بازه ها می گوینداین گراف را گ

)هرگاه :مثال  )3,1=aو ( )5,2=bو ( )11,6=cو ( )7,4=d آنگاه گراف بازه ای منسوب به ، }a,b, c ,d { عبارت
  :است از 

  
  
  

  : اشتراک دارد یعنی b با رأس aدقت کنید که چون رأس 
( ) ( ) φ≠∩ 5,23,1   

  : اشتراکی ندارد یعنی c با رأس a به هم متصل شده اند اما به این دلیل که رأس b و aرئوس 
( ) ( ) φ=∩ 11,63,1  

  . یالی وجود نداردc و aبین دو رأس 
   بازۀ مناسب ، نشان دهید که گراف شکل مقابل را می توان گراف بازه ها دانست؟5 با معرفی :مثال 

  
  
  
  

)کافی است :پاسخ  )3,1=a، ( )0,2−=b، ( )4,2=c، ( )5,3=d، ( )1,3 −−=e اختیار کنیم .  
 در حالت کلی تشخیص اینکه ، گرافی می تواند گراف بازه ها باشد بسیار مشکل است اما هرگاه گرافی از :نکتۀ مهم  9

این (دهد ، لازم است حداقل یکی از قطر های آن ، حتماً یالی از گراف باشد ...  ها ، تشکیل چهار ضلعی ، پنج ضلعی ، بازه
  ).مطلب به سادگی قابل اثبات است

به عبارت دیگر می توان گفت که هر گرافی که چهار ضلعی بدون قطر باشد ، بازه ای نیست و به طور کلی هر گراف که 
)عی ضلnشامل یک  )4≥n باشد بازه ای نیست) حفره( بدون قطر.  

) ضلعی n هر :تذکر  9 )4n   . بدون قطر را یک حفره می گویند≤
  .ثابت کنید گراف زیر یک گراف بازه ای نیست :مثال 

  
  
 
 

لذا بازه هایی غیر خالی از اعداد حقیقی ) فرض خلف(باشد فرض می کنیم گراف فوق ، گرافی بازه ای  :اثبات 
)مانند )11 y,xa =، ( )22 , yxb =، ( )33 , yxc ) و= )44 , yxd   : را می توان برای گراف در نظر گرفت به طوری که =
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     گراف : اولفصل

 

a 

b 

e2 

c 

e 

e3 

4321 xxxx ≤≤≤   
( ) ( ) 1414411 ,, yxxyxyx 〈≤⇒≠∩⇒ φ چونa و dمجاورند   

( ) ( ) 3113311 xyxy,xy,x ≤<⇒=∩⇒ φ چونa و cمجاور نیستند   
4 1 3 4 3x y x x x⇒ < ≤ ⇒ 〈  

43نا مساوی به دست آمده با فرض اولیۀ xx  در تناقض می باشد ، لذا فرض خلف باطل و در نتیجه گراف فوق ، گرافی ≥
  .بازه ای نیست

  
  زه ای باشد؟کدام گراف زیر می تواند گراف با :تست 

  
  
1                                             (2                       (         3                                     (4(  
  

  . جواب تست است4 طبق نکتۀ فوق گزینۀ :پاسخ 
   :)طوقه(حلقه 

 نامیده می شود ، به عبارت دیگر ، یالی که دو انتهایش بر هم )طوقه(یالی که یک رأس را به خودش وصل می کند ، حلقه 
  :در گراف مقابل  e 3منطبق می باشند مانند حلقۀ 

  
  
  
  
  
  

   :)یال های موازی(یال چندگانه 
   :زیر در گراف 3e و2eوe1 دو یا چند یال را موازی گوییم ، هرگاه نقاط ابتدا و انتهای آنها ، یکسان باشند مانند یال های

  
  
  
  

   :تعریف گراف چندگانه
یا یال چندگانه باشد را گراف چندگانه می گوییم ، به عبارت دیگر هرگاه در یک گراف ، حداقل دو و گرافی که شامل طوقه 
ینکه حداقل یک رأس وجود داشته د به طوری که با بیش از یک یال به هم مربوط شده باشند و یا انرأس وجود داشته باش

  .باشد که طوقه داشته باشد ، گراف را چندگانه می گوییم
  .گراف های زیر ، گراف هایی چندگانه اند :مثال 

  
  
  
  

a 

c 

b 

d 

a 

b 
c 

c a 

b 
e2 

e 

e3 
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     گراف : اولفصل

 

a d 

b c 

  )تعریف گراف ساده: ( گراف های ساده ، طوقه و یال های موازی ندارند  :تذکر مهم  9
  کدام گزینه یک گراف ساده است؟ :تست 

  
1(              2(                            3(                                      4(  
  

  . یال وجود دارد1 صحیح است زیرا بین هر دو رأس ، حداکثر 2 گزینۀ :پاسخ 
)گرافی است مانند ) :ایزوله یا بدیهی(گراف منفرد  )EVG یل شده باشد، فقط از یک عضو تشک،  Vمجموعۀ در آن  که =,

 ) شکل زیر. (تهی است نمودار این گراف فقط از یک رأس تشکیل شده است  Eواضح است که در این حالت مجموعۀ 
    :در این گراف داریم 

( ) { } ( ) { }aGVGE == ,   
  

)گراف بدون یال را گراف تهی می گوییم ، هرگاه :گراف تهی  )EVG   : همواره  گرافی تهی باشد آنگاه =,
φφ ≠= VE ,   

  )گراف ایزوله(گراف تهی با یک رأس )1           
  گراف تهی با دو رأس ) 2    :مثال

  گراف تهی با سه رأس ) 3          
   :گراف متناهی و گراف نا متناهی

)گراف )EVG اهی باشد ، در غیر این صورت گراف را نا  متنV متناهی است هرگاه تعداد رئوس آن یعنی مجموعۀ =,
  .متناهی گوییم

 مجموعۀ نقاط محیط یک دایره باشد Vمجموعۀ نقاط یک چند ضلعی باشد گراف متناهی خواهد بود و اگر  Vاگر  :مثال 
  .گراف نا متناهی خواهد بود

  :گراف جهت دار 
)زوج مرتب )EV زوج های  زیر مجموعه ای است از مجموعۀ تمام Eمتناهی و نا تهی و  مجموعه ای است V را که در آن ,

 ، یک گراف جهت دار می گوییم ، به عبارت دیگر گرافی که برای هر یال آن جهت در نظر گرفته V متشکل از اعضای مرتب
  .شود
   را رسم کنید؟d ،a ( ،)c ،b ( ،)a ،b ( ،)b  ،a( {،}d ، c ، b ، a{=(G({ ( نمودار گراف جهت دار:مثال 

    
  
  
  
 b و دیگری از b به a ، حداکثر دو یال جهت دار یکی از b و a در گراف جهت دار ، به ازاء هر دو رأس متمایز  :1تذکر  9
  . وجود داردaبه 
  ).ضمناً گذاشتن جهت برای طوقه ، مهم نیست(گراف جهت دار می تواند دارای طوقه باشد   :2تذکر 9
) رأس باشد ،P دارای Gجهت دار اگر گراف   :تست )GEحداکثر چند عضو دارد؟   

1(( )
2

1−PP          2(PP −2          3(2P              4(( )
2

1+PP        

  :زیرا .  صحیح است 3 گزینۀ :پاسخ 

a 
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     گراف : اولفصل

 

2PPP )عداد تمام ازواج مرتب حاصل از اعضای ت=×= )GV=حداکثر تعداد اعضای ( )GE   
2PPP رأس ،Pدر واقع باید به این نکته توجه داشته باشید که با    . زوج مرتب می توان ساخت×=

2 رأسی برابر است باP تعداد کل گراف های جهت دار:نکته  9

2P.   
   رأس وجود دارد؟P چند گراف جهت دار با :تست 

 1(PP −2

2            2(2

2P             3 (
( )

2
1

2
−PP

          4 (PP +2

2   
  : صحیح است ، زیرا 2با توجه به نکته ی قبل ، گزینۀ  :پاسخ   

 
2

2P=تعداد گراف ها =  2تعداد یال ها  
 
  :  رأسی بدون طوقه برابر است با P تعداد کل گراف های جهت دار :نکته  9

PP −2

2   
   رأسی بدون طوقه وجود دارد؟P چند گراف جهت دار :تست 

1 (2

2P                2 (PP −2

2             3 (
( )

2
1

2
−PP

          4 (PP +2

2   
  :زیرا تعداد کل یال های بدون طوقۀ این گراف برابر است با .  صحیح می باشد 2 گزینۀ :پاسخ 

  
  
  

  :بنابراین تعداد گراف های جهت دار بدون طوقه برابر است با 
PP −2

  د گراف ها تعدا = 2تعداد یال ها=2
   رأسی دارای طوقه وجود دارد؟P چند گراف جهت دار :تست 

1 (2

2P              2 (PP −2

2           3(PPP −−
22

22        4(2P P2
2

−   
  :زیرا .  صحیح می باشد 3گزینۀ  :پاسخ 

PPP −−
22

دار  های جهت تعدادکل گراف= دار گراف های جهتدار بدون طوقه ـ تعداد کل گراف های جهتتعداد کل  = 22
  دار طوقه

PP                 :برابر است با  طوقه هستند K رأسی که دارای Pتعداد گراف های جهت دار  :نکته  9

K
P −








 2

2  

   ، وجود دارد؟ رأسی که فقط دارای یک طوقه باشندP چند گراف جهت دار :تست 
1(P               2 (P2             3(( )12 +PP           4(PP22P −×   

  : صحیح می باشد زیرا 4 گزینۀ :پاسخ 
 PP −2

  تعداد گراف های بدون طوقه = 2

P
P

=







1

     می کنیم رأس را انتخابP رأس از چون یک طوقه می خواهیم پس یک= 

                 PPP −×
2

2  
  : در هر گراف جهت دار ، دو نوع یال متصل به هر رأس می توانیم داشته باشیم :نکته  9

  یال های ورودی به آن رأس )1

PP2 −  

 تعداد طوقه
 

 طبق اصل ضرب
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     گراف : اولفصل

 

 3 ۀ منتظم از مرتب-0گراف  2ۀ  منتظم از مرتب-1گراف  3 ۀ منتظم از مرتب-2گراف 

 4 منتظم از مرتبۀ -1گراف  4 منتظم از مرتبۀ -2گراف  5 منتظم از مرتبۀ -4راف گ

 یال های خروجی از آن رأس  )2
 می نامیم ، به همین a نمایش داده و آن را درجۀ ورودی رأس in deg a را با aتعداد یال های وارد شده به یک رأس مانند 

  . می نامیمa نمایش داده و آن را درجۀ خروجی رأس out deg a را با aترتیب تعداد یال های خروجی از یک رأس مانند 
   :گراف مختلط

  .می شودگرافی که در آن ، برخی از یال ها جهت دار و برخی فاقد جهت اند ، گراف مختلط نامیده 
  .مانند گراف مربوط به مسابقات تیمی با نتایج برد و باخت و مساوی

   :گراف منتظم
 باشد ، آن گراف را r ، مساوی P را در نظر بگیرید ، هرگاه درجۀ همۀ رئوس یک گراف از مرتبۀ rعدد صحیح و نا منفی 

  . می نامیمP منتظم از مرتبۀ rیک گراف 
  : ، همواره داریم Pمرتبۀ  منتظم از rدر هر گراف  :نکته  9

r=∆=δ   
  :مثال 

  
  
  

       
  
  
  

  :نکات مهم 
  
q2Pr:  داریم q و اندازۀ P ـ منتظم از مرتبۀ  rدر هر گراف   :1نکته 9 =  

qV) 1: (داشتیم  :اثبات 
P

i
i 2deg

1
=∑

=

) استr ، چون درجۀ هر رأس  )rVi =deg  
  : به عبارت دیگر Pr رأس برابر است با Pلذا درجۀ 

)2       (Prdeg
11

== ∑∑
==

P

i

P

i
i rV    

q2Pr   ) 1(و ) 2 (⇒=
72: منتظم داریم 3در یک گراف  :مثال  −= Pq مرتبه و اندازۀ گراف را بیابید؟ ،   

  :پاسخ 

( )7223
72

23
2Pr

3
−=⇒





−=
=

⇒=
=

PP
Pq
qP

q
r

  

( ) 21714214 =−=⇒=⇒ qP   
  . باید باشدr و P باید مضرب 2q ـ منتظم ، r در هر گراف :2نکته  9

   یال باشد؟15 بوده و دارای 4 آیا گراف منتظمی وجود دارد که درجۀ تمام رئوس آن :مثال 
  :زیرا .  خیر:پاسخ 

( ) 5/715242Pr =⇒=⇒= PPq   
  .یعی باشد باید عددی طبPاین امکان ندارد زیرا 
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     گراف : اولفصل

 

 4 ۀ منتظم از مرتب-0 4 ۀ منتظم از مرتب-1 4 ۀ منتظم از مرتب-2 4 ۀ منتظم از مرتب-3

  . زوج باشدP یا r باید حداقل یکی از دو مقدار P ـ منتظم از مرتبۀ r در هر گراف :3نکته 9
q2Pr: می دانیم :اثبات  لذا طرف چپ نیز باید زوج باشد، ) زوج است( است 2 چون طرف راست تساوی اخیر مضرب =

  . عدد زوج باشد2 که حداقل یکی از آن اما می دانیم حاصل ضرب دو عدد ، هنگامی زوج است
P                                                                       :بنابراین  r⇒  

                                                       Pr 2q= = =  
p r⇒  

   وجود دارد؟15 منتظم از مرتبۀ 3-گراف چند  :تست 
1 (10              2 (5              3 (3              4 (0  

  :در واقع داریم .  صحیح است 4طبق نکتۀ قبل گزینۀ  : پاسخ 
qqq 24523152Pr =⇒=×⇒=   

  . باید زوج باشد2qاین امکان ندارد زیرا 
هـر  ( نفر دیگر نامه بفرستد و       3ند که هر کس دقیقاً به        نفر به مسافرت می روند و قبل از مسافرت قرار می گذار            15 :مثال  

  ، این کار به چند طریق امکان پذیر است؟) فردی دقیقاً سه نامه دریافت بکند
  . منتظم می خواهیم که طبق نکتۀ فوق چنین گرافی وجود ندارد3- رأسی 15 در واقع یک گراف :پاسخ 
 . فرد نداریمي به منتظم از مرت- به طور کلی ، گراف فرد  :4نکتۀ  9
  : که Pتعداد گراف های منتظم از مرتبۀ   :5نکتۀ  9

1 (P عددی زوج باشد ، عبارت است از P تا  :                              �� 
�� 	� …
Pتا

1P,,3,2,1,0r −=  

2 (Pعددی فرد باشد ، عبارت است از 
2

1+P تا :                               ��
��	� …

2
1Pتا

1P,,4,2,0r
+

−=  

  . باید زوج باشدr فرد است لذا P چون در این حالت دقت کنید که

3 (P عددی فرد و گراف همبند باشد )عبارت است از) گراف همبند در قسمت های بعدی آورده شده است
2
1P  : تا −

P 1
2

r 2, 4,6 , P 1
−

= −…���	��
  

  . وجود دارد4چند گراف منتظم از مرتبۀ  :مثال 
  :که عبارتند از )  باشد3 ، 2 ، 1 ، 0 می تواند هر یک از اعداد rدر این حالت (گراف وجود دارد  4 ، 1 طبق نکتۀ :پاسخ 

  
  
  
 

   می توان ساخت؟10چند گراف منتظم از مرتبۀ  :تست 
1 (5              2 (6                3 (9               4(10    

  . باشد9،...  ، 2 ، 1 ، 0ز اعداد  می تواند هر یک اr صحیح است ، در این حالت ، 4 ، گزینۀ 1طبق نکتۀ  :پاسخ 
  :در واقع داریم 

   9,,2,1,0rq2r10q2Pr …=→=⇒=   
   می توان ساخت؟11 چند گراف منتظم از مرتبۀ  :تست

 زوج
زوج             زوج یا فرد                                                                   

ردف         زوج   

 تا

17
ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



     گراف : اولفصل

 

1 (5                  2 (6                   3 (9                       4 (10  
 ، 0 می تواند هر یک از اعـداد        r در نتیجه د   باید زوج باش   r فرد است لذا     P صحیح است ، در این حالت چون         2 گزینۀ   :پاسخ  

  : باشد ، در واقع داریم 10 یا 8 ، 6 ، 4 ، 2
  

10,8,6,4,2,0rq2r11q2Pr =→=⇒=   
   به گراف مقابل ، حداقل چند یال باید افزوده شود تا گراف حاصل ، گرافی منتظم شود؟:تست 

  
1 (10          2 (9          3 (8          4 (7  
  
  

 منتظم شود، اما چـون تعـداد        3-، لذا باید آنقدر یال اضافه کنیم تا         ) ماکزیمم درجۀ رئوس گراف   (است   ∆=3 چون :پاسخ  
)رئوس گراف فرد است    )7=P                        4 ، لذا طبق نکتۀ قبل ، این کار امکان پذیر نیست ، بنابراین آنقدر یـال اضـافه مـی کنـیم تـا 

  :ظور گوییم منتظم شود ، برای این من
142472Pr =⇒=×⇒= qqq   

 
 یال دیگر باید اضافه کنیم تا گراف حاصل ،          7 یال داریم ، پس      7 یال داشته باشد ، اما چون        14لذا گراف حاصل باید حداقل      

  . منتظم شود4- رأسی 7گرافی 
  گراف ساخت؟یک با کدام اطلاعات زیر می توان  :تست 

  27 و اندازۀ 8گرافی منتظم از مرتبۀ ) 2         36 ـ منتظم با اندازۀ 5گرافی ) 1
  36گرافی منتظم با اندازۀ ) 4        13 منتظم از مرتبۀ 5گرافی ) 3

  . درست است4 گزینۀ :پاسخ 
qP: نادرست است زیرا 1گزینۀ  2Pr725   . بخش پذیر نیست5 بر 72 و این امکان ندارد زیرا =⇐=
qr: نیز نادرست است زیرا 2گزینۀ  2Pr548   . نیست8 مضرب 54 و این امکان ندارد زیرا =⇐=
qq هر دو فردند در واقعr  و P نیز نادرست است ، زیرا 3گزینۀ  2Pr265   . نیست2 مضرب 65 و =⇐=
52: ـ منتظم داریم 6در یک گراف   :تست += Pq ، qکدام عدد می تواند باشد؟   

  هیچ کدام) 4          17) 3             15) 2              13) 1
  :زیرا .  صحیح می باشد 4گزینۀ   :پاسخ

( ) 55226
26

52
=⇒+=⇒





=
+=

PPP
qP
Pq   

)اما این امکان ندارد ، زیرا ) 4151 =−=−= PrMax     ـ منـتظم  6 ، در صورتی که در صورت تـست گفتـه شـده گـراف  
  .است 
) منتظم از مرتبۀ ـ P اول است ، تعداد گراف های P عدد :تست  )2+Pکدام است؟   

  بی شمار) 4                  هیچ) 3                    2) 2               1) 1
 نیـز فـرد خواهـد بـود ،     P+2 فـرد باشـد   Pباشـد ، امـا اگـر      ...  یـا    5 یـا    3 یـا    2 می تواند    P اول است لذا     P چون   :پاسخ  
 باشـد و در  2 بایـد حتمـاً زوج و در نتیجـه    P هـر دو بـاهم نمـی تواننـد فـرد باشـند ، لـذا           r و   Pتی کـه مـی دانـیم        درصور
42نتیجه =+P       بنابراین تعداد چنین گـراف هـایی   )یعنی گراف مقابل  ( است   4 منتظم از مرتبۀ     2 ، لذا گراف مطلوب گرافی، 

  .ت درست اس1فقط یکی است و لذا گزینۀ 
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     گراف : اولفصل

 

5C
 

3C  4C
 

4C
 

   ـ منتظم ، مرتبۀ گراف از اندازۀ آن بیشتر است ، در این صورت کدام درست است؟r در یک گراف :تست 
1(2〈r              2(2≤r             3(3=r        4(3r >  
 

   :زیرا.  صحیح است 1 گزینۀ :پاسخ 

0r2r1یا 1
2
r

2
PrP

2
Prqq2Pr

qP
=⇒〈⇒〈⇒〉⇒







=⇒=

〉
   

  . فقط دو گروه گراف منتظم وجود دارد که در آن مرتبه از اندازه بیشتر است:نتیجۀ مهم   :6نکتۀ   9
) ـ منتظم0 گراف های :گروه اول  )0=r ،  ـ منتظم1گراف های : گروه دوم ( )1=r.   

  . ، آن گراف صد در صد منتظم استδ=∆ اگر در گرافی بدانیم: نکتۀ مهم :7کتۀ ن 9
 دنبالۀ درجات رئوس هر گراف ، تشکیل تصاعد عددی نمی دهند ، مگر آنکه همۀ جملات دنباله برابر :نکتۀ مهم  :8نکتۀ 9

  .باشند ، یعنی گراف منتظم باشد
    :اثبات

Pt

d

t

d
↓
∆+

↓
+ ,,2,,

1

…δδδ
   

( )
( )dP

dPttP
1
11

−+=∆
−+=

δ
   

( ) 111 −≤−+ → −≤∆ PdPP δ   
0=⇒ dیک عدد اعشاری=

−
−≤⇒≤+

− 1
11

1 P
dd

P
δδ  

   کدام عدد نمی تواند باشد؟x ، استx وx وx وxدنبالۀ درجات رئوس یک گراف به صورت :تست 
1 (1          2 (2           3 (3          4 (4  

 3 یـا  2 یا 1 یا  0 می تواند    x باشد لذا    4 بنابراین درجۀ هیچ رأسی نمی تواند        P=4 جمله دارد لذا   4 چون گراف    :پاسخ  
به عبارت معادل دنبالۀ درجات ، تصاعدی است عـددی کـه در   ) فاصله بعد از تعریف گراف های منتظم  طبق نکتۀ بلا  (باشد  

  . باشند3 یا 2 یا 1 یا 0 و جملات می توانند همگی d=0آن
   کدام یک از دنباله های زیر نمی تواند دنبالۀ درجات رئوس یک گراف ساده باشد؟:تست 

1 (3، 3 ، 3 ، 3                2 (5 ، 5 ، 5 ، 5 ، 5     
3 (4 ، 4 ، 4 ، 4 ، 4               4 (6 ، 6 ، 6 ، 6 ، 6 ، 6 ، 6  

4151 رأسی ، حداکثر درجـه برابـر       5 صحیح است ، در یک گراف        2گزینۀ    :پاسخ =−=−P          اسـت ، لـذا درجـۀ هـیچ 
جۀ فرد ، فرد است بـه طـور کلـی داشـتیم کـه گـراف از                   باشد ، ضمناً در این گراف تعداد رئوس از در          5رأسی نمی تواند    

  .مرتبۀ فرد فرد منتظم نداریم
qP ـ منتظم هستند که در آنها2 تمام چند ضلعی ها ، گراف  :9نکتۀ  9   . است=

  .ایش می دهندنمnCمعروف هستند و آنها را با) دوری(این نوع گراف ها به گراف های سیکلوئیدی 
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     گراف : اولفصل

 

1K  2K  
3K  4K  

a b 

d c 

a b 

d c 

 اکزیممرئوس م

  : وجود دارد ، این دو گراف عبارتند از 6 ـ منتظم از مرتبۀ 3 گراف 2 فقط :10نکتۀ  9
                           

  و                                                                       
  
 
  :و گراف عبارتند از  وجود دارد ، این د6 ـ منتظم از مرتبۀ 2 گراف 2 فقط :11نکتۀ 9

                              
                        

          و                            
) را کامل گوییم هرگاه    P از مرتبۀ    Gگراف   :گراف کامل    )1−− P    1 منتظم باشد ، یعنی درجۀ همۀ رئوسش−P  باشد بـه 

 P−1 حداکثر مقدار خـودش یعنـی  r ـ منتظم است و  rدر واقع گراف (ر بین تمام رئوسش ، یال رسم شده باشد بیان دیگ
  . نمایش می دهیمPK را باP، گراف کامل از مرتبۀ ) را دارد

  . را رسم کنید4Kتا  1K گراف های کامل:مثال 
  
  
  
 
  : ، همواره داریم KPامل در هر گراف ک  :نکته 9
  .  می باشدP−1درجۀ هر رأس برابر) 1
)مجموع درجات همۀ رئوس برابر) 2 )1−PPاست .  

3(( )
2

1−
=

PPq  

) ، حداکثر مقدار خود را که برابر q ، بیشترین تعداد یال ها را دارد یعنی KPگراف کامل) 4 )
2

1−PPاست ، دارد .  
=∆=−1:در این گراف ، همواره داریم ) 5 Pδ  
 انـد امـا اگـر یکـی از یـال هـا را حـذف کنـیم ، تعـداد رئـوس مـاکزیمم            Max، همۀ رئوس ، رئوس KP در گراف کامل) 6

  . می شودP−2برابر
   : مثال

  
  
  
  

                                               4K         گراف کامل                                        
                               4== P2242رئوس ماکزیمم                = همۀ رئوس =−=−= Pرئوس ماکزیمم  

  .هر گراف کامل منتظم است ولی عکس این مطلب در حالت کلی نادرست است) 7
  

  .گراف            منتظم هست ولی کامل نیست  :مثال
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     گراف : اولفصل

 

   چند یال دارد؟8Kگراف :تست
1 (28            2 (72         3 (56               4 (36  

  :پاسخ 
( )

28
2

78
2

1 =
×

=
−

=
PPq   

   باشد ، مرتبۀ آن کدام است؟780 اگر اندازۀ یک گراف کامل :تست 
1 (40            2 (39          3 (38                 4 (37  

  :پاسخ 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) 40140401

3940392102781021

78021
2

1780
2

1

=⇒−=−
×=×××=××=−

×=−⇒
−

=⇒
−

=

PPP
PP

PPPPPPq

 

  
   ـ منتظم کامل است؟2کدام یک از شکل های زیر ، مربوط به گراف  :تست 

  
1 (         2(          3(            4(  
  

  . صحیح است2گزینۀ  :پاسخ 
   ، اگر دو رأس و یال هایی که به آن دو رأس ختم می شوند را حذف کنیم ، چند یال کم می شود؟8K در گراف:تست 

1 (20             2 (7                3 (13              4 (15  
  :یعنی .  کنیم 6K را منهای تعداد یال های گراف8K کافی است تعداد یال های گراف:پاسخ 

13
2

56
2

78
=

×
−

×    
  : باید همواره مربع کامل باشد زیرا +PK، q81 در گراف کامل-8

( ) ( ) 0221
2

1 2 =−−⇒=−⇒
−

= qPPqPPPPq   

P1.  باید مربع کامل باشد+q81است لذا` عضوPچون  1 8q
P

2
∈+ +

= →`   
         برابرش ، ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد زیرا2 عددی می تواند ، اندازۀ یک گراف کامل باشد که -9

                                              ( ) ( )12
2

1
−=⇒

−
= PPqPPq.  

  
   از اندازه های زیر می تواند یک گراف کامل باشد؟ با کدام یکG گراف  :تست 

1 (10         2 (11          3 (12           4 (9  
 باشد ، البته می توان گفت که تنها عددی در گزینه ها که دو برابـرش ،               10 باید   q باید مربع کامل باشد لذا       +q81:پاسخ  

  . است10ضرب دو عدد متوالی می شود ، 
  . که حداقل رأس را داشته باشد ، کامل است ، یا اولین گراف کامل بزرگتر از آن استq گرافی با اندازۀ -10

   ، حداقل مرتبه چیست؟10 در گرافی با اندازۀ :تست 
1 (4         2 (5          3(6           4 (7  
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65 

7
7 

77

7 

7

  :پاسخ 
( ) ( ) 5451

2
110 =⇒×=−⇒

−
= PPPPP  

   است؟Max ، چند رأس آن از درجۀ  و حداقل مرتبه داریم27گرافی با اندازۀ  :تست 
1 (5         2 (6          3 (7           4 (2  

  :پاسخ 
( ) ( ) ( ) 541127212 =−⇒−=×⇒−= PPPPPPq  

 حاصل ضرب دو عدد طبیعی متوالی نیست لذا عدد بلافاصله بزرگتر از آن را که حاصل ضرب دو عـدد طبیعـی                       54چون  
  : را ، بنابراین 56متوالی است در نظر می گیریم یعنی 

( ) ( ) 8781561 =⇒×=−⇒=− PPPPP   
 واحد از جمع درجات رئوس کم مـی شـود           2زیرا با حذف یک یال ،       ( یک یال را حذف کنیم       8Kاکنون کافی است از گراف    

 رأس از 2 (6 رأس از درجـۀ  2و  ) Max رأس از درجـۀ      6( داریـم    7 رأس از درجۀ     6در این صورت    ) 56 -2 = 54: یعنی  
  . صحیح است2ا گزینه ی ، لذ) Minدرجۀ 
   کدام است؟δ و حداقل مرتبه داریم ، کمترین مقدار26گرافی با اندازۀ  :تست 

1 (5          2 (6          3 (4          4 (7  
  :پاسخ 

( ) ( )15212 −=⇒−= PPPPq   
  : را در نظر می گیریم لذا داریم 56 ، حاصل ضرب دو عدد متوالی نیست 52چون 

( ) 8561 =⇒=− PPP   
 واحد از مجمـوع     4در واقع این باعث می شود که        ( شود ، باید دو یال را حذف کنیم          52برای اینکه مجموع درجات رئوس      

   )56 -4 = 52: درجات رئوس کم شود 
دو یـال گذرنـده از یـک رأس    ، ف شده  را بدست آوریم ، لازم است دو یال حذδدر این صورت برای اینکه کمترین مقدار      
)باشند چرا که درجۀ هر رأس در گراف        ) 88 KP 71 برابر= =−P    است و در این صورت اسـت کـه کمتـرین مقـدار δ 

527برابر   .  خواهد شد −=
  : به شکل توجه کنید 

  
  
  
  
  

یال های ضـربدر   (با حذف این دو یال      .  را رسم نکرده ایم زیرا نمودار شلوغ می شود         8K اینجا نمودار گراف کامل     ما در 
ــۀ ) زده ــده ، 5 رأس 1درج ــده و 6 رأس 2 ش ــان  5 ش ــر هم ــن     7 رأس دیگ ــه در ای ــد ک ــت کنی ــد دق ــد مان ــاقی خواه  ب

52756251حالت ل حذف شده دو یالی باشند که از یک رأس نمی گذرنـد در ایـن صـورت         البته اگر دو یا    ×+×+×=
   .7 -1 = 6 است زیرا 6 بدست می آید که برابر δبیشترین مقدار

  .هر گراف کامل ، گرافی بازه ای نیز هست) 11
12P:          خص کرد برابر است بامشPKتعداد گراف های کامل متمایزی که می توان در گراف) 12 −  

  :اثبات 
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     گراف : اولفصل

 

a b 

  c d 

ای کامل موجود در داخـل  ههمگی کامل اند ، لذا برای پیدا کردن تعداد گراف ... ،         ،           ،                ،     می دانیم 
را                  و از نـوع          ، از نـوع          ، از نـوع       اف هـای از نـوع   ، کافی است تعـداد گـر  4Kگرافی کامل مانند 

  شماریم ، 

         1512
4
4

3
4

2
4

1
4 4 =−=








+








+








+







  
  
  
  

  :برابر می شود با PKدر گرافموجود پس تعداد کل گراف های کامل 
PP P P

2 1
1 2 p

     
+ + + = −     

     
…  

   :)گراف های مکمل( گراف گراف مکمل یک
)فرض می کنیم )EVG که از یال های نا  (E ، مجموعۀ دیگری به نامE  یک گراف ساده باشد ، اگر به جای مجموعۀ =,

)را در نظر بگیریم ، در این صورت گراف          )  تشکیل می شود   Eموجود در    )EVG )مکمل گراف  را گراف    =, )EVG ,= 
  . بدست می آیدGگوییم ، به عبارت دیگر ، گرافی که از وصل کردن رأس های به هم متصل نشدۀ گراف  می

   را مشخص کرده ، نمودار هر دو گراف را در یک شکل رسم کنید؟a{ =(G وb و c و d{و} ac وbd{(مکمل گراف  :مثال  
}:ز  مکمل گراف عبارت است ا:پاسخ  } { }( )dcbcadabdcbaG ,,,,,,,=  

  . ، به صورت خط چین رسم شده استGتوجه کنید که نمودار
  
  
) باشد وG مکمل گراف G هرگاه:نکته  9 ) PGV   : ، آنگاه همواره داریم =

PKGG =∪   
4KGG               :ل کاملاً مشهود است در این مثال  این مطلب در نمودار مثال قب =∪  

  :نکتۀ مهم  9

     ( ) ( ) ( )PKqGqGq )  یا     += ) ( ) ( )
2

1−
=+

PPGqGq  
   یال دارد ، مکمل آن چند یال دارد؟15 رأسی ، 10 گرافی :تست 

1 (15                      2 (20                   3 (24               4 (30  
  :پاسخ 

( ) 301545Gq =−=⇒( ) ( ) ( ) ( )
2

91015
2

1 ×
=+⇒

−
=+ GqPPGqGq  

   :نکته  9
( ) ( ) ( ) ( ) 1PGG،1PGG −=+−=+ ∆δδ∆  

 
) ی Pگراف از مرتبۀ     :گراف تهی    )EVG  ی آن تهی باشد ، به عبارت دیگر         E را گراف تهی می نامیم هرگاه مجموعۀ         =,

 PK را بـا P، گراف تهـی از مرتبـۀ   )  ـ منتظم را گراف تهی می نامیم P  ،0به بیان دیگر گراف از مرتبۀ . (بدون یال باشد 
  .نمایش می دهند

   تعداد   تعداد   تعداد  تعداد
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     گراف : اولفصل

 

a b 

  c d 

c b 
c d a 

b 

d 

b

b 

b 

 دقت کنید که گراف تهی با گراف ایزوله یا منفرد فرق دارد ، در واقع گراف تهی ، وقتی ایزوله یا منفرد :تذکر مهم  9
  .است که مرتبۀ آن یک باشد

) رأسPهی با  در زیر گراف های ت:مثال  )31 ≤≤ Pرسم شده اند .  
  

                              3K                     2K        1K =      گراف ایزوله  
  .است ، به عبارت دیگر ، گراف تهی ، زمانی کامل است که مرتبۀ آن یک باشد 1K تنها گراف تهی کامل ، :نکتۀ مهم  9

  .دو رأس را مجاور گوییم هرگاه بین آنها یالی وجود داشته باشد :تعریف دو رأس مجاور 
  مسیر و دور

   :مقدمه 
   :گردش

به دنبال هم واقع باشـند و از  می نامیم هرگاه یال ها و رئوس ) walk(یک دنباله از رئوس و یال های گراف را یک گردش       
  .یک رأس شروع و به رأسی دیگر ختم شده باشد

   :تعقیب
  .می گوییم) trail(یک گردش که در آن هیچ یالی بیش از یک بار تکرار نشده باشد را یک تعقیب 

   :مسیر
  .نامیده می شود) path(یک تعقیب که در آن هیچ رأسی نیز تکرار نشود ، یک مسیر 

   :سیرتعریف دیگر م
 a رأس دو بـه دو متمـایز کـه از            m+1 ، دنباله ای است متشکل از      G از گراف    b به رأس    a از رأس    mیک مسیر به طول     

دقت کنید که از هیچ رأس و هیچ یالی نبایـد بـیش از              . ( ختم می شود و هر دو رأس متوالی در آن مجاورند             bشروع و به    
  ).یک بار عبور کنیم

  .را طول مسیر می گوییم) mیعنی عدد ( ، طی می شوند b به aدر تعریف فوق ، تعداد یال هایی که از  :مسیر طول 
  . در هر گراف برحسب قرار داد ، بین هر رأس و خودش مسیری به طول صفر تعریف می شود:نکتۀ مهم  9

  ید؟ را به صورت دنباله بنویسb به aدر گراف مقابل ، کلیۀ مسیر های از  :مثال 
1( ab← 1 مسیر به طول  
2 (a c bو  a d b← 2 مسیر های به طول  
3 (a d c b و a c d b← 3 مسیر های به طول   
  . می توان از روش درختی به صورت زیر استفاده کنیمb به a برای نوشتن مسیر های از :تذکر  9
  
  
  
  
  
  
  . باشدP−1 رأسی ، حداقل صفر و حداکثر می تواندP طول هر مسیر در گراف سادۀ :نکتۀ مهم  9

≥−1:یعنی  P به عبارت دیگر ، طول بلندترین مسیر در هر گراف سادۀ 0≥طول مسیر ، P در صورت ( رأسی
  . می باشدP−1)وجود
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     گراف : اولفصل

 

a b 

  c 
d 

e 

ابی ، تیعنی دارای خواص باز( رابطۀ وجود مسیر بین دو رأس در یک گراف ، یک رابطۀ هم ارزی است :نکتۀ مهم  9
  ).تقارنی و ترایایی است

 برای بدست آوردن تعداد مسیر های یک گراف ، در حالت کلی ، فرمول خاصی وجود ندارد و باید تک تک :نکتۀ مهم  9
را شناسایی کرد ، اما در گراف های کامل و همچنین در درخت ها ، فرمول هایی برای محاسبۀ تعداد مسیر ها مسیر ها 

  .وجود دارد
  .لااقل یک یال در دنبالۀ مسیر می باشد،  ملاک تفاوت دو مسیر متفاوت :نکته  9

   وجود دارد؟b به a از 3در گراف شکل مقابل چند مسیر به طول  :تست 
  
  
  
  
1 (4          2 (3           3 (2          4 (5  

 e رفت و یا به      d یا باید به     a رفت ، بنابراین مطابق شکل از        b مستقیماً نمی توان به      a باید شروع کرد ، اما از        aاز    :پاسخ
adcbaecb عبارتند از3رفت بنابراین مسیر های به طول    . صحیح است3 ، بنابراین گزینۀ −

 در گراف b وa تعداد کل مسیر های با طول های مختلف بین دو رأس مشخص و متمایز :بسیار مهم نکتۀ بسیار ) 1 9
)کامل  ) PKP   : ، از یکی از دو فرمول زیر بدست می آید ≤3

( ) ( ) ( ) ( )
P 2

i 0 1 P 2
i 0

P 2 P 2 P 2 P 2
−

−
=

→ − = − + − + + −∑ "  

  1   تعداد مسیر های به طول     2     تعداد مسیر های به طولP−1تعداد مسیر های به طول
  

) منظور از نماد:یادآوری  )rn همان فرمول جایگشت های r تایی n شی می باشد یعنی :  

( ) ( ) ( )!
!,
rn
nrnPn r −

==   

( ) eP   ) 2(فرمول →−2!
نماد :یادآوری            علامت جزء صحیح است و عدد ، e  و ) که به عدد نپر هـم معـروف اسـت         ( عدد اویلر می باشد       ، همان

   .e~718/2:تقریباً برابر است با 
   :به صورت زیر نتیجه گرفت ) 1(را می توان از فرمول ) 2(دقت کنید که فرمول  :تذکر 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑
−

=
−

−

=

×−=−++−+−=−
2P

0i
2P10

2P

0i
i !i

1!2P2P2P2P2P "   

e:   از طرفی می دانیم 
!i
1

0i
=∑

∞

=

   

)                        :پس  ) ( ) e!2P2P
2P

0i
i −=−∑

−

=

  

  را بدست آورید؟4K از گرافb و aمسیر های به طول های مختلف بین دو رأس متمایز و مشخص  تعداد :مثال 
  :پاسخ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )210

24

0i

2

0i
ii

2P

0i
i 2222242P ++==−=−= ∑ ∑∑

−

= =

−

=

  )1( از طریق فرمول 

)1(فرمول    
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a b 

  c d 

                             ( ) ( ) ( ) 5221
!22

!2
!12

!2
!02

!2
=++=

−
+

−
+

−
=   

( )  ( )    5436/5718/2!24!2 ==×−=−→ eP 2(از طریق فرمول(  
  : مسیر عبارتند از 5این ) نمودار مقابل (5Kبا توجه به نمودار

  ab → 1مسیر به طول           
  acb ـ adb  →2مسیر های به طول                                                     
  acdb ـ adcb→ 3مسیر های به طول                                                   

نه هر دو رأس ( بین هر دو رأس متمایز دلخواه غیر صفرتعداد کل مسیر های با طول های مختلف  :نکتۀ مهم ) 2 9
)رافدر گ) خاص و از قبل مشخص شده ) PKP   : برابر است با ≤3

    ( ) e!2P
2
P

−






             یا              ( )∑
−

=

−×






 2

0

2
2

P

i
iP

P   

)البته برای محاسبۀ تعداد کل مسیر های با طول های مختلف غیر صفر بین دو رأس متمایز دلخواه در گراف                    ) PKP 3≥ 
  .نیز می توان استفاده کرداز دو فرمول زیر 

 ∑
−

=







 −







 2P

0K K
2P

!K
2
P                          یا








−∑

−

=

1P

0i
P

!i
1!P

2
1  

که می دانیم این کار به     ( رأس انتخاب کرد     P رأس از میان     2 در واقع در این حالت بایستی ابتدا         :تذکر  







2
P    طریق امکـان 

  .و سپس این انتخاب ها را در فرمول قبل ضرب کرد) ر استپذی
 اگر بخواهیم مسیر های به طول صفر را نیز به فرمول بالا اضافه کنیم آنگاه تعداد کل مسیر های به :نکتۀ مهم ) 3 9

)طول های مختلف بین هر دو رأس دلخواه در گراف ) PKP   : برابر است با ≤3

( ) PP
P P

i
i +−×







 ∑
−

=

2

0
2

2
   

                                                          
  . مسیر به طول صفر داریمP رأس داریم ، پس Pدقت کنید که چون 

   را بیابید؟5K تعداد کل مسیر های موجود در گراف کامل:مثال 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 533331053
2
5

3210

3

0i
i ++++=+







 ∑
=

   

                                                                                                ( ) 1655663110 =++++=   
) mهرگاه بخواهیم تعداد مسیر های به طول : نکتۀ مهم )4 9 )11 −≤≤ Pm متمایز و مشخص بین دو رأس a و b را 

) فرمولاز) یعنی دو رأس مشخص و طول مسیر هم مشخص باشد(بدست آوریم  ) 12 −− mPاستفاده می کنیم .  
   وجود دارد؟3 ، چند مسیر به طول 5K در گراف:مثال 

( ) ( )( ) ( ) 63252 2131 ==−=− −−mP   
یعنی دو رأس مشخص (آوریم  بدست PK را در گرافmهرگاه بخواهیم تعداد مسیر های به طول  :نکتۀ مهم ) 5 9

)، کافی است از فرمول) نباشند و دلخواه باشند ، اما طول مسیر مشخص باشد ) 12
2 −−×








mP

P استفاده کنیم ، چرا که 

 تعداد مسیر های به طول صفر 
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     گراف : اولفصل

 

e d 

b 
a 

c 

b 

a 

c 

e d 

b a c 

f 

 رأس را انتخاب کرد یعنیP رأس از بین 2باید ابتدا تعداد حالت هایی را که می توان 







2
P را بدست آورده سپس در 

( ) 12 −− mPضرب کنیم .  
   وجود دارد؟2، چند مسیر به طول ) 6K (6 در گراف کامل مرتبۀ :تست 

1 (30              2 (60         3 (90                4 (120  
  :پاسخ 

( ) ( ) 604154
2
6

2P
2
P

11m =×=×







=−×








→   راه حل اول  −

 ، کافی است 2 دارد ، لذا برای ایجاد مسیر به طول         چون گراف کامل است ، پس بین تمام رئوس ، یال وجود            :راه حل دوم    
  : را انتخاب کنیم و به صورت زیر عمل کنیم c وb وa رأس مانند 3

                                                                                                                                  a            b               c          
   

   طریق6 ×   طریق5 ×    طریق4=   120                                                                                                           
  : یکی هستند لذا  c b a وc b aاما چون دو مسیر 

60
2

120
=  

   : دور
) در حقیقت دور ، یک مسیر بسته اسـت ( ، که در آن هیچ رأس و یالی تکراری نباشند را دور می نامیم  a به   aیک مسیر از    

��� ، دنباله ای است ماننـد   Gبه عبارت دیگر یک دور از گراف 
��� 	� …
1m

1m321 V,V,,V,V,V
تعداد=+

 m+1 ازمتـشکل ) m≤3بـا شـرط    (

) هاiVرأس ، به طوریکه در آن )mi   m مجاورند ، عددG رأس متوالی در این دنباله در 2 دو به دو متمایزند و هر 1≥≥
  . می نامندGرا طول این دور از گراف 

   بیابید؟5 و سومی به طول 4طول  ، دیگری به 3 در گراف زیر ، سه دور یکی به طول :مثال 
       b ,c ,d ,b→ 3دوری به طول 
   b ,a ,e , d, b →4دوری به طول 
  b ,a ,e, d, c ,b→ 5دوری به طول 

  .م یک دور را دارند طریق نمایش داد که همگی حک2m را می توان به m هر دور به طول :نکته  9
 .را دارندبه طول سه  زیر حکم یک دور هر شش مورد،  در گراف مقابل :مثال 

 
  

 
c ,b , a,c   ـ   b, c ,a ,b  - c, a, b, c -  b ,a ,c ,b  -  a, c, b, a-  a, b ,c ,a  

 
 Pر در صورت وجود، به طول است و بلندترین دومثلث              می باشد که یک3 کوتاهترین دور به :نکتۀ مهم  9

  .است که شامل همۀ رئوس است
   وجود دارد؟4در گراف مقابل چند دور به طول  :مثال 
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     گراف : اولفصل

 

 
a, e, d, b ,a – a, b ,c, e ,a – b ,f ,e, c, b 
 b, d ,e, c, b – a, e ,f ,b, a – b ,f ,e ,d,  b   

    :نکات مهم
  .دور نمی تواند شامل رأس تکراری باشد) 1
3m( است 3اقل طول دور حد) 2   .3≥ طول دور≥P: است یعنی Pو حداکثر آن ) ≤
  .گراف تهی فاقد دور است)3
)در گراف کامل) 4 ) PKP Pm ، به ازاء هر عدد طبیعی≤3   .ارد وجود دm ، دوری به طول 3≥≥

  وجود دارد؟...  ، دوری به طول 27K در گراف کامل:تست 
  هر سه ) 4          27) 3              9) 2                  3) 1

  . می باشد4طبق نکتۀ قبل ، پاسخ صحیح گزینۀ  :پاسخ 
) در گراف کامل m تعداد دور های متفاوت به طول) 5 ) PKP   :ز رابطۀ زیر بدست می آید  ، ا≤3

    ( )
m
P m

2
)یا  )








−
m
Pm

2
!1     

  .دقت کنید که دو فرمول فوق ، یکی هستند

     ( ) ( )
( ) ( )

( )m
PPm 1 ! m 1 ! P! 1 P!

m2 2 m! P m ! 2m P m ! 2m
− − 

= × = × =  − − 
        

  . ملاک متفاوت بودن دو دور ، تفاوت در لااقل یک یال می باشد:تذکر  9
   بدست آورید؟7Kگراف را در 3تعداد دور های به طول  :مثال 

)                                            :پاسخ  )
35

6
!4
!7

32
7

3
7 3 ==

×
⇒





=
=

m
P   

 
 
  . از رابطۀ زیر بدست می آیدPKموجود در گراف کامل) با طول های مختلف(تعداد کل دور های متمایز ) 6

( )

↓

∑
=

P

m

m

m
P

3 2  

  . است3   حداقل طول دور                                                                                                                  :یادآوری 
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     گراف : اولفصل

 

e d b 

a 

c 

   ، به طور کلی چند دور وجود دارد؟5K در گراف کامل:مثال 
( )

( )

( )



















=
×

→=

=
×

→=

=
×

→=

⇒≤≤ →≤≤ =

12
52

5
5m

15
42

5
4m

10
32

5
3m

5m3Pm3

5

4

3

5P  

  : برابر است با بنابراین تعداد کل دور ها
( )

37121510
2
55

3
=++=∑

=m

m

m  

m) راس خاص بگذرند m که از mتعداد دورهای به طول ) 7 m)                :  برابر است با ≤(3 1)!
2
−   

pراس یعنی p راس از mزیرا در این حالت ، دیگر نیازی به انتخاب 
m

 
 
 

  .یست  ن

)PKدر گراف کامل ) دورهای همیلتنی (Pتعداد دور های به طول ) 8 )3P )            : برابر است با ≤ )
2
!1P −   

  :اثبات
( ) ( ) ( )

2
!1P

2
!1P1

2
!1P

P
P −

=
−

×=
−

×







  PK درP تعداد دورهای به طول=

  . با دور همیلتنی در قسمت های بعدی آشنا خواهید شد:کر تذ
   :بخش های گراف

)در گراف  )EVG VV ، فرض می کنیم=,  می نامیم ، هرگاه هیچ G را یک بخش از گراف 1V باشد ، در این صورت1⊃
1VV را به رأس های1Vیالی ، رأس های   . وصل نکند−

  گراف زیر از چند بخش تشکیل شده است ، آنها را مشخص کنید؟ :مثال 
  
  
  

  : از سه بخش تشکیل شده است که عبارتند از :پاسخ 
{ } { } { }edVcVbaV ,,,, 321 ===   

  
   :گراف همبند
دلخواه آن ، دست کم یک مسیر وجود داشـته باشـد ، بـه عبـارت     را همبند گوییم ، هرگاه بین هر دو رأس  G گراف سادۀ

دیگر ، هرگاه هر رأس به رئوس دیگر ، یا به طور مستقیم توسط یک یال و یا به طور غیر مـستقیم توسـط رئـوس دیگـر                             
ر متصل شده باشد ، همچنین می توان گفت که گراف همبند ، گرافی است که فقط از یک بخش تشکیل شده باشـد ، در غی ـ                         

 می گوییم ، از دید شهودی گراف همبند به گونه ای است که با گرفتن یکی از رئوس و بلنـد   این صورت گراف را نا همبند
  . کردن گراف از صفحۀ کاغذ ، کل گراف از صفحه بلند می شود
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     گراف : اولفصل

 

  .گراف های زیر همگی همبندند :مثال 
  

                                                                ،                       ،                     ،                   ،                 
  

  . گراف های زیر ، همگی نا همبندند:مثال 
  
  ،                                        ،                                       ،                 
  
  

            نا همبند چهار بخشی        ناهمبند سه بخشی          نا همبند دو بخشینا همبند دو بخشی 
   منتظم باشد؟ این گراف از چند بخش تشکیل شده است؟2 رسم کنید که 8 گرافی نا همبند از مرتبۀ :مثال 

  
  
  

  . بخش تشکیل شده است2این گراف از  :پاسخ 
   باشد؟8 منتظم از مرتبۀ 3د رسم کنید که دو گراف یکی همبند و دیگری نا همبن :مثال 

  :پاسخ 
  یا                                                همبند                                                      

  
 

  نا همبند                                                   
   :نکات مهم 

  ).در واقع گراف کامل ، قوی ترین همبندی را دارد (هر گراف کامل همبند است) 1
زیـرا بـر حـسب قـرار داد ، بـین هـر رأس و                (همبنـد اسـت     ) 1 ی   منتظم از مرتبه   -0گراف   (1فقط گراف تهی از مرتبۀ      ) 2

  ).خودش، مسیری به طول صفر وجود دارد
  . ، همگی نا همبندندP〈1گراف های تهی از مرتبۀ) 3
  .هر گراف که از چند بخش جدا از هم تشکیل شده باشد ، نا همبند است) 4
  : ، همواره داریم P≤2در هر گراف همبند از مرتبۀ) 5

ii :1 i P deg V 1∀ ≤ ≤ ⇒ ≥ 
   است                       1یعنی درجۀ هر رأس حداقل 

q               :یعنی .  است P−1یال ها برابر ، حداقل تعداد Pبرای هر گراف همبند  از مرتبۀ ) 6 p 1≥ −  
q                                            : داریم همبند باشدGبنابراین اگر  p 1≥ −  

  .ا همبند است باشد ، آنگاه گراف حتما نPq〉−1 ، اگرPبه عبارت دیگر در هر گراف سادۀ از مرتبۀ ) 7
  :در هر گراف همبند همواره داریم ) 8

( )
2

11 −
≤≤−

PPqP   
   یا                                                                                                                                               
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     گراف : اولفصل

 

1qP
2

q811
+≤≤

++   
   اندازۀ این گراف باشد ، کدام گزینه درست است؟q است ، هرگاه 8 ، مرتبه برابر Gاف همبند در گر :تست 

1(720 ≤≤ q            2(288 ≤≤ q        3(287 ≤≤ q              4(728 ≤≤ q   
  :پاسخ 

( ) 287
2

11 ≤≤⇒
−

≤≤− qPPqP   

 رأسی و ساده ، نا همبند باشد و بیشترین یال ممکن را داشته باشد ، باید تعداد یال هایش                   Pی  اگر گراف ) 9






 −
2

1P  باشد 

  ). رأس باقی مانده ، یک گراف کامل می سازیمP−1در نظر گرفته و با)  صفری از درجه(زیرا یک رأس را ایزوله (

یبنابراین اگر در گراف   






 −
〉

2
1P

q    ، باشد ، گراف حتماً همبند است ، ضمناً ممکن است در یک گراف 






 −
≥

2
1P

q باشد و 
  .گراف همبند نیز باشد

  این گراف حداکثر چند یال دارد؟) نا همبند است( ، از دو بخش جدا از هم تشکیل شده است 10 گرافی از مرتبۀ :تست 
1 (20              2 (45        3 (36                    4 (28  

  :پاسخ 
  :  رأسی برابر است با P ی بیشترین تعداد یال در گراف ناهمبند ساده) 9 (ی طبق نکته

( )( )
2

2P1P
2
1P −−

=






 −  
  :لذا داریم 

( )( ) 36
2
89

2
2P1PqMax =

×
=

−−
=   

   یال دارد ، این گراف چگونه است؟11 رأس و 6 گرافی :تست 
  هیچ کدام) 4              نا همبند) 3            همبند) 2                کامل ) 1

  :پاسخ 








 −
〉⇒=








=







 −
⇒





=
=

2
1

10
2
5

2
1

11
6 P

q
P

q
P  

  .لذا گراف همبند است
 تعداد یالی که با اضافه کردن آن به گـراف ، گـراف بـه                قل یال است و نا همبند است ، حدا        7 رأسی دارای    6 گرافی   :تست  

  گرافی صددرصد همبند تبدیل می شود ، کدام است؟
1 (3              2 (4              3 (5              4 (6  

  :برای اینکه گراف به گرافی همبند تبدیل شود لازم است  :پاسخ 








 −
〉

2
1P

q10 یا
2
5

=







〉q بنابراین باید داشته باشیم :  

10〉+ xq   
( ) 4107 =⇒〉+⇒ xMinx  

  .ط زیر برقرار باشد ، گراف حتماً همبند است ، هر یک از شرایGاگر در گراف ) 10
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     گراف : اولفصل

 

1(






 −
〉

2
1P

q  

2(
2
P

≥δ  

 و حداکثر تعداد یال ها برابرP−2حداقل تعداد یال ها در گراف نا همبند) 11






 −
2

1Pمی باشد.  

1 که حداقلPهر گراف از مرتبۀ) 12
2

1
+







 −Pیال داشته باشد ، همبند است.  

   همواره همبند باشد ، کدام است؟14 از مرتبۀ  G که به ازاء آن گراف سادۀ qکمترین مقدار :تست 
1 (79              2 (78         3 (14                  4 (12  

  :پاسخ 

791781
2

114
=+=+







 −
=q  

   و همبند ساخت؟10ز مرتبۀ با حداقل چند یال می توان گرافی ا :تست 
1 (35              2 (36         3 (37                   4 (34  

  :پاسخ 

371361
2
9

1
2

1
=+=+








=+







 −P   

qPاگر) 13   . حتماً دور داردG ⇐ باشد1−〉
≥−1⇐ فاقد دور باشدGاگر) 14 Pq.  
  . بخش های جدا از هم در یک گراف ، از رابطۀ زیر استفاده می کنیم Min وMaxبرای یافتن ) 15

↓↓

+≤≤
++

1
2

811
qP

q
  

          Min                                                                                                                        بخش Max بخش 
 
 
 
 

بخـش هـای     (G باشـند ، حـداقل و حـداکثر مؤلفـۀ همبنـدی              6 و   10 بـه ترتیـب      G اگر مرتبه و اندازۀ گراف سادۀ        :تست  
  ، کدام یک از گزینه های زیر می تواند باشد؟) Gگراف

  7 و 4) 4       6 و 4) 3         8 و 4) 2                   7 و 3) 1
  :پاسخ 

7416
2

48111
2

811
≤≤⇒+≤≤

++
⇒+≤≤

++
PPqP

q   
  : صحیح است در واقع داریم 4ذا گزینۀ و ل

Maxتایی                         4 بسته 1                                 +               رأس منفرد6       =       بخش7→ بخش 
                                                           گراف کامل                                             
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     گراف : اولفصل

 

a b 

  c d 

 
Minتایی7 بسته 1                          +                      رأس منفرد3= بخش4 → بخش   

  درخت 
  
  
  
  
  ).درخت گراف همبندی است که دور ندارد(

  .با مفهوم درخت و ویژگی های آن در قسمت های بعدی بیشتر آشنا خواهید شد
 بخـش جـدا از هـم تـشکیل          6 می باشد ، حداکثر مقدار اندازۀ گراف چقدر باشد تا بتواند             13 مرتبۀ گراف ساده ای      :تست  
  دهد؟

1(26         2 (27          3 (28         4 (29  
 

8                              :پاسخ  713 5 8 q 28
2
×

− = ⇒ = =  
                                        

  . صحیح است3بنابراین گزینۀ 
  

   :فاصله و قطر
) دو رأس از گراف    v و   uهرگاه   )G V, E=     باشند ، فاصلۀ u   از v       در این گراف که با ( )d u, v       نمایش داده مـی شـود 

 وجـود دارد   v بـه u وجود دارد و طول بلندترین مسیری که از v به u که از Gری در برابر است با طول کوتاهترین مسی
  .قطر نامیده می شود

   چقدر است؟ b  وa در گراف مقابل ، فاصله و قطر بین :مثال 
   b،  a   = کوتاهترین مسیر→فاصله  = 1
   b ، c ، d ، a  = مسیر بلندترین→قطر  = 3
  . اگر دو رأس بر هم منطبق باشند ، فاصلۀ آنها صفر خواهد بود:نکته  9
  . اگر دو رأس توسط هیچ مسیری به هم متصل نشده باشند ، فاصلۀ بین آنها را بی نهایت تعریف می کنیم:نکته  9
  : همواره داریم :نکته  9
1(( )d u, u 0=  
2(( )u v d u, v 0= ⇔ =  
)به ازاء هر) 3 )v V G∈و u داریم :( ) ( )d u, v d v, u=  
)به ازاء هر) 4 )u, v, w V G∈ داریم :  
))                                                          نا مساوی مثلثی( ) ( ) ( )d u, w d u, v d v, w≤ +   
) متعلق به v  وu ازاء هر  هرگاه به:نکته  9 )V G رابطۀ R را به صورت زیر تعریف کنیم :  

u مسیری موجود باشدv وuبین R v ⇔  
)به سادگی می توان ثابـت کـرد کـه ایـن رابطـه ، روی           )V G          یـک رابطـۀ هـم ارزی اسـت ، لـذا ایـن رابطـه قـادر اسـت 

)مجموعۀ )V G)      یعنی مجموعۀ رئوس گرافG (         به هر کدام از این دسته های هـم         . را به دسته های هم ارزی افراز کند

   گراف کامل

  بخش6

  رأس منفرد5
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     گراف : اولفصل

 

c 

a 

b c 

a b

c 

e d

، در واقع هـر دسـتۀ هـم ارزی ، مجموعـه ای از رئـوس مـی       ) با تعریف بخش قبلاً آشنا شدید  (ارزی یک بخش می گوییم      
  .باشد که بینشان حداقل یک مسیر وجود داشته باشد

   تعریف شده در زیر در گراف مقابل ، ایجاد  Rکلیۀ دسته های هم ارزی را که توسط رابطۀ :مثال 
  می شوند را بنویسید؟

  
u.   مسیری موجود باشد v وuبین  R v ⇔  

  
{ } [ ] [ ]cbcba === ــین {,, ــسیرaوxبـ ــد   مـ ــته باشـ ــود داشـ ]ی وجـ ] ( ){ :GVxa ــم ارزی  ==∋ ــتۀ هـ   a دسـ

]               :به همین ترتیب ] { } [ ] [ ] [ ]gfegfedd =====    dدستۀ هم ارزی ,,,
[ ] { }hh    hدستۀ هم ارزی ==

  : )هامیلتونی(مسیر و دور همیلتنی 
اگـر  ده مـی شـود ،  فقط یک بار عبور نماید مـسیر همیلتنـی نامی ـ  )  یال های آننه همۀ(مسیری که از همۀ رئوس یک گراف  

  . دور باشد ، آن را دور همیلتنی می نامیمیچنین مسیر
   :)هامیلتونی(گراف همیلتنی 

) از مرتبۀ  Gگراف سادۀ    )PP ) یـال هـا   نـه تمـام     ( گذرنده از تمام رئوس      P را همیلتنی گوییم ، هرگاه دوری به طول          ≤3
  .داشته باشد ، به عبارت دیگر هرگاه دوری همیلتنی داشته باشد

  .گراف های زیر همگی همیلتنی هستند :مثال 
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

a

b 

g 

d e

f

        
          
          

     
↓

= 3P     

3 دوری به طول  
→ a,b,c,a      
 

a b 

c d 
             
             
             
             

 
↓

= 4P 

4 → دوری به طول  a,b,c,d,a 

              
              
              

         
↓

= 5P 

5 دوری به طول   → a,b,c,d,e,a  
a b

c d 

e f
             
             
             
           

↓

= 6P 

6 →  دوری به طول a,b,c,f,e,d,a 

h
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     گراف : اولفصل

 

  .گراف های زیر همیلتنی نیستند :مثال 
 
  
  
  

  P=4 ندارد ، 4               دوری به طول P=5 ندارد ، 5دوری به طول                                     
  
  . ، یافتن دور همیلتنی در آن استG راه قطعی تشخیص همیلتنی بودن یک گراف مانند :نکتۀ مهم  9
  : همیلتنی باشد حتماً G هرگاه :نکته  9

  i  (همبند است.  
 ii (  رأس درجۀ صفر و یک ندارد)2یعنی≥δ.(  
 iii ( با حذف هر رأسش ، باز هم همبند می ماند.  
 iv ( با حذف هر یالش ، باز هم همبند می ماند.  

  :نکاتی مهم
  .هر گراف همیلتنی حتماً همبند است) 1

) فرض می کنیم   :اثبات   )EVG  دارد که از همـۀ      Pبه طول    باشد ، لذا طبق تعریف دوری        P گرافی همیلتنی و از مرتبۀ       =,
  .رئوس می گذرد ، بنابراین بین هر دو رأس آن مسیری وجود دارد لذا این گراف همبند است

  .عکس مطلب فوق نادرست است) 2
  

  . ندارد4 گراف            همبند است ولی هامیلتونی نیست زیرا دوری به طول :مثال 
 
 

  کدام گراف همیلتنی است؟ :تست 
  
1(         2(                 3(                            4(  
  

  :  این دور عبارتست از  دارد ،P=4 صحیح است ، زیرا دوری به طول4 گزینۀ :پاسخ 
a ,b ,d ,c ,a   

  

  

  :نی  ندارد یع1 و 0 است ، به عبارت دیگر رأس درجۀ 2 همیلتنی باشد ، درجۀ هر رأس آن حداقل Gاگر ) 3
ii :1 i P deg V 2∀ ≤ ≤ ⇒ ≥   

 باشد چـرا کـه از   2زیرا دوری همیلتنی دارد که از همۀ رئوس می گذرد ، بنابراین لازم است که درجۀ هر رأس آن حداقل  
  .یک یال به آن رأس وارد و از یال دیگر خارج شویم

 ، به عبارت دیگر هرگاه گرافی با حذف یک           ، گراف ، همبند باقی می ماند       هر یال دلخواه  در هر گراف همیلتنی ، با حذف        ) 4
  .یال نا همبند شود ، همیلتنی نبوده است

 
  

a b

c d
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     گراف : اولفصل

 

a b 

c d 

 4کوچکترین گراف همیلتنی از مرتبۀ 
  4 ـ منتظم از مرتبه 2گراف= 

  4بزرگترین گراف همیلتنی از مرتبۀ 
 4K گراف کامل =

 

  5کوچکترین گراف همیلتنی از مرتبۀ 
  5 منتظم از مرتبه -2گراف = 

 

  5بزرگترین گراف همیلتنی از مرتبۀ 
 5Kگراف کامل = 

 

  
  : را حذف کنیم ، نا همبند می شود ، توجه کنید e d گراف                    همیلتنی نیست زیرا اگر یال :مثال 

  
  
  

 

 می ماند ، به عبارت دیگر هرگاه گرافی با حذف یک          ، گراف همبند باقی    هر رأس دلخواه  در هر گراف همیلتنی ، با حذف        ) 5
  .رأس نا همبند شود ، همیلتنی نبوده است

  گراف همیلتنی نیست؟ کدام : تست
  
1 (       2(        3(       4(  
  

  .زیرا اگر رأس وسط را حذف کنیم ، گراف نا همبند می شود ، توجه کنید.  صحیح است 1گزینۀ  :پاسخ 
)ملهمۀ گراف های کا) 6 ) PKP   . ، همیلتنی هستند≤3
  . همیلتنی نیستند2K و 1Kگراف های کامل) 7
  . می باشد3حداقل مرتبه و اندازۀ یک گراف همیلتنی ، ) 8
ی از لحـاظ مرتبـه ، گـراف کامـل      ـ منتظم و بزرگترین گراف همیلتن 2کوچکترین گراف همیلتنی از لحاظ مرتبه ، گراف ) 9

  .است
  
  

  :مثال 
  

          
  

                                                                                                                                               
  

                                                                                                         
  
 

    
  
  
  

   با اندازه های مختلف وجود دارد؟10 چند گراف همیلتنی از مرتبۀ :تست 
1 (35         2 (34        3 (36         4 (37  

 10
2

210
2
Pr

=
×

=== qکوچکترین همیلتنی=10 ی  منتظم از مرتبه2- ⇒اندازۀ کوچکترین همیلتنی   

 ( ) 45
2

910
2

1
=

×
=

−
==

PPq10گراف کامل⇒اندازۀ بزرگترین همیلتنیK=بزرگترین همیلتنی  
3611045   تعداد =−+=

a b 

c e d 

e 
K 
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     گراف : اولفصل

 

a b

c

d

e

  چند مسیر همیلتنی داریم؟ ، 5Kدر گراف کامل :تست 
1 (20          2 (60                3 (40              4 (80  

 را  4کافی است تعداد کل مسیر هـای بـه طـول            . مسیر همیلتنی مسیری است که از همۀ رئوس فقط یک بار بگذرد            :پاسخ  
  .حاسبه کنیم را م4 رأس را انتخاب و سپس مسیر های به طول 2بیابیم بنابراین لازم است ابتدا 

  :یعنی 

( ) ( ) 606103
2
5

2 31 =×=







=−








−mP

m
P   

  . استb به a از 4 مسیری به طول a ,c ,d ,e ,bمسیر) 5Kگراف کامل(به عنوان مثال در گراف زیر 
  
  
  
  
 ، بدانیم  P≤3 اگر در گرافی از مرتبۀ     : قضیۀ دیراک    )10

2
deg PVi  یا ≤

2
P

≥δ          ، آنگاه این گراف حتماً همیلتنی اسـت ، 

اما عکس این مطلب درست نیست ، یعنی ممکن است گرافی ، همیلتنی باشد، ولی              
2
P

<δ       باشد به عنوان مثال گراف مقابل 
  :را در نظر بگیرید 

 
 

 دارد که از همـۀ رئـوس مـی گـذرد ، بـه بیـان دیگـر ، ایـن گـراف                6است ، ضمناً دوری به طول        P=6مرتبۀ این گراف    
  :همیلتنی است ولی 

2
62 〈=δ   

 ی زمانی که درجه( شود ، احتمال همیلتنی شدن گراف نیز زیادتر می شود زرگتر ، برئوس ی  هر قدر ، درجه:تذکر  9

هر رأس حداقل به 
2
P گراف ، همیلتنی می گردد)  دیراکی قضیه(برسد ،.(  

Pvu : داشته باشیم v وuماننددورأس غیرمجاوربرای هرP ،3≥Pاگردرگرافی ازمرتبۀ:قضیۀ اُور) 11 ≥+ degdeg   
است ، اما عکس ایـن مطلـب ، درسـت نیـست ، یعنـی ممکـن اسـت گرافـی همیلتـونی باشـد                          آنگاه این گراف حتماً همیلتنی      

Pvuولی 〈+ degdegباشد .  
   دارد،6و دوری به طول P=6 گراف مقابل هامیلتونی است ، زیرا :مثال 

  
  
 

  :اما 

622,
2deg
2deg

〈+
=
=
v
u   

  
  
  

u 
v 
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     گراف : اولفصل

 

۵ ١۵ 

١ 

٢ 

٣ 
۴ ۶ 7 

٩ 
١١ 

١ ١٢۴ ١۶ 
١
 

١

٢٠ 

   :گراف پتِرسِِن
  .مقابل ، گراف پترسن نام داردگراف 

  :این گراف 
). است10 ـ منتظم از مرتبۀ 3گرافی ) 1 )3,10 == rP  
). یال دارد15) 2 )15=q  
  ).البته این مطلب واضح است. (کامل نیست) 3
  . ندارد و بنابراین همیلتونی نیست10دوری به طول ) 4
  . پیدا کرد9 ، 8 ، 6 ، 5ایی به طول در این گراف می توان دوره) 5
  .این گراف را می توان با حذف یک رإس و یا با افزودن یک یال به یک گراف همیلتنی تبدیل کرد) 6

  . دارد20 گراف مقابل همیلتنی است ، زیرا دوری به طول :نکته 
  
  
  
  

  .این دور در شکل زیر نمایش داده شده است
  
  
  

  
   :و دور اویلریمسیر 

فقط یک بار عبور نماید مسیر اویلـری نامیـده مـی شـود و اگـر      ) نه همۀ رئوس آن(مسیری که از همۀ یال های یک گراف    
  .چنین مسیری دور باشد ، آن را دور اویلری می گویند

  . لازم است که به تفاوت بین مسیر و دور همیلتنی با مسیر و دور اویلری توجه کرد:تذکر مهم 
   :ف اویلریگرا

فقط یک بـار گذشـته و       ) نه همۀ رئوس  (بتوان با شروع از هر رأس ، از همۀ یال ها            ) ساده یا چندگانه  (هرگاه در یک گراف     
به همان رأس بازگشت ، در این صورت آن گراف را یک گراف اویلری می نامیم ، به عبارت دیگر ، گراف اویلری ، گرافـی            

  .است که شامل یک دور اویلری باشد
    :قضیۀ اویلر

  . ، اویلری است اگر و فقط اگر که همبند باشد و درجۀ همۀ رئوسش زوج باشدGگراف 
 
  
  
  
  
  
 

٨ 
١٣ 

١٠ 

١٨ 
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     گراف : اولفصل

 

   :گراف اویلری) تعریف معادل(تعریف دیگر 
گراف اویلری ، گراف همبندی است که درجۀ همۀ رئوسش زوج باشد ، این ملاک ، ملاک خـوبی بـرای تـشخیص اویلـری                         

  .بودن گراف است
  .گراف های زیر همگی اویلری اند: مثال 

  
،                 ،            ،  

  . گراف های زیر غیر اویلری اند:مثال 
  

  

          ،              ،                ،  
  

    

  گراف پل کونیگسبرگ
 هر یک از دو شرط همبند بودن و زوج بودن درجۀ همۀ رئوس به تنهایی برای اویلری بودن یک گراف ، :تذکر مهم  9

  . ولی کافی نیستند لازم بودهیشرط
  . گراف                همبند است ولی اویلری نیست:مثال 

  
  . ، زیرا همبند نیست درجۀ همۀ رئوس گراف                    زوج است ولی اویلری نیست :مثال 

  
از دو ) لشهری در پروس شرقی قدیم و در سواحل رودخانۀ پرگ(در قرن هیجدهم میلادی ، شهر کونیگسبرگ  :مثال 

  .تشکیل شده بود)  در شکل زیرD و Aنواحی (و دو جزیره ) در شکل زیرC  وBنواحی (ساحل یک رودخانه 
  
  
  

  :در آن زمان هفت پل ، این چهار منطقه را به هم وصل می کردند ، معمای زیر سال ها ، شهروندان را سرگرم کرده بود 
 در شهر گشتی زد ، از هر پـل یـک بـار و تنهـا یـک بـار گذشـت و بـه مکـان اول                             آیا امکان دارد با آغاز از یکی از مناطق        

  بازگشت؟
 ، با حل مسألۀ پل های کونیگسبرگ نظریۀ گراف ها را بنیـان گذاشـت ،                 1736ریاضی دان معروف لئونارد اویلر در سال        

ین دو منطقه ، پاره خطی یا کمانی بین وی به هر یک از این چهار منطقه ، نقطه ای از صفحه را نسبت داد و به ازاء هر پل ب    
به مدلی ریاضی دست یافت و به سادگی پاسـخ معمـا را            ) 1(دو نقطۀ متناظر با آنها رسم کرد ، به این ترتیب مطابق شکل              

  .، گرافی غیر اویلری است) 1(در واقع گراف شکل . که منفی است ، دریافت 
  کدام گراف اویلری است؟ :تست 

  
1(              2(             3(            4(  
  

  . صحیح است زیرا ، هم همبند است و هم درجۀ همۀ رئوسش زوج است2گزینۀ  :پاسخ 
، اما همانطور ) طبق عکس نقیض( هر گراف اویلری همبند است و لذا هر گرافی که همبند نباشد اویلری نیست  : 1نکتۀ  9

  .که دیدیم عکس نکتۀ فوق درست نیست

B 

C 

A D 
a 

b 

c (1) 
d 
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     گراف : اولفصل

 

) هر گراف کامل :2نکتۀ  9 ) PKP  فرد باشد ، با توجه به اینکه گراف Pزیرا اگر . ( ، از مرتبۀ فرد اویلری است ≤3
  ). است ، نتیجه می شود که درجۀ هر رأس آن زوج استP−1کامل است و درجۀ هر رأس آن

  
  د می تواند باشد؟ کدام عدP، اویلری باشد ، PKاگر گراف کامل :تست 

1 (21                  2 (30               3 (58              4 (64  
  . می باشد1با توجه به نکتۀ قبل ، پاسخ صحیح گزینۀ  :پاسخ 
  .لزومی ندارد که هر گراف اویلری همیلتنی باشد  :3نکتۀ  9

  .گراف مقابل اویلری است ولی همیلتنی نیست :مثال 
  
  .گراف همیلتنی ، اویلری باشدلزومی ندارد که هر   :4نکتۀ  9

  . گراف مقابل همیلتنی است ولی اویلری نیست:مثال 
  

  کدام گراف زیر نه اویلری است نه همیلتنی؟ :تست 
   
1(                2(                3(                4(  
  

تنی هست ولـی اویلـری      همیل) 3(هم اویلری است هم همیلتنی ، گراف گزینۀ         ) 1(گراف گزینۀ   . صحیح است  2گزینۀ   :پاسخ  
  .اویلری هست ولی همیلتنی نیست) 4(نیست  ، گراف گزینۀ 

   داریم؟10 چند گراف اویلری و منتظم از مرتبۀ :تست 
1 (4              2 (3              3 (5               4 (6  

 0 برابـر  rیـد   ـ منتظم نیز باشد با r چون اویلری است لذا باید درجۀ هر رأسش زوج باشد بنابراین اگر قرار باشد :پاسخ 
 ، ، صفر نمی تواند باشد زیرا در این صورت نا همبند شـده و لـذا غیـر اویلـری مـی شـود                        r باشد ، اما     8 یا   6 یا   4 یا   2یا  

  . صحیح است1بنابراین گزینۀ 
  : درخت

  .گراف همبندی است که دور ندارد
چرا کـه اگـر   . ( مسیر وجود داشته باشد گرافی است که بین هر دو رأس دلخواه آن ، فقط و فقط یک  :تعریف دیگر درخت    

  ).بین دو رأس بیش از یک مسیر باشد آنگاه بین آن دو رأس یک دور به وجود می آید
  ).            زیرا دور ندارند( درخت هستند 2Kو1K فقط گراف های کامل:نکته  9

                                        
                                    

  
  
  
  
  
  
  

2K  
 

1K  
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     گراف : اولفصل

 

   را رسم کنید؟6 تا 1تمام درخت های از مرتبۀ  :مثال 
  
  
  
 
 
 
 
 
 

 
  
  
  
 
 
  
  
  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
 

  . ، یکی است 3  ،2، 1درختان از مرتبه ی تعداد) 1              
  است ، دو تا 4تعداد درختان از مرتبه ی ) 2              

  . ، سه تا است5تعداد درختان از مرتبه ی ) 3     : نکته 
  . ، شش تا است6تعداد درختان از مرتبه ی ) 4              

   
  . ، یازده تا است7تعداد درختان از مرتبه ی ) 5             

  

 5مرتبه های از درخت

 2,2,2,1,1 دنبالۀ درجات رئوس 4,1,1,1,1 3,2,1,1,1

 یا
 یا

 یا
 یا

 یا

 یا یا
 یا

 1درخت از مرتبه  2درخت از مرتبه  3درخت از مرتبه  4 از مرتبه هایدرخت

 2,1,1 دنبالۀ درجات رئوس      0 1,1 2,2,1,1 3,1,1,1

 6مرتبه های از درخت

 3,3,1,1,1,1 دنبالۀ درجات رئوس 4,2,1,1,1,1 5,1,1,1,1,1

 یا

 یا

 یا

 یا

 یا

 یا

 یا

 یا

 

 یا

 یا

3,2,2,1,1,1 
 

3,2,2,1,1,1 2,2,2,21,1 

یا
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     گراف : اولفصل

 

درخت ستاره ای 4T درخت ستاره ای   5T   

 وصل شده باشد ، ماننـد        درخت ستاره ای درختی است که در آن یکی از رأس ها به تمام رئوس دیگر                :درخت ستاره ای    
  : شکل های زیر 

  
  

  : چند نکته 
  . ایجاد می شود3 در درخت های ستاره ای ، با وصل کردن هر دو رأس غیر مجاور ، یک دور به طول -1
 Maxاز درجه ی ) هسته ی ستاره( باشد ، در آن صورت یکی از رأس ها P ، ستاره ای و از مرتبه ی T اگر درخت -2
  .خواهند بود) 1یعنی از درجه ی  (Minاز درجه ی ) رأس دیگرP−1یعنی(و سایر رأس ها ) P−1ییعنی از درجه (
 می باشد ، لذا 2 و فاصله ی رأس های دیگر از یکدیگر 1 در درخت های ستاره ای فاصله ی هسته از سایر رأس ها -3

 به عبارت دیگر هیچ مسیری با ( می باشد ،2 مسیر بلندترین و طول 1ترین مسیر در درخت های ستاره ای طول کوتاه
  .)وجود ندارد...  ، 4 ، 3طول های 

  . قبل از بیان نکات و ویژگی های درخت به بیان و اثبات چند قضیۀ مهم می پردازیم
  .دو رأس هر درخت ، دقیقاً یک مسیر وجود دارد بین هر :قضیه 
ه دو رأس متمایز نباشند مطلب واضح است ، زیرا بین هر رأس و خودش یـک مـسیر بـه طـول صـفر                          در حالتی ک   :اثبات  

 دسـت   v و u همبند است پس بین    G باشند، چون    G دو رأس متمایز درختی چون       v و uوجود دارد ، لذا فرض می کنیم      
در واقع دو دنبالۀ مختلف از رأس هـای         ( بیش از یک مسیر مثلاً دو مسیر         Gکم یک مسیر وجود دارد ، حال اگر در گراف           

 ، ایجاب می کند که دوری در        v و uآنگاه این دو مسیر مختلف بین     ) فرض خلف ( وجود داشته باشد     v به uاز) Gمتمایز  
G     در واقع دوری از   ( وجود داشته باشدu به v (         امـا ایـن بـا    ) ، چرا که از یک مسیر رفته و از مسیر دیگر بر می گـردیم ،

  .تعریف درخت تناقض دارد ، زیرا در درخت ، دور وجود ندارد
  . هر درختی که بیش از یک یال داشته باشد ، دست کم دو رأس از درجۀ یک دارد:ضیه ق

2KG باشد ، آنگاه   P=2 استفاده می کنیم ، اگر     Gاز استقراء تعمیم یافته روی مرتبۀ درخت         :اثبات    و درستی حکـم     =
  ).یعنی گراف            ، دو رأس از درجۀ یک دارد 2Kزیرا(واضح است 

 در  K+1 از مرتبـۀ   Gرأس ، درست باشد ، درختی مانند        K≤2اکنون فرض می کنیم حکم در مورد هر درخت از مرتبۀ          
  :نظر می گیریم ، اکنون برای اثبات حکم دو حالت زیر را در نظر می گیریم 

1 (Gرأسی از درجۀ یک دارد .  
2 (Gرأسی از درجۀ یک ندارد .  

 بدسـت   ′G از درجۀ یک داشته باشد ، آنگاه با حذف این رأس و تنها یال گذرنده از آن، گرافی مانند                   v رأسی چون    Gاگر  
 ، دسـت کـم دو       G و در نتیجـه      ′G به فـرض اسـتقراء ،      لذا بنا .  رأس دارد    K≤2ثانیاً درخت است و      اولاً می آوریم که  

 از دو Gرأس از درجۀ یک دارد و بنابراین حکم در این حالت ثابت است ، اکنون فرض می کنیم که درجـۀ هـیچ رأسـی از      
 مـی  u ، کـه از G و انتخـاب یـالی از   uآغاز از را در نظر می گیریم ، با G از uکمتر نباشد ، در این صورت رأسی چون      

 را پیش می گیریم که G به این ترتیب می پیماییم که هر بار پس از رسیدن به رأسی تازه ، یالی از       Pگذرد ، مسیری مانند     
 باشـد ،    G انتهای دیگر آن ، رأسی تازه تر از          ثالثاًته باشد و     قبلاً مورد استفاده قرار نگرف     و ثانیاً  از آن رأس بگذرد ،       اولاً

این کار باید در جایی متوقف شود ، اما چون درجۀ هر رأس ، دست کم دو ، است توقف آن بـا رسـیدن بـه یکـی از رأس                           
رخـت ،   وجود دارد که با تعریف درخت در تناقض اسـت زیـرا د  Gهای قبلی میسر است ، این بدان معناست که دوری در   
  .دور ندارد، در نتیجه در این حالت نیز ، حکم ثابت است

 رأس از درجـۀ یـک   K دست کـم  T باشد ، ثابت کنید K ، برابر T درجۀ رئوس یک درخت مانند     Max فرض کنید    :قضیه  
  .یک دارد رأس از درجۀ K حداقل T باشد ، می خواهیم ثابت کنیم ، ∆=Kبه عبارت دیگر اگر. دارد 
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     گراف : اولفصل

 

u یال حذف شده 

 )الف(شکل 

u یال حذف شده 

)ب(شکل   

  . استفاده می کنیمK از روش استقراء روی :اثبات 
( )1P : یعنی ( باشد ∆=1چنانچهMaxدرجۀ  T بـوده و  1، در این صورت درجۀ تمام رئـوس درخـت   ) برابر یک باشد 

  .  است دارد ، لذا حکم در این حالت ثابت1 حداقل یک رأس از درجۀ Tبنابراین 
( )KP:  برای: فرض استقراءK=∆ فرض می کنیم ، T حداقل دارای Kرأس از درجۀ یک باشد .  

( )1+KP : 1اکنون به ازاء+=∆ K ثابت می کنیم درخت ، T1 دارای+Kت رأس از درجۀ یک اس.  
Tفرض می کنیم   :اثبات حکم استقراء      K+1باشـد ، رأسـی را کـه درجـه اش          K+1 درجه اش  Max درختی باشد که     ′

ت یال حـذف شـده درخـت را بـه دو درخـت یعنـی        یک یال را حذف می کنیم ممکن اسu می نامیم ، حال در رأس  uاست
  ).شکل الف(گراف نا همبند تبدیل کند 

  
  
  
  
  

  ).شکل ب(تبدیل شود ) ایزوله(و یا اینکه درخت به یک درخت دیگر و یک نقطۀ منفرد 
  
  
  
  
  
  

 K، یک رأس از درجۀ) ده است بدست آمuدرختی که پس از حذف یال متصل به(در هر حالت ، چون درخت بدست آمده 
T رأس از درجۀ یک دارد، در نتیجه       K دارد ، لذا طبق فرض استقراء ، حداقل           رأس از درجـۀ یـک دارد و         K+1 ، حداقل  ′

  .حکم ثابت است
=+1 یال باشد آنگاهq رأس و P درختی با T هرگاه :قضیۀ مهم  qP.  

=−1یا( Pq 1 یا=− qp(  
  . ، استفاده می کنیمP از روش استقراء ریاضی بر مرتبۀ درخت یعنی :اثبات 

( )1P : 1اگر=P0 باشد آنگاه گراف ایزوله بوده ، بنابراین=q1 و تساوی+= qPدر این حالت برقرار است .  
( )KP : 1اکنون فرض می کنیم قضیه در مورد هر درختی با≥Kرأس برقرار باشد .  

( )1+KP :   ــون ــی چ ــال درخت ــۀTح )K+1 از مرتب )1+= KPــ ــی    را در نظ ــم یعن ــات حک ــرای اثب ــریم ب ــی گی ر م
=+1تساوی qP      باید ثابت کنیم ، T   ، K     ، از قضیۀ قبل    ) برای اثبات این مطلب از قضیۀ قبل استفاده می کنیم         ( یال دارد ،

Tنده از آن ، درختی چون      دارد ، با حذف این رأس و تنها یال گذر          1 از درجۀ    v رأسی مانند  Tنتیجه می شود که       بدست  ′
) است   Kمی آید که اولاً مرتبه اش        )KP ) یـال دارد   K−1 و ثانیـاً طبـق فـرض اسـتقراء ،          = )11 −=−= KPq    لـذا ، 

T که از درخت   Tدرخت    یال دارد ، چرا که اگر رأس درجۀ یک حذف شده و یـالش را بـه      Kدقیقاً   ، یک یال بیشتر دارد ،        ′
  .درخت برگردانیم ، یک یال به یال های قبلی اضافه می شود

( )KKq =+−= 11  
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     گراف : اولفصل

 

a   b 

c 

d 

u v

w 

y 

=+1 داشته باشیم G عکس این مطلب درست نیست ، یعنی اگر در گرافی مانند          :تذکر مهم    qPگـراف ،  ، ممکن است این 
  :درخت نباشد ، به مثال زیر توجه کنید 

  
  : در گراف مقابل داریم :مثال 





=
=

3
4

q
P  

=+1 تساوی همان طوری که دیده می شود      qP        برقرار است ولی این گراف ، درخت نیست زیرا ، هم نـا همبنـد اسـت و 
  .هم اینکه دور دارد

=+1بند باشد و در آن تساوی      اگر گرافی هم   :نکتۀ مهم    qP               نیز برقرار باشد ، آن گراف حتماً درخت است ، بـه عبـارت 
  .دیگر می توان تعریف جدیدی برای درخت به صورت زیر ارائه داد 

=+1درخت ، گراف همبندی است که در آن تساوی qPبرقرار باشد .  
   :نکات مهم مربوط به درخت

  . هستند2Kو1K یعنی2 و 1تنها درختان کامل ، درختان مرتبۀ ) 1
  . می باشند2 و 1تنها درختان منتظم ، درختان مرتبۀ) 2

   وجود دارد؟6 چند درخت منتظم از مرتبۀ :تست 
1 (6      2 (5      3 (4       4(0   

  .است صحیح 4 طبق نکتۀ فوق ، گزینۀ :پاسخ 
  .بین هر دو رأس هر درختی فقط یک مسیر وجود دارد) 3
بدون احتساب مسیر به طول صـفر ، یعنـی مـسیر    (v تعداد کل مسیر های آغاز شده از رأس  Pدر هر درخت از مرتبۀ) 4
  . استP−1برابر) v به vاز
  

  شروع می شود؟ v                 چند مسیر وجود دارد که از      در گراف    :مثال 
  

3141طبق نکتۀ فوق :پاسخ  =−=−P مسیر که عبارتند از :  
,,,,2مسیر های به طول =− yuvwuvو مسیری به طول یک =uv,   

 برابر Pیک درخت از مرتبۀ ) بدون احتساب مسیر های به طول صفر ، یعنی رئوس گراف          ( متمایز   تعداد کل مسیر های   ) 5

:است با 







2
P در هر درخت برابربه طول یک و تعداد مسیر های q می باشد .  

  جود دارد؟ ، کلاً چند مسیر با طول های مخالف صفر و9مرتبۀ از در درخت  :تست 
1 (15                      2 (36           3 (72               4 (64  

  :زیرا .  صحیح است 2طبق نکتۀ فوق گزینۀ  :پاسخ 

36
2
9

=






   

  : برابر است با  Pیک درخت از مرتبۀ) چه با طول صفر چه با طول بزرگتر از صفر(تعداد کل مسیر های متمایز ) 6
  
  
  

P
P

+







2

 

 مسیر های به طول صفر
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     گراف : اولفصل

 

 بار

  
  : به طول حداقل دو ، برابر است باv تعداد کل مسیر های آغاز شده از رأس P هر درخت از مرتبۀ در) 7

VP deg1−−    

 است برابر است با2 تعداد کل مسیر های متمایزی که طول آنها حداقل Pدر هر درخت از مرتبۀ ) 8






 −
2

1P زیرا :  

  2یز با طول حداقل تعداد کل مسیر های متما= 
  تعداد کل مسیر های متمایز به طول یک ـ تعداد کل مسیر های متمایز  = 

( ) ( ) ( ) ( )( )







 −
=

−−
=−−

−
=−−








=−








2

1
2

211
2

11
22

PPPPPPP
P

q
P  

 
=+1در درخت رابطۀ :توجه  qPبرقرار است .  
  :  است برابر است با 2 رأسی که طول آنها حداقل 10تعداد مسیر های موجود در یک درخت  :تست 

1 (28                      2 (45                 3 (36                        4 (42  
  : صحیح است زیرا 3گزینۀ  :پاسخ 

36
2

89
2
9

=
×

=






         یا          ( ) 36945110
2

10
=−=−−







    

   .أس از درجۀ یک دارد رK، آنگاه این درخت ، حداقل ) ∆=Kیعنی( باشد K درجۀ درختی ، Max اگر -9
  کدام یک از دنباله های زیر ، دنبالۀ درجات رئوس یک درخت می باشد؟ :تست 

1 (1 ، 1 ، 2 ، 2 ، 3 ، 3       2 (1 ، 1، 3 ، 3 ، 4 ، 4  
3 (1 ، 1 ، 1 ، 1 ، 2 ، 2      4 (1 ، 1 ، 1 ، 2 ، 2 ، 3  

 داشته باشد ، بـرای  1 رأس از درجۀ K لذا بایستی  دارند وKزیرا رأس از درجۀ (نادرست اند  2 و 1 گزینه های :پاسخ 
  ). استK=4 ،2 و برای گزینۀ K=3 ،1گزینۀ 
=+1 و در شرط   P=6 و q=4زیرا در این گزینه   .  نیز نادرست است     3گزینۀ   qP      یـادآوری مـی    . (کنـد    صـدق نمـی

  ). استq است و نصف مجموع جملات دنباله برابرPکنیم که تعداد جملات دنباله برابر
=+1البته تساوی qP صحیح است4بنابراین گزینۀ .  نیز برقرار نیست 2 و 1  ، در مورد گزینه های .  

به صورتدنبالۀ درجات رئوس یک درخت  :تست 
n

5, 4,3, 2,1,1, ,1…��	�
   کدام است؟n است ، 

1 (6       2 (7       3 (8       4 (9  
 فرد نمی تواند    n داشته باشد اما     1 رأس از درجۀ     5 است لذا درخت باید حداقل       ∆=5 درجۀ رئوس ،   Maxچون   :پاسخ  

 زوج اسـت ،  nئـوس فـرد، فـرد مـی شـود ، بنـابراین        ، تعـداد ر 5 و 3باشد ، زیرا در این صـورت بـا توجـه بـه دو عـدد               
qPزیرا در این حالت   .  هم نمی تواند باشد      n=6ضمناً =+1می دانیم در درخت باید رابطۀ     (  می شود    = qP   برقـرار 
  ) . باشد

  . صحیح است3لذا گزینۀ 
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     گراف : اولفصل

 

  : داریم  q اندازۀ وP در هر درخت از مرتبۀ -8
1+= qP      1      یا−= Pq   

   چند یال دارد؟7هر درخت از مرتبۀ  :تست 
1 (7              2 (8               3 (6               4 (5  

  :زیرا .  صحیح است 3 طبق نکتۀ فوق گزینۀ :پاسخ 

6171 =−=−= Pq   
   است ، این درخت چند یال دارد؟3 ، 2 ، 1 ، 1 ، 1 درخت به صورت  دنبالۀ درجات رئوس یک:تست 

1 (4              2 (5               3 (6              4 (7  
  :پاسخ 
   :راه اول

4151 =−=−= Pq  
   : راه دوم

4
2

11123
=

++++
=q   

=+1ۀ حاصل ضرب مرتبه و اندازۀ هر درخت ، همواره عددی زوج است ، زیرا با توجه به رابط-9 qP داریم :  
==زوج K2حاصل ضرب دو عدد متوالی ( ) =+= qqqp 1   

   ، یک مسیر وجود دارد ، حاصل ضرب مرتبه و اندازۀ آن کدام است؟ Gبین هر دو رأس گراف همبند  :تست 
1 (21                       2 (15                    3 (12                   4 (25  

  . صحیح است3 ، درخت است لذا طبق نکتۀ فوق گزینۀ G واضح است که :پاسخ 

=+1 مجموع مرتبه و اندازۀ یک درخت ، همواره عددی فرد است ، زیرا با توجه به رابطۀ-10 qP داریم :  
)فرد ) =+=++=+ 121 qqqqp   

  )77کنکور (ع مرتبه و اندازۀ آن کدام است؟  فاقد دور است ، مجموG گراف همبند :تست 
1 (12                    2 (15               3 (18                    4 (20  

  . صحیح است2 ، درخت است لذا با توجه به نکتۀ فوق ، گزینۀ Gواضح است که  :پاسخ 
  .ر در آن به وجود می آید درخت گراف همبندی است که با افزایش یک یال بین هر دو رأس آن ، فقط و فقط یک دو-11

nqP: اگر در یک گراف همبند ، داشته باشیم :نتیجه    . فقط یک دور داردG ، آنگاه ==
nqP همبند بوده و   Gچون   :اثبات   =+1 است ، لذا تساوی    == qP    بنابراین  .  برقرار نیستG  یک درخت نیست ، پس 

nPم یک دور دارد ، حال اگر از این دور یک یال حذف کنیم گراف همبندی با                دست ک  =−1رأس و = nq     یال به وجـود 
=+1آید ، چون گراف حاصل همبند بوده و ضمناً تساوی          qP             برای آن برقرار است ، لذا این گراف یک درخت می باشد 

  . دقیقاً یک دور داردGور است ، بنابراین گراف اصلی یعنی که فاقد د
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     گراف : اولفصل

 

 رأسـی ، کمتـرین      P درخت گراف همبندی است که حداقل یک یال را ، دارد به عبارت دیگر در بین گراف های همبنـد                      -12
〉−1یال ممکن را درخت دارد ، یعنی اگر در یک گراف ، داشته باشیم Pqًنا همبند است ، آن گراف مطمئنا .  

   یال دارد ، کدام مطلب دربارۀ آن درست است؟8 رأس و 10گرافی  :تست 
  نا همبند است ) 4        همیلتنی است) 3           کامل است) 2        درخت است) 1

  . صحیح است4طبق نکتۀ فوق گزینۀ  :پاسخ 
 باشد ، حداقل چند یـال وجـود دارد؟           رأس ، از هر رأس به رأس دیگر ، مسیری وجود داشته            8 با   Gاگر در گراف     :تست  

  )80آزاد (
1 (6              2 (7               3 (15              4 (9    

  :حداقل یال در گراف همبند ، زمانی است که گراف درخت باشد لذا داریم  :پاسخ 

7181 =−=−= Pq   
   :Pتعداد یال های مورد نیاز برای آنکه گرافی از مرتبۀ  :یادآوری  -13
  : حتماً همبند باشد برابر است با ) الف

1
2

1
+







 −
=
P

q  

  :بتواند همبند باشد برابر است با ) ب

1−= Pq   
  : ، حداکثر مرتبه ، حالتی است که درخت رخ دهد یعنی q در گرافی همبند با اندازۀ :نتیجه 

1+= qP  
   یال کدام است؟20 با G همبند بیشترین تعداد رئوس گراف :تست  
1 (21                      2 (20                  3 (19                 4 (22  

 . صحیح است1طبق نکتۀ فوق گزینۀ  :پاسخ 
  

  : برابر است با P مجموع درجات رئوس یک درخت از مرتبۀ -14
22 −P  

  :زیرا 

( ) 22122deg
1

−=−==∑
=

PPqV
P

i
i   

،  2 رأس از درجۀ 5 رأس از درجۀ یک ، 7 ، دقیقاً یک مسیر وجود دارد ، این گراف شامل Gدو رأس گراف  بین هر :ست ت
K است ، 3 رأس از درجۀ Kکدام است؟   
1 (6                   2 (5                    3 (4                  4 (3    

این گراف همبنـد اسـت و ثانیـاً ایـن گـراف ،               یک مسیر وجود دارد لذا اولاً        دقیقاً ،   G چون بین هر دو رأس گراف         :پاسخ
  :درخت است بنابراین داریم 
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     گراف : اولفصل

 

( ) ( ) ( ) KKPV
P

i
i ++=++⇒−=∑

=

573251722deg
1

  

5222317 =⇒+=+⇒ KKK   

) میانگین درجات رئوس یک درخت از فرمول-15 )
PP

P
P
P

P
q 2222122

−=
−

=
−

  . بدست می آید=

  ندازۀ آن چیست؟ باشد ، ا98/1اگر در درختی ، میانگین درجات :تست 
1 (99                    2 (100                 3 (199                      4 (200  

  :پاسخ 

99110098/12298/12
=−=⇒=⇒=

−
⇒= PqP

P
P

P
q   

1922اگر در درختی ، :تست  =− qP باشد ، آنگاه اندازۀ این درخت برابر است با :  
1 (9                        2 (10                  3 (8                 4 (11  

  :پاسخ 

( )( )2 2

1 2q 1

P q 19 P q P q 19 2q 1 19 q 9
+

− = ⇒ − + = ⇒ + = ⇒ =�	
�	
   

} اگر دنبالۀ درجات رئوس یک درخت به صورت        -16 }Pddd ,,, 21  باشد ، تعداد درخت هایی که می توان رسم کرد از            …

)رابطۀ )
( ) ( ) ( )!1!1!1

!2

21 −−−
−

Pddd
P

…
  . بدست می آید

 باشد، با این دنباله ، چند درخـت مـی           3 ،   3 ،   2 ،   2 ،   1 ،   1 ،   1 ،   1اگر دنبالۀ درجات رئوس یک درخت ، به صورت           :تست  
  توان رسم کرد؟

1 (60              2 (120            3 (180                    4 (72  

)                     :پاسخ  ) 180
4

720
!0!0!0!0!1!1!2!2

!28
==

−   

  .احکام زیر معادلند ، یعنی هر کدام از آنها ، دیگری را نتیجه می دهد :قضیه  -17
1 (Gاست درخت .  
2 (G1 دور ندارد و+= qP.  
3 (G1 همبند است و+= qP.  
4 (Gهمبند است ولی با حذف هر یال ، نا همبند می شود .  
5 (Gدور ندارد ولی با افزودن هر یال ، دارای دور می شود .  
  . دقیقاً یک مسیر وجود داردGبین هر دو رأس ) 6
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     گراف : اولفصل

 

q P K⇒ = −
 

  .یک یال وجود دارد) یا دقیقاً( بین هر دو رأس حداقل ≡ف کامل          گرا 
  .رأس حداقل یک مسیر وجود دارددو  بین هر ≡    گراف همبند  -18

  .     بین هر دو رأس دقیقاً یک مسیر وجود دارد≡    گراف درخت       
  : جنگل

، به طوریکه هر یک از این بخش ها ، به تنهـایی             ) یعنی همبند نباشد  (فرض می کنیم گرافی از چند بخش تشکیل شده باشد           
  .  نمایش می دهیم J و آن را با  صورت این گراف را جنگل می گوییمدرخت باشند ، در این

KP درخت تشکیل شده باشد ، آنگاه این جنگلK رأس و Pاگر جنگلی از  :قضیه  KPq:  یال دارد، یعنی − −=.  

 ، در این صورت  تشکیل شده باشدKT و… ، 1T ، 2T درختK رأسی باشد که از P یک جنگل Jفرض می کنیم  :اثبات 

)طبق قضیه ای از قبل )1−= Pq در مورد هر درخت داریم :  

( )

1 1 1

2 2 2

K K K
K K K K

i i i
i 1 i 1 i 1 i 1

T q P 1
T q P 1

T q P 1

q P 1 P 1
= = = =

→ = −
→ = −

→ = −
+

= − = −∑ ∑ ∑ ∑

# # #

  

   در این گراف چیست؟ q وP درخت مجزا تشکیل شده باشد ، رابطۀ بین Kاگر گرافی از  :تست 
1(1+= qP               2(1+= Pq              3(KqP +=         4(KPq +=   

  . صحیح است3طبق قضیۀ قبل ، گزینۀ  :پاسخ 
  

   :ماتریس مجاورت یک گراف

)اگر )EVG ) که آن را بـا G باشد ، ماتریس مجاورت گراف     Pیک گراف سادۀ از مرتبۀ      =, )GA     یـا بـه اختـصار بـه A 
  :نمایش می دهیم ، به صورت زیر تعریف می شود 

 ( )
( )

i j

i j

i j

1 , V V E
V

0 , V V E

 ∈= 
∉

)و      ) i j P P
A G A V

×
 = =     

)این ماتریس ، ماتریسی است مربعی      )PP  و درایه های آن را صفر اختیار مـی کنـیم هرگـاه بـین رأس هـای سـطر و                      ×
ی قطر اصلی ، بین هر رأس و خودش ، مسیری به طول صفر تعریـف مـی                  رو(ستون آن درایه ، یالی وجود نداشته باشد         

و یک تعریف می کنیم هرگاه بین رأس های سطر و سـتون آن  ) شود و بنابراین درایه های روی قطر اصلی همگی صفرند 
  .درایه ، یال وجود داشته باشد

  ماتریس مجاورت گراف های مقابل را بنویسید؟ :مثال 
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     گراف : اولفصل

 

a b 

c d 

a b 
22

2

01
10

×

=








=→
b
a

A

ba

P)                             الف  

P 4

4 4

a b c d
a 0 1 1 1
b 1 0 1 1

A
c 1 1 0 1
d 1 1 1 0

=

×

 
 
 → =
 
 
 

  ب                                      (

   :ویژگی های ماتریس مجاورت یک گراف ساده

  .این ماتریس ، ماتریسی مربعی است) 1
  ).زیرا گراف ساده بوده و فاقد طوقه است(درایه های روی قطر اصلی ، همگی صفرند ) 2
  ).زیرا گراف ساده است و چندگانه نیست( هستند 1 و 0درایه های ماتریس فقط ) 3

TAAاین ماتریس متقارن است یعنی    ) 4 ) یا = )AA یعنی اعضای متناظر در دو طرف قطر اصلی با یکـدیگر مـساوی             =′
ه علت این موضوع آن است که رابطۀ وجود مسیر بین دو رأس ،              ، البت ) قطر اصلی نقش یک آینۀ تخت را بازی می کند         (اند  

  .یک رابطۀ هم ارزی بوده و خاصیت تقارنی دارد
 هر ماتریس که چهار ویژگی فوق را داشته باشد می تواند ماتریس مجاورت یک گراف سـاده باشـد و اگـر حـداقل                         :نکته  

  .مجاورت یک گراف ساده باشدیکی از چهار ویژگی فوق را نداشته باشد ، نمی تواند ماتریس 
 رأس ، در واقع     P به هر ماتریس با ویژگی های چهارگانۀ فوق می توان یک گراف نسبت داد ، بنابراین یک گراف با                     :نکته  

PPچیزی جز یک ماتریس    با شرایط چهارگانۀ بالا نیست ، لذا برای مطالعۀ گراف ها مـی تـوان صـرفاً مـاتریس هـای      ×

}ربعی متقارنی را مطالعه کرد که درایه های آنها از مجموعۀ          م  انتخاب می شوند و درایه های روی قطـر اصـلی آنهـا        1,0{
  . صفرند ، بنابراین نظریۀ گراف ها را می توان شاخه ای از جبر تلقی کرد

  :نکات مهم ماتریس مجاورت 
 است ، به عبارت دیگر ، ماتریس مجاورت هر گـراف از مرتبـۀ             Pراف یا همان    مرتبۀ این ماتریس ، برابر تعداد رئوس گ       ) 1
Pیک ماتریس مربعی ، PP×است .  
  . استq2تعداد کل یک ها در ماتریس مجاورت گراف ساده ، برابر تعداد یال ها یعنی) 2

  درایۀ یک وجود دارد ، اندازۀ آن کدام است؟ 44 ، اگر بدانیم 7در گرافی از مرتبۀ  :تست 
  هیچ کدام) 4             21) 3                   22) 2              44) 1

) رأسی برابر7می دانیم حداکثر تعداد یال های گرافی  :پاسخ  ) 21
2

67
2

1
=

×
=

−
=

PPqMax است ، از طرفی داریم :  
  . صحیح است 4ی  ، لذا گزینه و این امکان نداردq=22 و لذاq2=تعداد یک ها  = 44

  .جمع درایه های هر سطر یا هر ستون این ماتریس ، برابر است با درجۀ رأس مربوط به آن رأس یا آن ستون) 3
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     گراف : اولفصل

 

b 

a 

c 

  
  

   .cوb  وa ، مطلوب است درجۀ رئوس                          هرگاه :مثال 
  :پاسخ 









=
=

=+=

1deg
1deg

211deg

c
b
a

  

qPتعداد صفر های موجود در این ماتریس برابر) 4 22   . می باشد−
   در ماتریس مجاورت گراف زیر ، چند درایۀ صفر وجود دارد؟:تست 

  
  
  
1 (24              2 (36                      3 (48                  4 (18  

)                                     :پاسخ  ) 246262 22 =−=−= qPفرها تعداد ص  
و لـذا   ) درایـه هـای روی قطـر اصـلی        ( درایـۀ صـفر وجـود دارد         P ، حداقل    Pدر ماتریس مجاورت هر گراف از مرتبۀ        ) 5

)حداکثر ) PPP −〉   . وجود دارد1 درایۀ 21
اگر رأسی منفرد باشد ، درایه های سطر و ستون مربوط به آن رأس ، همگـی صـفرند ، از ایـن نکتـه بـرای تـشخیص                             ) 6
  .مبند یا نا همبند بودن گراف استفاده می شوده
  
  
  
  
  

  :ماتریس مجاورت یک گراف باشد ، آنگاه این گراف                               اگر :تست 
  
  هیچ کدام) 4               نا همبند است) 3             کامل است) 2             همبند است ) 1

  . ی آن ایزوله استC صفرند ، لذا این گراف نا همبند است ، در واقع رأس  چون درایه های یک سطر آن کلاً:پاسخ 
 :به نمودار این گراف توجه کنید 

 
  
بنـابراین  .  مـی باشـند      1 ، تمام درایه ها ، به جز درایه های قطر اصـلی ، همگـی                 PKدر ماتریس مجاورت کامل گراف    ) 7

  :یی برابر است با تعداد کل یک ها در چنین گراف ها
PP −2   

   را بنویسید؟3K ماتریس مجاورت گراف کامل:مثال 
















=→ =

0
1
1

1
0
1

1
1
0

3 AP  

a b 

c d 

a b c
a 0 1 1

A b 1 0 0
c 1 0 0

 
 =  
  

 



















=

0
0
0
1

0
0
0
0

0
0
0
1

1
0
1
0

d
c
b
a

A

dcba
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     گراف : اولفصل

 

a b 

c d 

١ 
2

3

4

5
1

2

4

1 11

22 

3 

یس  ، زیرا فقط درایه های قطر اصلی این مـاتر          P برابر است با     PKکاملگراف  تعداد کل صفر ها در ماتریس مجاورت        ) 8
  .صفرند

 r ، همواره تعداد یک ها و صفر ها در هر سطر یـا هـر سـتون برابـر     P ـ منتظم از مرتبۀ  rدر ماتریس مجاورت گراف ) 9
  .  استrP و تعداد کل یک ها برابرrاست ، به عبارت دیگر مجموع درایه های هر سطر یا هر ستون برابر 

   را رسم کنید؟4 ی ـ منتظم از مرتبه 2ماتریس مجاورت گراف  :مثال
  

                                    



















=→ =

0
1
0
1

1
0
1
0

0
1
0
1

1
0
1
0

4

d
c
b
a

A

dcba

P   

   به صورت زیر باشد ، کدام صحیح است؟G اگر ماتریس مجاورت گراف :تست 

 


















=

0
1
0
1

1
0
1
0

0
1
0
1

1
0
1
0

A   

1 (G2         .  همبند و منتظم است (Gنا همبند و منتظم است .  
3 (G4 گراف کاملK4         . است (Gهمبند است ولی منتظم نیست .  

  .گزینۀ یک صحیح است : پاسخ
  . ، ماتریس مجاورت یک گراف باشد ، آنگاه این گراف ، گراف تهی بوده استA=0اگر) 10

   :گراف برچسب دار
داده می شود ، برچسب یا وزن یک یال می تواند طول آن یا هزینۀ رفتن ) ببرچس(وزن ، در بعضی از گراف ها به یال ها 

  .از یک سر به سر دیگر آن و یا چیز های دیگری باشد که ما آن را تعریف می کنیم
  :مثال 

  
  
  

   :برچسب جادویی
 یال هاعداد متناظر ببه یال های گراف ، به طوری که مجموع ) معمولاً صحیح و مثبت(عبارت است از متناظر کردن اعدادی 

  . است4های گذرنده از هر رأس ، ثابت باشد ، در گراف زیر ، حاصل جمع اعداد متناظر به یال های گذرنده بر هر رأس ، 
  
  
 
  

بـه  (هرگاه بتوان ، به وسیلۀ محور های مختصات ، ماتریس مجاورت یک گـراف سـاده را بـه چهـار ناحیـۀ مـساوی                          ) 11
رد که همۀ درایه های نواحی فرد و یا نـواحی زوج، صـفر باشـند ، در ایـن صـورت گـراف                        چنان تقسیم ک  ) صورت بلوکی 

  .  بخش جدا از هم تشکیل شده است ، به عبارت دیگر ، گراف حتماً نا همبند است2متناظر با آن حداقل از 
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     گراف : اولفصل

 

a
b

c

a
b

c

b 

a 

c 

d

e









=

2

1

AO
OA

A  

 هرگاه ماتریس ،       :مثال  

a b c d e
a 0 1 1 0 0
b 1 0 1 0 0

A c 1 1 0 0 0
d 0 0 0 0 1
e 0 0 0 1 0

 
 
 
 =
 
 
  

ورت یک گراف ساده باشد ، آنگاه این گـراف صـد در              ماتریس مجا  

  .صد نا همبند است ، نمودار این گراف به صورت مقابل است
  
  
  
باشـد ، در ایـن      ) Gمکمـل گـراف      (G مـاتریس مجـاورت گـراف      A و G ماتریس مجاورت گـراف سـادۀ        Aهرگاه  ) 12  

AAصورت   . برابر است با ماتریس مجاورت گراف کامل+

 هرگاه:مثال 















=

001
001
110

A ماتریس مجاورت یک گراف ساده مانند G باشد مطلوب است :  

 
  .رسم گراف متناظر با آن) 1
  .رسم گراف مکمل اش) 2
  .ماتریس گراف مکمل) 3
  .تحقیق درستی نکتۀ فوق) 4
 

  : پاسخ 

                                ←Gدارنمو)           1

a b c
a 0 1 1
b 1 0 0
c 1 0 0

 
  → 
  

   

  
  
                                     ←Gنمودار)         2
  

                                                                                          ماتریس گراف مکمل)3

a b c
a 0 0 0

A b 0 0 1
c 0 1 0

 
 =  
  
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     گراف : اولفصل

 

1V  

2V  3V  

4                                     (                
0 1 1 0 0 0 0 1 1

A A 1 0 0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0

     
     + = + =     
          

  

  . می باشد3Kهمانطور که دیده می شود ، ماتریس مجموع دو گراف فوق ، ماتریس مجاورت گراف کامل
  
 

  : ، برابر است با Pس مجاورت هر درخت از مرتبۀ تعداد کل یک ها در ماتری) 13
22 −P  

=−1 و می دانیم در درخته بودq2برابردرخت زیرا تعداد کل یک ها در ماتریس مجاورت  Pqاست لذا :  
( ) 22122 −=−== PPq تعداد یک های درخت  

  : ، برابر است با Pا در ماتریس مجاورت هر درخت از مرتبۀ تعداد کل صفر ه) 14
( ) ( ) 112222 222 +−=+−=−− PPPPP   

   درایۀ صفر وجود دارد ، مرتبۀ درخت کدام است؟26 در ماتریس مجاورت یک درخت ، :تست 
1 (4          2 (6          3 (7           4 (8  

  :پاسخ 
( ) 24226222 =−⇒=+− PPPP   

( ) 6462 =⇒×=−⇒ PPP  
) باشد و    G ماتریس مجاورت گراف     A هرگاه    :قضیه -15 ) { }PVVVGV …,,  ام و   i ، آنگاه درایـۀ واقـع بـر سـطر          =21

  .G در گراف iV برابر است با درجۀ رأس2Aام ماتریسiستون
 برابر است با مجموع حاصل ضرب های درایه هـای نظیـر بـه               2A ام ماتریس  i ام و ستون   iقع در سطر   درایۀ وا  :اثبات  

 در  A ام   iه ، از مجمـوع حاصـل ضـرب سـطر          لذا این درای ـ  .  متقارن است    Aچون  ،   A ام   iدر ستون ،   Aام  iنظیر سطر 
 و لـذا بـرای      iV برابر است با درجۀ رأس     A ام   i حاصل می شود ، می دانیم تعداد یک های موجود در سطر            A ام   iسطر

111 ، عددiVdeg ، باید به اندازۀ2Aمحاسبۀ درایۀ مورد نظر از ماتریس   . را با هم جمع کنیم×=
 قضیۀ فوق بیانگر آن است که عناصر روی قطر اصلی مربع ماتریس مجاورت برابر درجۀ  رئـوس متنـاظر گـراف                   :تذکر  

  . یعنی اندازۀ گراف استq2است و مجموع عناصر قطر اصلی آن برابر
  : گراف مقابل را در نظر بگیرید :مثال 

  
  
  

  :داریم 









=
=
=

1deg
1deg
2deg

3

2

1

V
V
V

   

  
  : ماتریس مجاورت این گراف عبارت است از 

a 

b c 
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     گراف : اولفصل

 

a  b 

d   c 
















=

001
001
110

3

2

1

321

V
V
V

A

VVV

   

  
















=
















×
















=⇒

110
110
002

001
001
110

001
001
110

2A   

 








=
=
=

⇒
1deg
1deg
2deg

3

2

1

V
V
V

   ⇒1 ، 1 ، 2 عبارتند از 2A درایه های روی قطر اصلی ماتریس

  
  : ماتریس مجاورت این گراف باشد آنگاه داریم Aبوده و  به صورت                      هرگاه نمودار یک گراف :مثال 



















=

3
2

2
3

2

"
"
"

"

"
"

"
"

"

"
"
"

d
c
b
a

A

dcba

   

  . می باشندa ،b،  c ،d    که به ترتیب درجۀ رئوس3 ، 2 ، 2 ،3 عبارتند از 2Aیعنی درایه های روی قطر اصلی
 

 باشد ، در این صورت طبق قضیۀ قبل هر درایـۀ واقـع بـر قطـر اصـلی      PK ، ماتریس مجاورت گراف کامل  Aهرگاه  ) 16
P ، برابر2Aماتریس Pوده ، ضمناً سایر درایه ها برابر ب−1   : داریم PK می باشد ، یعنی در گراف کامل−2

   

  























−−−−

−−−−
−−−−
−−−−

=

1222

2122
2212
2221

2

PPPP

PPPP
PPPP
PPPP

A

…
#####

"
"
"

     

  :بر است  ، همواره براPK از گراف2Aمجموع درایه های هر سطر یا هر ستون ماتریس) 17
( )21−P   

 P−2 اسـت برابـر  P−1کـه تعدادشـان برابـر   ( و بقیـۀ درایـه هـا     P−1 درایه برابـر   1 در هر سطر یا هر ستون        :زیرا  
  :لذا ) باشند می

  
( ) ( )( ) ( )( )2112111 −+−=−−+−= PPPPP2 هر ستون  مجموع درایه های هر سطر یاA  

                     2)1()1)(1( −=−−= PPP                 
   چیست؟10K از گراف2A مجموع تمام درایه های ماتریس:تست 

1 (720                   2 (810             3 (900                     4 (1000  
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     گراف : اولفصل

 

1010 ، ماتریــسی2A واضــح اســت کــه مــاتریس :اســخ پ ــه هــای هــر ســطر آن   × ــه طوریکــه مجمــوع درای  اســت ب
)برابر ) 811 2 =−P  است چون P برابـر  2Aسطر دارد لذا مجموع تمام درایـه هـای مـاتریس           10است ، بنابراین     =10

  :است با 
8108110 =×  

 
  . به صورت زیر باشد2A ماتریس مجاورت یک گراف ساده بوده وA هرگاه :تست 



















=

3222
2322
2232
2223

2A   

  نوع گراف کدام است؟
  همۀ موارد) 4                     بازه ای ) 3              همیلتنی          ) 2                   کامل) 1

بنابراین ایـن گـراف ،      .  می باشد    4K ی فوق ، مربوط به گراف      2A با توجه به نکتۀ قبل ، واضح است که ماتریس           :پاسخ
  .است صحیح 4گراف کامل بوده و می دانیم هر گراف کامل ، هم همیلتنی بوده و هم بازه ای لذا ، گزینۀ 

 2A باشد ، در این صورت ، مجموع درایه های روی قطر اصـلی مـاتریس               G ماتریس مجاورت گراف سادۀ      Aهرگاه  ) 18
)                 : و در حالت خاص در گراف کامل این مجموع برابر است با q2برابر است با )1−PP   

22                                          :خت این مجموع برابر است با و در در −P   
   کدام است؟2A باشد ، مجموع درایه های روی قطر اصلی9K ، ماتریس مجاورت گرافAاگر  :تست 

1 (36              2 (72                       3 (64                      4 (38  
)          :پاسخ  ) 72891 =×=−PP   
  : باشد و داشته باشیم q و اندازۀ P از مرتبۀ G ماتریس مجاورت گراف سادۀ A اگر :تست 



















=

1111
1201
1021
1113

2A   

P q+کدام است؟   
1 (6               2 (8               3 (7               4 (9  

  : ، درجۀ رئوس گراف می باشند لذا2Aیه های روی قطر اصلی ا و چون درP=4 است لذا×44چون ماتریس  :پاسخ  
4

i
i 1

deg v 3 2 2 1 8 2q q 4 P q 8
=

= + + + = = ⇒ = ⇒ + =∑   
  : ماتریس مجاورت یک درخت باشد و داشته باشیم A هرگاه :تست 

44
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




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


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"""
"""
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  ام است؟ کدxمقدار 
1 (1              2 (2               3 (3               4 (4  
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     گراف : اولفصل

 

a b 

d   c 

( ) 3242322111 =⇒−=+⇒−=+++= xxPxمجموع درایه های روی قطر اصلی  
   :ماتریس مجاورت گراف جهت دار

) گرافی جهت دار باشد ، ماتریس مجاورت آن را با          Gاگر   )GA      یا به اختصار با A           نمایش داده و آن را به صـورت زیـر 
  : می کنیم تعریف

 ( )i j
i j

1 , v v E
v

0 ,

 ∈= 


JJJJG
)    و  ) i j P PA G A [ v ] ×= =  

)این ماتریس ، ماتریسی است مربعی      )P P×                      و درایه های آن صفر یا یک می باشـند ، در واقـع هرگـاه یـال جهـت داری 
i باشد ، درایۀ  jV به iV آن از   وصل کند و جهت    jV را به رأس   iVرأس jV و در غیر این صورت برابر صـفر  1 برابر 
  .است
   ماتریس مجاورت گراف جهت دار مقابل را بنویسید؟:مثال 

                                         

a b c d
a 1 1 0 1
b 1 0 1 1
c 0 1 1 1
d 0 0 0 0

 
 
 ⇒
 
 
 

      

  
   :ویژگی های ماتریس مجاورت گراف جهت دار

  .این ماتریس ، ماتریسی مربعی است) 1
  . است1هر درایۀ ماتریس ، صفر یا ) 2
و ) out deg a( خـارج شـده   a ، برابر تعداد یال هـای جهـت داری اسـت کـه از رأس     aتعداد یک های موجود در سطر ) 3

  ).in deg a( وارد شده aل های جهت داری است که به رأس  ، برابر تعداد یاaتعداد یک های موجود در ستون 
دقت داشته باشید که هـر طوقـه نیـز یـک     ( است qتعداد یک های موجود در ماتریس ، برابر تعداد یال های گراف یعنی         ) 4

  ).یال محسوب می شود
qPهای موجود در ماتریس برابر 0تعداد ) 5   . می باشد2−

  ماتریس مجاورت گراف رو به رو ، چند درایۀ صفر وجود دارد؟ در :تست 
  
  
  
1 (8          2 (7           3 (10          4 (6  

  :پاسخ 
88422 =−=− qP  

  
 

 

)درغیر این صورت(
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   نظریه اعداد :دومفصل

   اعداد ی هنظری
) بخشی از علم ریاضی است که بیشتر به خواص اعداد طبیعی {1, )   و اعداد صحیح نسبی`=({...,2,3 {..., 2, 1,0,1,2,...})= − −] 

  .پردازد می    
) کوچکتر یا مساوی بودن ی هم رابطدانی می        ترتیب است در واقع دارای سه شرط ی هک رابطی ه روی این مجموع≥(

a                                          )     انعکاسی(بازتابی )1 : a a∀ ∈ ≤]  
a,b                                  )  ضد تقارنی(د تقارنی ا پ)2 : a b,b a a b∀ ∈ ≤ ≤ → =]  
a,b,c                                  )تراگذاری یا تعدی(ترایایی ) 3 : a b,b c a c∀ ∈ ≤ ≤ ⇒ ≤]   

  :توان اعداد صحیح را به شکل زیر مرتب نمود  می     این رابطهی هاست، بوسیل
... (n 1) n ... 2 1 0 1 2 ... n n 1 ...≤ − + ≤ − ≤ ≤ − ≤ − ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ + ≤  

   مرتب ی همجموع
 یک Rبه عبارت دیگر اگر ،گوئیم می     مرتبی ه، یک مجموع ترتیب تعریف شده باشدی ههر مجموعه را که در آن یک رابط

,A) باشد آنگاه زوج A ی ه ترتیب روی مجموعی هرابط R)گوئیم، به عنوان مثال  می     مرتبی ه را یک مجموع( , ), ( , )≤ ≤] ` 
  .باشند می    یی مرتبها مجموعه

  :  یک مجموعه )max(ضو انتهای  و ع)min(تعریف عضو ابتدا 
به کوچکترین عضو یک مجموعه در صورت وجود، عضو ابتدا و به بزرگترین عضو یک مجموعه در صورت وجود، عضو 

  .گوئیم می    انتهای آن مجموعه
  ی زیر را، در صورت وجود مشخص کنید؟ها و انتهای مجموعه عضو ابتدا: مثال 

{ }

{ }

{ }

[ )

1)A 5, 2, 7 , 9,10

2) 1, 2, 3, ...

3) ..., 2, 1, 0,1, 2, ...

4)B 6,10


= − − → 



= → 



= − − → 



= → 


`

]

  
  : ترتیبی   خوشاصل

  ) دارای کوچکترین عضو است. (از اعداد طبیعی، دارای عضو ابتدا است) ناتهی(هر زیر مجموعۀ غیر خالی 
  : ترتیب   خوشی همجموع
   غیر خالی از آن، دارای عضو ابتدا باشد ی هرا خوشترتیب گوئیم که هر زیر مجموعای  همجموع

)اد طبیعی  اعدی ه بنابر اصل خوشترتیبی، مجموع:نکته    [ خوشترتیب است، در صورتی که ی ه یک مجموع`(
A ی هخوشترتیب نیست، زیرا مجموع {..., 2, 1,0}= − از آن است که عضو ابتدا ندارد، به همین ترتیب ای  ه ، زیر مجموع−

] ی همجموع B ی ه نیز خوشترتیب نیست زیرا مجموع2,5[ از آن است که عضو ابتدا ندارد، یادتان ای  ه ، زیر مجموع=(2,3)
) اعداد حقیقی ی هنرود که مجموع   .رتیب نیست باشد خوشت[ نیز خوشترتیب نیست، به طور کلی هر مجموعه که شامل \(

  .  متناهی خوشترتیب استی ه هر مجموع:نکته  

  عضو ابتدا= ندارد 

  عضو انتها= ندارد 

  عضو ابتدا = 6

  عضو انتها= ندارد

   عضو ابتدا =1

  عضو انتها= ندارد 

  عضو ابتدا = 5-

  عضو انتها = 10
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    نظریه اعداد :دومفصل

   زیر خوشترتیب است؟ ی هکدام مجموع: تست 
x})2           اعداد گویای مثبت               ی همجموع) 1 : x )∈ − ∈] `  
x})4                       رقمی اعداد اول سه ی همجموع) 3 : x 4}∈ ≤]  

  . صحیح است3 فوق گزینه ی هبق نکتط: پاسخ 
Aفرض کنید : نکته  B⊂ آنگاه   
  . نیز خوشترتیب استA خوشترتیب باشد، Bاگر ) الف
  . نیز خوشترتیب نیستB خوشترتیب نباشد، Aاگر ) ب

A خوشترتیب باشد، آنگاه B اگر :نکته   B,A B∪   . نیز خوشترتیب هستند∩
  : یک مجموعه ) بند پائین ( کران پائین 

A∋عدد  A ی ه را یک کران پائین مجموع\ ⊆   : ، کوچکتر یا مساوی باشد یعنی  A از همۀ اعضایA گوئیم، هرگاه \
 a A : a∀ ∈ ≤A  

 باشد، هر عدد حقیقی کوچکتر A ی ه یک کران پائین مجموعA باشد یا نباشد، ضمناً اگر Aتواند عضو  می    A است که ضحوا
  . خواهد بودA ی ه نیز، یک کران پائین مجموعAاز 

  : یک مجموعه ) بند بالای(کران بالای 
A ی ه را یک کران بالای مجموع\∋uد عد ⊆  :  بزرگتر یا مساوی باشد یعنی A اعضای ی هاز همuگوئیم، هرگاه \

    a A : u a∀ ∈ ≥  
 باشد، هر عدد حقیقی بزرگتر A ی هع یک کران بالای مجمو u باشد یا نباشد، ضمناً اگرAتواند عضو  می     نیزuواضح است که 

  . خواهد بود Aی ه نیز، یک کران بالای مجموعuاز 
Aی هبرای مجموع: مثال  { 2,3,7,20}= حقیقی  و هر عدد 20 و هر عدد حقیقی کوچکتر از آن یک کران پائین و عدد2-عدد−

  .باشند می     Aبزرگتر از آن، یک کران بالای 
   مهم ی چند نکته

   باشد یا نباشد، همین طور در مورد کران بالا A ، ممکن است عضو  Aکران پائین هر مجموعه مانند) 1
ندارد یا اگر داشته باشد بی شمار کران پائین ) کران بالا( ، یا کران پائین A دلخواه از اعداد طبیعی مانند ی ههر زیر مجموع) 2

  .دارد) کران بالا(
ر صورت وجود، بزرگترین کران پائین آن نیز هست و عضو انتهای یک مجموعه نیز در عضو ابتدای یک مجموعه د) 3

  .صورت وجود، کوچکترین کران بالای آن است
گویند، توجه داشته  می    فیمم و کوچکترین کران بالای آنرا، سوپریمم آن مجموعهنبزرگترین کران پائین یک مجموعه را ای) 4

 مجموعه ممکن است عضو آن مجموعه باشند یا نباشند، البته اگر باشند، در این صورت فیمم و سوپریمم یکنباشید که ای
  . خواهد بود max و سوپریمم ، همان عضو انتها یا Minفیمم ، همان عضو ابتدا یانای

  .عضو ابتدا و انتهای هر مجموعه در صورت وجود منحصر به فردند) 5
  ) از پائین محدود است(گوئیم از پائین کراندار است  می    ه باشد، حداقل یک کران پائین داشتای هاگر مجموع) 6
  ) از بالا محدود است( گوئیم از بالا کراندار است  می    حداقل یک کران بالا داشته باشد،ای  هاگر مجموع) 7
  ) محدود است(ست گوئیم کراندار ا می    حداقل یک کران بالا و حداقل یک کران پائین داشته باشد،ای  هاگر مجموع) 8
 کراندار نباشد، عضو انتها بالااز ای  هاز پائین کراندار نباشد، عضو ابتدا ندارد، به همین ترتیب اگر مجموعای  هاگر مجموع) 9

  .   ندارد
  . غیر خالی از اعداد صحیح که کراندار از پائین باشد، دارای عضو ابتداستی ههر زیر مجموع: قضیه 
رت بنابر تعریف کران  یک کران پائین آن باشد، در این صو[∋aو[غیر خالی ازای  ه زیر مجموعSیم کن می    فرض: برهان 
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   نظریه اعداد :دومفصل

s: پائین داریم S: s a∀ ∈ s: شود  میاست، لذا بلافاصله نتیجه[، با توجه به اینکه بحث ما در≤ a 1> s و یا − (a 1) 0− − > ،
sیعنی  (a 1)−   :کنیم می     را چنین تعریفT ی ه مقداری مثبت و طبیعی است، حال مجموع−

T {t t s (a 1),s S}= = − −  غیر خالی است پس Sن چو( اعداد طبیعی استغیر خالی ازای  ه زیر مجموعTاست که   واضح∋
Tبنابراین طبق اصل خوشترتیبی، ) نیز غیر خالی است ،T 0 دارای عضوی ابتدا مانندt T∈0چون .  استt T∈ است، پس 

0 : وجود دارد به طوریکهS ای در T ،soطبق تعریف  0t s (a 1)= −   :  است لذا Tدای  عضو ابتt0 و چون −

                                              
0

0

0

0

t T : t t
s (a 1) s (a 1)
s s

s S : s s

∀ ∈ ≤
− − ≤ − −
≤

∀ ∈ ≤

  

  . است و حکم ثابت استS ی ه عضو ابتدای مجموعs0این بدان معناست که 
  . غیر خالی از اعداد صحیح که از بالا کراندار باشد، دارای عضو انتهاستی ههر زیر مجموع: قضیه 

 یک کران بالای آن باشد، در این [∋a و [غیر خالی ازای  ه زیر مجموعSکنیم  می     قبل، فرضی همشابه قضی: برهان 
s                                       :  صورت بنابر تعریف کران بالا داریم  S : s a∀ ∈ ≤  

a)               :  است، لذا بلافاصله نتیجه میشود [با توجه به اینکه بحث ما در  1) s 0 s a 1+ − > < +  
a)یعنی  1) s+ }     : کنیم  می     را چنین تعریفK ی ه مقداری مثبت و طبیعی است، حال مجموع− }K k k (a 1) s,s S= = + − ∈  

،بنابراین طبق ) نیز غیرخالی استK غیر خالی است پسSچون(لی ازاعدادطبیعی استغیرخاای  ه زیرمجموعKواضح است که
0k دارای عضوی ابتدا مانند Kاصل خوشترتیبی، K∈0 است،چونk K∈ است پس طبق تعریفK،  s0 ای درS وجود دارد 

0به طوریکه  0k (a 1) s= +    است، لذا  K عضو ابتدایk0ن  ، چو−
0

0

0

0

k k : k k
(a 1) s (a 1) s

s s
s S : s s

∀ ∈ ≤
+ − ≤ + −

− ≤ −
∀ ∈ ≥

 

  . است و حکم ثابت استS ی ه عضو انتهای مجموعs0این بدان معناست که 
  اصل استقراء ریاضی ضعیف

هر عضو آن نیز عضوش باشد، با ) عدد بعدی( متعلق به آن بوده و تالی 1هر زیر مجموعه از اعداد طبیعی که عدد ای بر
  :  بوده و دارای دو خاصیت زیر باشد `از ای  ه زیرمجموعSاد طبیعی برابر است، به بیان دیگر، هرگاه  اعدی همجموع
1) الف S∈  
k هر dبرا) ب S∈ داشته باشیم ،  :(k 1) S+ ∈  

Sآنگاه  =`   
کی را اصل گرفت ی هتوان به دلخوا می    توان ثابت کرد، اصل خوشترتیبی و اصل استقراء ریاضی معادلند، یعنی می    :تذکر  

و به کمکش دیگری را ثابت کرد، در اینجا ما، اصل خوشترتیبی را به عنوان اصل فرض کرده، به ) فرض کرد که درست است(
  .کنیم می    ی را به عنوان یک قضیه ثابتکمکش اصل استقراء ریاض

  را ثابت کنید؟) اصل بالا را(با استفاده از اصل خوشترتیبی، اصل استقراء ریاضی : قضیه 
S نیستند یعنی S اعداد طبیعی باشند که متعلق به ی ه همی همجموع ) Sمتمم  (′Sکنیم  می    فرض: اثبات  S′ =  ، برای اثبات `−

′S: ، کافی است ثابت کنیم )` با Sمساوی بودن (حکم  = φکنیم، لذا  می     ، برای اثبات این مطلب از روش برهان خلف استفاده
′Sکنیم  می    فرض ≠ φ  چون باشد ،S′ ⊆ غیر خالی از اعداد طبیعی است و بنابراین طبق اصل ای  ه زیر مجموع′S بوده، لذا `

  و یا

 :در نتیجه داریم
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    نظریه اعداد :دومفصل

1، ) فرض الفق دارد، چون طبn0 عضوی ابتدا مانند ′Sخوشترتیبی،  S∈ 1 لذا S′∉ 0 ، بنابراینn  n0-1است، در نتیجه  1<
بنابراین ) بوده است′S عضو ابتدای n0 کوچکتر است و n0 از n0-1چرا که ( باشد ′Sتواند عضو  نمیعددی است طبیعی که 

0n 1 S− n)0: داریم ) ب(ق فرض  و از آنجا طب∋ 1) 1 S− + 0n یا ∋ S∈ 0 که این امکان ندارد، زیراn S′∈ بوده است، پس 
Sیعنی ، فرض خلف باطل و حکم ثابت است  = `   

  : گزاره نمای استقرائی یا حکم استقرائی 
گوئیم، مثالهای زیر، گزاره نمای  می     بستگی داشته باشد، گزاره نمای استقرائیn را که به عدد طبیعی p(n) یا pn گزاره نمای

  : استقرائی هستند 

nx x
a a

n

n(n 1)p(n) :1 2 3 ... (n 1) n
2

p(n) : log n log :, (x 0,a 0,a 1)

p(n) : (1 2) 1 2n

+
+ + + + − + =

= > > ≠

+ ≥ +

  

  :  استقراء ریاضی ضعیف ی هصورت دیگر قضی
  : یعی باشد و در شرایط زیر صدق کند  اعداد طبی ه یک گزاره نمای استقرائی در مجموعp(n)کنیم  می    فرض
  . درست باشدp(1)) الف
  . نیز درست باشدp(k+1) درست باشد ، آنگاه p(k)اگر ) ب

  . درست است n ، برای هر عدد طبیعی p(n)در این صورت 
گوئیم، دقت کنید  می     را حکم استقراp(k+1) را فرض استقراء و p(k) را شروع استقراء یا ابتدای استقراء، p(1)در این قضیه، 
  .گذاریم می    p(k) ، k+1 در k ، به جای p(k+1)که برای نوشتن 

  : با استفاده از اصل استقراء ریاضی ثابت کنید : مثال 
p(n) : 2 4 6 ... 2n n(n 1) , ( n )
p(1) : 2 1(1 1) 2 2
p(k) : 2 4 6 ... 2k k(k 1)
p(k 1) : 2 4 6 ... 2k 2(k 1) (k 1)(k 2)

+ + + + = + ∀ ∈
= + ⇒ =
+ + + + = +

+ + + + + + + = + +

`

  

   :کنیم، در این صورت داریم  می     را اضافه(k+1)2برای اثبات حکم استقراء به طرفین فرض استقرا عبارت 
 2 4 6 ... 2k 2(k 1) k(k 1) 2(k 1) (k 1)(k 2)+ + + + + + = + + + = + +  

  ) درست است. ( برقرار استn∈N ، به ازاء هر p(n)لذا طبق اصل استقراء ریاضی، 
 . باید حتماً بررسی شودp(1) در اثبات به روش استقراء ریاضی، درستی :نکته  

  : با استفاده از استقراء ثابت کنید : مثال 
  

k)2 ی هاستقرا، جملبه طرفین فرض    : کنیم، در این صورت داریم  می     را اضافه+(1

3
2 2 2 2 2

2

3
2 2 2 2

3
2 2 2 2 2

a
b

np(n) :1 2 3 ... n n ,( n )
3

1 1p(1) :1 1 1 1
3 3

kp(k) :1 2 ... k k
3

(k 1)p(k 1) :1 2 ... k (k 1) (k 1)
3

+ + + + < + ∀ ∈

< + ⇒ < +

+ + + < +

+
+ + + + + + < + +

`

�����	����
 ���	��
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   نظریه اعداد :دومفصل

)1  (
3

2 2 2 2 2 2

a
c

k1 2 ... k (k 1) k (k 1)
3

+ + + + + < + + +�����	����
 ���	��

  

c:  ، کافی است ثابت کنیم a<bاکنون برای اثبات حکم استقراء یعنی نامساوی  b≤   
  : زیرا 

                      

a c
a b

c b

 < ⇒ <
 ≤  

  :لذا داریم 

 

3 3
2 2 2

3 3 2
2

3 2 3 2

k (k 1)k (k 1) (k 1)
3 3

k k 3k 3k 1k
3 3

3 k 3k k 3k 3k 1

+
+ + + < + +

+ + +
+ <

× + < + + +JJG  
3k                                              : و این نامساوی بدیهی است زیرا 1 0+ >  

  . برقرار استn∈N به ازاء هرp(n)،  لذا طبق اصل استقراء ریاضی
 شروع شود، به اصل … یا 3 یا 2شود، ممکن است از  شروع 1در برخی از مسائل استقراء به جای اینکه ابتدای استقرا از 

  : زیر توجه کنید 
  : اصل استقراء ریاضی تعمیم یافته 

  :  یک گزاره نمای استقرائی باشد، به طوریکه در دو شرط زیر صدق کند p(n)هرگاه 
   درست باشدp(m) وجود داشته باشد به طوریکه m>1عددی طبیعی مانند ) الف
kطبیعی به ازاء هر عدد ) ب m≥ اگر ، p(k) درست باشد، آنگاه p(k+1)نیز درست باشد   

n ، برای تمام اعداد طبیعی p(n)در این صورت  m≥برقرار است .  
 : با استفاده از اصل استقراء ریاضی تعمیم یافته، ثابت کنید : مثال 

np(n) : 2 n!
p(1) : 2 1
p(2) : 4 2
p(3) :8 6
p(4) :16 24

<
<
<
<
<  

kکنیم که حکم به ازاء  می     است، اکنون فرضm=4لذا    . نیز برقرار استk+1کنیم به ازاء  می     برقرار باشد، ثابت≤4
k

k 1

p (k ) : 2 k !
p(k 1) : 2 (k 1)!+

<

+ < +  
    : کنیم، در این صورت داریم  می     ضرب2برای اثبات حکم استقراء، طرفین فرض استقرا را در 

k

k 1

2 2 2 k!
2 2(k!)+

× < ×

<  
   : اکنون کافی است ثابت کنیم 

  داریم) 1(طبق 

  اگر ثابت کنیم

  برقرار نیست
  

  برقرار نیست
  

  برقرار نیست
  

  ستابرقرار 
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    نظریه اعداد :دومفصل

  

2(k!) (k 1)!
2(k!) (k 1)k!

k! 2 k 1

< +
< +

÷ < +JJJG  
kنامساوی به ازاء اما این nریاضی تعمیم یافته حکم به ازاء هربدیهی است، لذا طبق اصل استقراء≤4   .برقرار است≤4
kهرگاه : تست  : k S k 1 S,4 S,S∀ ∈ ∈ ⇒ + ∈ ∈ ⊆N N آنگاه ،  : 

1 (S = `                       2 (10 S∉  
3 (S4   است 4 اعداد طبیعی بزرگتر یا مساوی ی ه مجموع (Sاست3 اعداد طبیعی بزرگتر یا مساوی ی ه مجموع .  

  .حیح است ص3طبق اصل استقراء ریاضی تعمیم یافته، گزینه : پاسخ 
  : اصل استقراء قوی ریاضی 

  . برابر است` ی ه که دارای دو خاصیت زیر باشد، با مجموع` از Sهر زیر مجموعه 
1) الف S∈   
n باشند، آنگاه S ، در nاگر تمام اعداد طبیعی کوچکتر از ) ب S∈،   

   باشند S ، عضو nکه تمام اعداد طبیعی کوچکتر از خواهد بود  S به شرطی عضو nبه عبارت دیگر، عدد 
  . و در نتیجه با اصل خوشترتیبی معادل است)قراء ضعیفاست(قوی ریاضی با اصل استقراء ریاضی اصل استقراء:نکته 

  صورت دیگر اصل استقرای قوی ریاضی 
  :  بوده و داشته باشیم n گزاره نمایی استقرایی راجع به عدد طبیعی p(n)هرگاه 

  . درست باشدp(1)) الف
  .ست باشد نیز درp(n) درست باشد، آنگاه n اعداد طبیعی کمتر از ی ه به ازاء همp(n)هرگاه ) ب

  . درست استn به ازاء هر عدد طبیعی p(n)در این صورت 
  :  لوکا ی هدنبال

دنبالۀ بازگشتی
1

2

n n 1 n 2

L 1
L 3
L L L ,(n 3)− −

=
 =
 = + ≥

  : اول این دنباله عبارتند ازی هگویند، چند جمل می     لوکای هرا دنبال

 1,3,4,7,11,18,29,47,...   
  : کند  می     زیر صدقی ه بازگشتی لوکا در رابطی هی، ثابت کنید هر عدد از دنبالبا استفاده از اصل استقرای قوی ریاض: مثال 

                                           
n

n

1

2

7p(n) : L ( )
4

7 7p(1) : L 1
4 4
49 49p(2) : L 3
16 16

<

< ⇒ <

< ⇒ < =

  

3کنیم به ازاء هر می    حال فرض k n k≤   . نیز درست استnخودحکم به ازاء  کنیم می    ثابت، حکم برقرار باشداست>

n                                   :   لذا داریم n-1<nطبق فرض چون  1
n 1

7(1) L ( )
4

−
− <  

n                            :  لذا داریم n-2<nهمچنین طبق فرض چون  2
n 2

7(2) L ( )
4

−
− <  

                                     :داریم )  2(و)1(از جمع روابط 
n

n 1 n 2
n 1 n 2

L

7 7L L ( ) ( )
4 4

− −
− −+ < +��	�
  

 که
      /3خورده ای
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   نظریه اعداد :دومفصل

n 2 n 2 2 n
n

n
n

7 7 7 7 7L ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
4 4 4 4 4
7L ( )
4

− −< + < <

<
  

  .برقرار است n بنابراین با استفاده از اصل استقرای قوی ریاضی، حکم به ازاء هر عدد طبیعی

27توجه داشته باشید که نامساوی  71 ( )
4 4
+   .  بدیهی است>

  :ی بازگشتی زیر را در نظر بگیرید  دنباله: مثال 
1

2

n n 1 n 2

t 2
t 4
t t 2t− −

=
 =
 = +  

n:  ثابت کنید 
nt 2=    

  : کنیم  می    از اصل استقرای قوی ریاضی استفاده: اثبات 
n

n

1

2

p ( n ) : t 2
p (1 ) : t 2
p ( 2 ) : t 4

=
=
=

  

3 که kکنیم حکم به ازاء هر  می    اکنون فرض k n≤   .    نیز درست است nکم به ازاءکنیم ح می     برقرار باشد، ثابت>
  : طبق فرض استقرا داریم 

n 1 n 1
n 1 n 1

n 2 n 1
n 2 n 2

n 1 n 1
n 1 n 2

n 1 n n
n n

n 1 n t 2 t 2

n 2 n t 2 2 2t 2

t 2t 2 2

t 2(2 ) 2 t 2

− −
− −

− −
− −

− −
− −

−

 − < ⇒ = ⇒ = 
 

− < ⇒ = × =  

+ = +

= = ⇒ =

JJG

��	�
  

  . درست است nبنابراین بنابر اصل استقرای قوی ریاضی، حکم به ازاء هر عدد طبیعی

0 بطوریکه r و n برای اعداد طبیعی: مثال  r n≤ n ثابت کنید ترکیب ≥
r
 
 
 

  . همواره عددی است طبیعی

   . کنیم می     استفاده nاز اصل استقرای قوی ریاضی بر روی: اثبات 
n

p(n) :
r

1
p(1) :

r

 
∈ 

 
 

∈ 
 

`

N
  

0چون  r 1≤     :  اما r = 1 یا r = 0:  لذا باید داشته باشیم >
1

1
0

1
1

1

 
= ∈ 

 

  = ∈  

`

`

  

k برقرار باشد یعنی k < nحکم برای هر کنیم  می    اکنون فرض
r
 

∈ 
 

   : نیز درست است یعنی  nکنیم حکم به ازاء می     ، ثابت`

+  
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    نظریه اعداد :دومفصل

n
r

 
 
 

∈ `    

  : با استفاده از فرض داریم 

( )n
r

n 1
r n 1 n 1

n 1 n
r 1 rn 1

r 1 ∈

 − 
∈  − −    − < ⇒ ⇒ + ∈    −−      ∈  −  `

`
`

���	��
`

  

  .بیعی برقرار استلذا طبق اصل استقرای قوی ریاضی، حکم به ازاء تمام اعداد ط
  )قانون پاسکال: (یادآوری 

n n n 1 1
r 1 r r
↓ ↓

     +  + + = =        −        
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  بالایی
           

         بزرگه      
  کوچیکه    بزرگه                                    
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   نظریه اعداد :دومفصل

  نمونه مسائل استقراء ریاضی 
 : ثابت کنید ) ضعیف، تعمیم یافته و قوی( با استفاده از استقرای 

2

2 2 2 2

2
3 3 3 3

3 2

1 2 n 1 2 n i
n

3 n

n n 1

1)1 3 5 7 ... (2n 1) n
n(n 1)(2n 1)2)1 2 3 ... n

6
n(n 1)3)1 2 3 ... n

2
n n n4) n :
3 2 6

5)(1 a )(1 a )...(1 a ) 1 a a ... a , ( 1 a 0 ,

6)(1 a) 1 na , (a 1)
7)n 3 , (n 4)
8)(x ) nx

9

−

+ + + + + − =
+ +

+ + + + =

+ + + + + =  
 

∀ ∈ + + ∈

+ + + ≥ + + + + − ≤ ≤

+ ≥ + ≥ −

< ≥

′ =

` `

r

2

2 n

3

3 2

n(n 3)) :
2

10)1 1! 2 2! ... n(n!) (n 1)!
n n11) , (r 2)
r r!
1 1 112) ... 1

n 1 n 2 3n 1
13)(1 2) (2 5) ... n(3n 1) n (n 1)
14)(n!) n , (n 1)

115)1 2 3 ... n (2n 1)
8

4n 9n 5n16)1 3 2 5 3 7 ... n(2n 1)
6

17)

−

× + × + + = +

 
≤ ≥ 

 

+ + + >
+ + +
× + × + + − = +

≥ >

+ + + + < +

+ +
× + × + × + + + =

n

n (n 1)
2

n

n n
n

n 1n! ( )
2

18)2 n!
19)1 3 5 ... (2n 1) n

x y x y20)( ) , (x, y , x y 0, n )
2 2

+

+
<

>

× × × × − ≤

+ +
≤ ∈ + ≥ ∈`R

  
n

2

1 1 1 n21)1 ... , (n 3)
3 7 2 1 2

n(5n 3)22)4 9 14 ... (5n 1)
2

1 1 1 1 n23) ...
1 4 4 7 7 10 (3n 2)(3n 2) 3n 1

1 1 1 124)1 ... 2
4 9 n n

+ + + + < ≥
−

+
+ + + + − =

+ + + + =
× × × − + +

+ + + + ≤ −
  

2 2 2

1 1 1 n25)1 ... 2( )
2 3 n n 1

+ + + + <
+

  

   ضلعی محدب برابر است با nتعداد اقطار هر 

 )ai قیقی هستند ها اعدادی ح  
  برنولی نامساوی
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    نظریه اعداد :دومفصل

2 2 2
1 1 1 226) ... 2

2 1 3 1 n 1 n
+ + + < −

− − −
  

2

n

n 1 n 1

n

n

i 1
n 1 n

n

3n n27)2 5 8 ... (3n 1)
2

1 1 1 1 n28) ...
1 3 3 5 5 7 (2n 1)(2n 1) 2n 1

1 1 1 n 429) ...
5 6 6 7 n(n 1) 5(n 1)

3 5 7 2n 1 3(2 1) 2n30)1 ...
2 4 8 2 2

31)2 1 n
132) n
i

33)n (n 1) , (n 3)
n

34)(a b)
k

− −

=

+

+
+ + + + − =

+ + + + =
× × × − + +

−
+ + + =

× × + +

− − −
+ + + + + =

≥ +

>

> + >

 
+ = 

 

∑

n
n k k

k 0

n n

n
(n)

n 1

(n) n

2

a b , (n )

35)0 a b a b
n 1sin x

236)sin x sin 2x sin 3x ... sin nx sin nxxsin
2

sin 2n37)cos cos3 ... cos(2n 1)
2sin

1 ( 1) n!38)f (x) f (x)
x x

n39)f (x) sin ax f (x) a sin(ax )
2

x40)f (x) f
1 x

−

=

+

∈

< < ⇒ <
+

+ + + + =

α
α + α + + − α =

α
−

= ⇒ =

π
= ⇒ = +

= ⇒
+

∑ `

n n n 12

x(x) , (f fof )
1 nx

−= =
+

  

n b n 1 n 1

n
n

n n n 1

n n

41)a b a b ab ,(a,b 0,n ,n 1)
n42)a (a d) (a 2d) ... (a (n 1)d) (2a (n 1)d)
2

b 143)f (x) bx a f (x) a b x ,(b 1, f fof )
b 1

44)n 5k 7L

45)a b a b

− −

−

+ > + > ∈ >

+ + + + + + + − = + −

−
= + ⇒ = + ≠ =

−
= −

⇒

`

  

2n

3 3 3

46)8 5 1

47)9 n (n 1) (n 2)

−

+ + + +
  

  : وجود دارند به طوریکهl و k ، دو عدد طبیعی مانند nبه ازاء هر عدد طبیعی 

   ،)امnی  یعنی مشتق مرتبه f (n)منظور از (

2f fof
↓
=   مثلاً
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   نظریه اعداد :دومفصل

  
2n

n 1 2n 1

m m
n n

73
2n 1 n 2

17
8n 4 2n 1

n
n

n n

1 0 0 1
n n n 1

0 1 0 0

48)9 2 15n 1

49)133 11 12

50)a b a b

51)9 8 0

52)3 4 0
53) sin n n sin

1 154)x 2cos x 2cos n
x x

55)AB BA AB B A

56)I , A , B I BA B I (n B)A ,(n , ,

+ −

+ +

+ +

−

+ −

+

≡ ⇒ ≡

+ ≡

+ ≡

θ ≤ θ

+ = θ⇒ + = θ

= ⇒ =

   = = = α + ⇒ = α + α ∈ α β∈      
`

2 1 n 1 n
n

1 0 n n 1

n

)

57)A A

1 0 a 1 0 na
58)A 0 1 b A 0 1 nb

0 0 1 0 0 1

− + −

− +

   = ⇒ =      
   
   = ⇒ =   
      

\

  
  : [بخش پذیری در 

   یافت شود به طوریکه q بخش پذیر گوئیم هرگاه عدد صحیحی مانند a را بر عدد صحیح مخالف صفرbعدد صحیح : تعریف 
b =aq  نویسیم  می    ، در این صورت :a b) بخوانیدa  ، bکند می     را عاد (  
aعبارت  b یعنی ، b بر a بخش پذیر است یا a  یک مقسوم علیه b  است یا a یک عامل bاست یا a  ، bشمارد یا  می     راb یک 
  . استaمضرب 

a: نویسیم  می     بخش پذیر نباشدa بر bرگاه  ه:تذکر   | b/   
2                                    : مثال  3 2a a 1 a 1,a 3 a 9,7 | 25, 5 20,2 6− + + + − − −/   

2aدقت کنید که  9 (a 3)(a 3)− = − 2a و لذا+ a بر −9 3 بخش پذیر است، همچنین +3 2a 1 (a 1)(a a 1)+ = + −  و +
3aلذا 2aبر  +1 a 1−   . بخش پذیر است+

  ) : بخشپذیری(ویژگیهای عاد کردن 
1 (1 a± )  بخش پذیرند± 1تمام اعداد بر  (  
2 (a a ) دارد) انعکاسی( خاصیت بازتابی [ عاد کردن روی ی هرابط.  
3 (a 0 ، بالاخص 0 0   
4 (a b⇒b a ) خاصیت تقارنی ندارد[ عاد کردن روی ی هرابط ،  (  

9: مثال  | 3 3 9/   
5 (a b a b, a b , a b⇒ − − −   )باشد نمیدر عاد کردن علامت مهم  ( −
6 (a 1 a 1⇒ = ±   

)Aو Bمی باشنددوماتریس مربعی هم مرتبه (  

  ولی
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    نظریه اعداد :دومفصل

  ) ، خودش و قرینه اش±  1( مقسوم علیه دارد 4حداقل ، یک مخالف هر عدد صحیح مخالف صفر و ) 7
8 (a b , b c a c⇒ ) دارد) ترایایی( خاصیت تراگذاری [ عاد کردن روی ی هرابط (  

9 (a b
a b c,a bc

a c

 ⇒ ±


   

10 (a b a mb , (m )⇒ ∈]   
11 (a b ma mb⇒   

12 (a b
a mb nc

a c

 ⇒ ±


  

13 (a b a b ma⇒ ±  
5هرگاه : مثال  2a 3b−5بت کنید  ، ثا 7a 12b+   
5چون : اثبات  2a 3b− 2، تفاضل حکم و 5 ، لذا کافی استa-3b  را نیز عاد کند   
5: یعنی  (7a 12b) (2a 3b)+ − 5 یا − 5a 15b+ 5 که این بدیهی است زیرا 5(a 3b)+  

  : توان نوشت  می    در واقع

  
5 2a 3b

5 5a 15b

5 (2a 3b) (5a 15b) 5 7a 12b

−

+

− + + ⇒ +

  

 باشد؟  می     زیر صحیحی هباشد، آنگاه کدام گزین می     a-b مضربی از aاگر بدانیم : تست 

1 (b a b−      2(a b a b+ −     3(a b b−        4(2a b b−   
  : پاسخ 

  
a b a

a b a b

a b a (a b) a b b

−

− −

− − − ⇒ −

  

4n ، کسر  nبه ازاء چند عدد طبیعی: تست  6
n 3
+
+

 باشد؟  می     ، همواره عددی صحیح

1(1       2(2       3(3        4(0 

4nبرای اینکه کسر : پاسخ  6
n 3
+
+

n: م عددی صحیح باشد باید داشته باشی 3 4n 6+ +  
  : کنیم  می     را حذفnاکنون 

                

n 3 4n 6

n 3 4(n 3)

n 3 6 n 3 6

n 3 1 n 2 4

n 3 2 n 1 5

n 3 3 n 0 6

n 3 6 n 3 9 n 3

 + +


+ +

+ − ⇒ +

 + = ± → = − −

 + = ± → = − −⇒ 

+ = ± → = −


+ = ± → = − → =  

+  

-  

  غیر قابل قبول  یا

-  

  غ ق ق  یا

  غ ق ق  یا

  قابل قبول  یا
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   نظریه اعداد :دومفصل

 . درست است1 ی هلذا گزین
14(  a b ma a b± ⇒ 

  :اثبات

  
a b ma

a ma

a b

 +

  

3m                        یافت میشود به طوریکه   mچند عدد طبیعی مانند: تست  m 4m 19+ +  
 1)4       3)3       2)2      بیشمار)1

3 2

m

m m 4m 19 m m(m 4) 19 m 19+ + → + + ⇒��	�

 

                                                         صحیح است 2 ی هگزینلذا 
mm 1 19 m 1 19∈⇒ = ± ± → =`

 

15( 2 n(n 1) 2 n(n 1)− +   
  . بخش پذیر است2ضرب دو عدد متوالی همواره بر به عبارت دیگر حاصل

16 ( 33 n n 3 n(n 1)(n 1)− − +   
و لذا )  نیز بخش پذیر است2 عدد متوالی بر 3البته حاصلضرب ( بخش پذیر است 3 عدد متوالی همیشه بر 3حاصلضرب 

   نیز بخش پذیر است 6=!3 عدد متوالی بر3حاصلضرب 
  . بخشپذیر است24ی ها  و کلیه مقسوم علیه24=!4لی بر حاصلضرب هر چهار عدد متوا ) 17
  . بخش پذیر است!kیها  مقسوم علیهی ه و کلی!k عدد متوالی همیشه بر kحاصلضرب هر: 17و16و15تعمیم نکات  ) 18

  )  نیز هست120ی ها  مقسوم علیهی هضمناَ این عدد مضرب کلی( است 120=!5 مضرب 19×20×21×22×23عدد : مثال 
19 (a b, b a ⇒a b=   

ی هم بوده  توان نتیجه گرفت که حتماً مساوی بوده اند، چرا که ممکن است قرینه نمییعنی اگر دو عدد یکدیگر را عاد کنند 
5:باشند مثال  5, 5 5− − ⇒ 5 5≠   .پاد تقارنی را ندارد ، خاصیت[ عاد کردن رویی هکه رابط توان گفت می     فوقی هبر طبق نکت−

20 ( a b,b a a b a b⇒ = = −   
  . هم بوده باشند و ممکن هم هست که قرینۀ هم بوده باشندیعنی اگر دو عدد یکدیگر را عاد کنند، ممکن است مساویِ

  کند، یعنی ینمک عدد از لحاظ قدر مطلق بزرگتر، یک عدد مخالف صفر از خود کوچکتر را عاد ی  ههیچگا) 21
b 0a b a b≠→ ≤  

22( b 0a b a b=→ ≥  
  

23 ( a b , a b b 0> ⇒ =  
  

24 ( a b
ac bd

c d

 ⇒


  

  

-  

  یا

  یا

  یا

  یا  یا

 مضرب
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    نظریه اعداد :دومفصل

  : اثبات 

N
3

1 1

2 2

3
1 2

3q

a b q : b aq

c d q : d cq

bd acq
bd acq q ac bd

q

⇒∃ ∈ =

⇒ ∃ ∈ =

=
= ⇒ ⇒ ∈

]

]

]

 

25( n na b a b⇒                                                       
  )استقراء( اولروش

                   

n n

k k

k 1 k 1

k k

k 1 k 1

p(n) : a b a b

p(1) : a b a b

p(k) : a b a b

p(k 1) : a b a b

a b

a b

a b

+ +

+ +

⇒

⇒

⇒

+ ⇒





 

N
n n n

q

n n n n

a b q : b aq

n b a q

b a q a b

q

′

⇒ ∃ ∈ =

=

 ′= ⇒⇒ 
′∈

]

JJJJJJG

]  
26 (na b a b→   
27  (na b ⇒a b   

34: مثال  | 2 4 2/   
28 (n na b a b⇒   

n                              : اثبات  n n n n nba b q : b qa a ( ) q
a

⇒∃ ∈ = ÷ =] JJJG  

)nb صحیح است لذا qچون  )
a

b و در نتیجه 
a

  : گیریم، داریم  می     ام nی ه نیز صحیح است، اکنون از طرفین ریش

N
n

q

b qb q b aq a ba
a q′

 ′= ′= ⇒ ⇒ = ⇒
 ′∈ ]

  

29(   n n n n n n
a b

a b c ,a b c , a rb sc
a c

 ⇒ ± ±


  

30 ((a 0)0 | a≠            عدد مخالف صفر بر صفر بخش پذیر نیست/
31 (a b c± ⇒a b a c   

  به توان

 یا

×  

  ولی

×  

روش دوم
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   نظریه اعداد :دومفصل

32 (a bc⇒ a b a c   
12                                       : مثال  4 6 12 | 4,12 | 6× / /   

a: لم اقلیدس ) 33 bc
a c

(a,b) 1
 ⇒

=
  .م است.م. علامت ب(a,b ) ، نماد 

  . گر عددی، حاصلضرب دو عدد را عاد کند و با یکی شون متباین باشد، باید حتماً دیگری را عاد کندیعنی ا
  .اثبات لم اقلیدس را بعداً ملاحظه خواهید کرد

   15و8 باشد مانند 1آنها . م.م.هرگاه ب) نسبت به هم اول گوئیم( دو عدد را متباین :تذکر  
                                                                                     :مثال 

  5 3 10
5 10

(5,3) 1
 × ⇒

=
  

34( p , p bc p b p c⇒ اول  
35 (np , p b p b⇒ اول  

7 عددی اول باشد و pهرگاه : تست  15p 2    ، کدام یک همواره صحیح است؟ ×11
1( p=2        2(2یا p =1       3( 11یاp =2          4( p =11  

                                : فوق داریم ی هنکتطبق دو : پاسخ 
7 15 7 15p 2 11 p 2 p 11× ⇒  

p                        صحیح است3ی  گزینه 2 p 11⇒ ⇒  
36( a b ( a , b ) a⇒ =  
37 ( [ ]a b a, b b⇒ =  

]نماد  ]a, bاست. م.م. علامت ک.  
38 (a c ,b c ⇒ab c  

4                                               : مثال  12,6 12 ⇒ 24 12

a c,b c , (a, b) 1 ab c= ⇒
  

5                                      : مثال  30,3 30, (5,3) 1 5 3 30= ⇒ ×  
39 (1 2 n 1 2 na b ,a b ,..., a b a b b ... b⇒ + + +  
40 (n na b a b ( n )− − ∀ ∈`  

nیعنی عبارت  na b−بر عبارت)همیشه( هموارهa-b بخش پذیر است، بالاخص na    : بخش پذیر است یعنیa-1همواره بر −1
na 1 a 1− −  

  : دانیم  می    :اثبات 
n n n 1 n 2 n 2 n 1

q

n n
n n

a b (a b) (a a b ... ab b )

a b (a b)q
a b a b

q

− − − −− = − + + + +

 − = −
⇒ ⇒ − −

∈

������	�����


]

  

3                                                     : مثال  3 3a 1 a 1,a b a b− − − −  

 یا

 یا

  یا

  یا

  ولی
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    نظریه اعداد :دومفصل

nعدد  : تست n10 ) بر کدام عدد زیر همواره −3 n )∀   بخش پذیر است؟ `∋
1( 10        2(3          3(7              4(5 

n                                    3 ی هگزین: پاسخ  n n n10 3 10 3 7 10 3− − ⇒ −   
51عدد : تست  345  عدد زیر همواره بخشپذیر است؟ بر کدام −3

1( 17        2(34          3( 116             4(134 

51                                    :            پاسخ  34 3 17 2 17 17 175 3 (5 ) (3 ) 125 9− = − = −   
17لذا  17125   .خش پذیر استب 116 یا 9-125 بر −9
41) (n , n∈` (n na b a b+ −   

nیعنی  na b−هرگاه n  زوج باشد بر a+bبخشپذیر است .  
  : مثال 

2 2 2 2 2 2

2 2 4 4 4 4 2 2 2 2 4 4

a b a b (a b)(a b) a b a b

a b a b a b (a b )(a b ) a b a b

− − = − + + −

− − − = − + + −  
3ضمناً  3a b | a b+ −/  

  
42( n na b | a b− +/  

nیعنی  na b+ هرگز بر a-bبخشپذیر نیست .  
3: مثال  3 2 2a b | a b , a b | a b− + − +/ /  

43 (n na b a b (n , n)+ + ∈`   
nیعنی  na b+هرگاه ، n  فرد باشد بر a+bبخشپذیر است .  
3:  مثال  3 3 3 320 7 13 ,a 1 a 1,a b a b+ + + + +   
2nعدد : تست  14 1+   بخش پذیر است؟ `∋n بر کدام عدد زیر، به ازاء هر +

1( 3          2(4           3( 5              4(6 

2n                3 ی هگزین: پاسخ  1 2n 1 2n 14 1 4 1 5 4 1+ + ++ + ⇒ +   
3n    بخشپذیر است و 5 بر 65فقط ، ها بین گزینه در: راه عددگذاری : راه دوم  1 4 1 65= ⇒ + =   

   قبل ی هجمعبندی چهارنکت) 44

        

n n

n n

n n

n n

a b a b

a b | a b

a b a b

a b a b

 − −

 − +/


+ −


+ +  
p فرد  )45 q n m n ma b a b

p q
+ + ⇔ = =  

m می    بالاخص هنگا m n na b a b+ n که، +
m

n می     فرد باشد و هنگا na b a b+   . فرد باشد n که+
12عبارت : تست  12a b+ بر m ma b+،بخشپذیر است m  کدام است؟  

 زیرا و لذا

  زی بر و لذا

   بخشپذیر استa+bبر 

   بخشپذیر استa+bدر نتیجه بر و 

 فرد

  همیشه

  هرگز

n  زوج  

n  فرد  

 زوج
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   نظریه اعداد :دومفصل

1( 2          2(4         3( 3              4(6 

12 قبل باید ی هطبق نکت: پاسخ 
m

  . باشد4 باید  mها  فرد باشد لذا با توجه به گزینه
12a: تست    بر کدام عبارت زیر بخشپذیر است؟ +1

1( 4a 1+      2( 3a 1+       3( 2a 1+           4( 6a 1+ 
  . صحیح است1 ی ه قبل گزینی هطبق نکت: پاسخ 
2aاگر : تست  b c+ت؟ زیر، الزاماً صحیح اسی ه ، کدام گزین  

1 (2 2 2a b c+                     2 (2 n na b c+) nزوج   (      
3 (2 n na b c−) n 2) 4                )زوج 2 2a b c−   

                                : پاسخ 
n nb c b c ,( n)

2 2 n na b c a b c ( n)
+ −

+ → −  
  . صحیح است3 ی هلذا گزین

46(p q n m n ma b a b ( )
p q

− − ⇔ = ∈`   

m می    بالاخص هنگا m n na b a b− n که −
m

n:   عددی طبیعی باشد و لذا همواره داریم na b a b− −  

2: ثابت کنید : مثال  3 4 6a b a b− −   
4 فوق چونی هطبق نکت:پاسخ  6 2

2 3
= =    : فوق درست است از طرفی طبق اتحاد مزدوج داریمی هلذا رابط`∋

4 6 2 3 2 3a b (a b )(a b )− = −   .باشد می     داده شدهی ه که دلیل دیگری برای درستی رابط+
52عدد : ست ت 393   بر کدام عدد زیر بخشپذیر است؟−2
1( 71       2( 72          3( 73          4( 19 

39:  اند، در واقع داریم 13 هر دو مضرب 52 و 39اعداد : پاسخ  3 13
52 4 13

= ×
 = ×

52 لذا  39 13
4 3
=  فوق ی ه ، بنابراین طبق نکت=

  : داریم 
4                    . صحیح است3 ی هبنابراین گزین 3 52 39 52 393 2 3 2 81 8 73 3 2− − ⇒ − = −  

pزوج      )47 q n m n ma b a b
p q

+ − ⇔ = =  

nبالاخص  na b− زمانی بر m ma b+ ،بخشپذیر است که n
m

n  می     زوج باشد و هنگا na b a b+   . زوج باشد n که−

2                                       : مثال  4 4 8 3 3 6 6a b a b a b a b+ − + −   

                                           : داریم در واقع 
6 6 3 3 3 3

4 8 2 4 2 4

a b (a b )(a b )
a b (a b )(a b )
− = + −

− = + −
  

48( p q n ma b | a b− +/  
nبالاخص  na b+ هرگز بر m ma b− بخش پذیر نیست، همچنین n na b+هرگز بر a -b بخشپذیر نیست .  

2                                  :مثال  2 2 3 4 6a b | a b ,a b | a b− + − +/ /  

  زوج
  زوج

  یا
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    نظریه اعداد :دومفصل

 یا

49 ( 
2 2 2

3 3 3

ab (a b) (a b ) (1)

ab (a b) (a b ) (2)

 + − +


+ − +

n            و به طور کلی n nab (a b) (a b )+ − +  

2              ) 1(اثبات  2 2 2 2 2 2ab (a b) (a b ) ab a 2ab b a b ab 2ab+ − + ⇒ + + − − ⇒  
2 . نیز مشابه است( 2)لذا طبق اثبات بازگشتی حکم ثابت است، اثبات  2 25 3 (5 3) (5 3 )× + − 2 ا ی+ 2 215 | 8 (5 3 )− +  

  
  زیر درست است؟ی هکدام گزین: تست 

1( n n n17 72 (8 9 )− +    2( n n n72 17 (8 9 )− +    3( n n n5 6 (2 3 )−   3و1های   گزینه)4  +

8                : صحیح است زیرا 2 ی ه قبل گزینی هطبق نکت: پاسخ  9 (8 9) (8 9 ) 72 17 (8 9 )× + − + ⇒ − +n n n n n n  

50 (
2 2 2

n n n

ab (a b) (a b )

ab (a b) (a b ), ( n)

 − − +


− − +

  

51 ( 
3 3 3

n n n

ab (a b) (a b)

ab (a b) (a b ), ( n)

 − − −


− − −

  

شتی    هتعریف همن) 52
m

m a b a b− ⇔ ≡   
  .شتی ، با این موضوع بیشتر آشنا خواهید شدهدر بخش همن

,p: ا مرفی  قضیه) 53 (a, p) 1 p |=
p

p 1 p 1a a 1 p a 1− −⇒ ≡    اول  −
  .شتی آشنا خواهید شدهخش همن فرما در بی هبا قضی

67:   مثال  2 1−   

 فرما  ی ه قضیی هنتیج) 54
p

p pp a a p a a⇒ ≡    اول −
55          :مثال  4 4 5 1024 4 5 1020− ⇒ − →    

 ویلسون  ی هقضی) 55
p

p (p 1)! 1 p (p 1)! 1⇒ − ≡− −    اول +
5           : مثال  (5 1)! 1 5 24 1 5 25− + ⇒ + ⇒  

56 ( p
p, k p p

k
 

< ⇒  
 

   اول

5یادآوری(                                    : مثال  5 5!5 5 10 ( 10
2 2 2!3!
   

⇒ = =   
   

  

57 ( m!n! (m n)!+   

                                          : دانیم  می    :اثبات 
n
r
 

∈ 
 

m لذا  ` n
m
+ 

∈ 
 

`    

(m n)! (m n)! (1)
m!(m n m)! m!n!

+ +
⇒ ∈ ⇒ ∈

+ −
` `  

  

 یا

 

 

 یا

  فرد

  زوج
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   نظریه اعداد :دومفصل

m)که نشانگر انست)1(ی هرابط n)!
m!n!
   است که صورت بر مخرج بخشپذیر است، یعنیمعناعددی طبیعی است،این بدان +

 m!n! (m n)!+   
58 (2(n!) (2n)!  

  .آید می    ستمستقیماً به د) 57 (ی ه از رابطm = nبا فرض : اثبات 
60همواره ) 59 abc که در آن ، c ,b,a یی به صورت ها باشند، اعداد فیثاغورثی سه تائی می     اعداد فیثاغورثی  

(3k,4k,5k)    3,4,5  -   6,8,10  -  9,12,15  -  …     : مثال : کنند  می     فیثاغورث صدقی هباشند که در قضی می  
  

  :د دقت کنی
2 2 2

2 2 2

2 2 2

5 3 4
10 8 6
15 9 12

= +

= +

= +

  

  : چند تمرین مهم 
4n15                                 :  ثابت کنید `∋nبه ازائ هر ) 1 2 1−  

4np(n)                                   : کنیم  می    از روش استقرا استفاده :15 2 1−  

       

4

4k

4(k 1)

p(1) :15 2 1 15 15

p(k) :15 2 1

p(k 1) :15 2 1+

− ⇒

−

+ −

 

4k 4k 4 4k15 | 2 1 15 |16(2 1) 15 | 2 (2 1)− ⇒ − ⇒   فرض استقراء: −

                 

4k 4

4k 4 4(k 1)

15 2 16

15 15

15 2 1 15 2 1

+

+ +

−
⇒

− ⇒ −

 

aهرگاه ) 2 b 2:  ، ثابت کنید 3a b                         
N

3 3

3 2 3 3 2 2 3

q

a b q : b aq a q

b a (aq ) b a q a b
′

⇒ ∃ ∈ = →=

′= ⇒ = ⇒

]
  

5هرگاه ) 3 2n 225:   ، ثابت کنید +1 14n 19n 6+ +   
2 2 2

2

2 2

2

5 2n 1 5 (2n 1) 25 4n 4n 1 (1)

5 2n 1 5 5 5(2n 1) 25 10n 5 (2)

25 2n 1 25 5(2n 1) 25 10n 5 25 n(10n 5) 25 10n 5n (3)

25 (4n 4n 1) (10n 5) (10n 5n)

25 14n 19n 6

+ ⇒ + ⇒ + +

+ ⇒ × + ⇒ +

+ ⇒ + ⇒ + ⇒ + ⇒ +

+ + + + + +

⇒ + +

  

  3به توان 

  : داریم 3و2و1روابط جمعاز

+ 
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    نظریه اعداد :دومفصل

:  یادآوری 
a b

a c a b c d

a d




⇒ + +



   

n:  هستند برابر است با n ، که کوچکتر یا مساوی با k تعداد مضارب طبیعی:نکته  
k
 
  

   

100               وجود دارد؟ 100 کوچکتر یا مساوی 7ی مضربچند عدد طبیع: مثال  13/ 13
7

   = =    
  

   7,14,21,28,35,42,49,56,63,70,77,84,91    :  عدد عبارتند از 13این 
  
  
 :  عبارتست از (m<n) کوچکتر یا مساویند،  n بزرگتر یا مساوی و ازm به طوریکه از  k تعداد مضارب طبیعی:نکته  

  n m 1
k k

−   −      
  

  وجود دارد؟ 2مضرب  رقمیچند عدد دو : تست 
1( 44     2( 45          3( 46             4( 43 

}: است لذا داریم99 رقمیدو عدد وآخرین10 رقمیاولین عدد دو : پاسخ }10,11,...,99 ، 99 9 49 4 45
2 2

   − = − =      
   

9          : راه دیگر  999 2n 99 2 n 4 n 49 n 49 4 45
2 2
   < ≤ ÷ < ≤ ⇒ < ≤ ⇒ = − =      

JJG   
  وجود دارد؟ 31مضرب  رقمیچند عدد سه : تست 

1( 28     2( 30          3( 29             4( 32 
    : پاسخ 

99 99999 31n 999 n
31 31

3 n 32 n 32 3 29

   < ≤ ⇒ < ≤      

⇒ < ≤ ⇒ = − =

  

  وجود دارد؟5مربع کامل مضرب  رقمیچند عدد سه : تست 
1( 7     2( 4          3( 6             4( 5 

  : پاسخ 
299 (5n) 999 99 5n 999

99 999n 1 n 6 n 6 1 5
5 5

< ≤ → < ≤ ⇒

   
⇒ < ≤ ⇒ < ≤ ⇒ = − =   

   

  

  
  
  
  
  

  :   عدد عبارتند از 5این 

  خورده ای

  تعداد مقادیر

 تعداد مقادیر

  جذر

 تعداد مقادیر
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   نظریه اعداد :دومفصل

2

2

2

2

2

n 2 (5n) 100
n 3 (5n) 225

1 n 6 n 4 (5n) 400
n 5 (5n) 625
n 6 (5n) 900

 = → =


= → =
< ≤ ⇒ = → =
 = → =
 = → =

  

  :) آلگوریتم تقسیمی هقضی( تقسیم ی هقضی
: وجود دارند، به طوریکه r و  q یک عدد طبیعی باشد، آنگاه اعداد صحیح منحصر به فردی مانندb یک عدد صحیح و aهرگاه 

                                a bq r , (0 r b)= + ≤ <  
  .گوئیم می     تقسیمی ه را باقیماندr را خارج قسمت و q را مقسوم علیه، b را مقسوم، a  در این قضیه

ریاضی دان معروف ایرانی گرفته شده است، به )  هجری شمسی225وفات حدود ( می     آلگوریتم که از نام الخوارز:نکته  
 .شود که در آن هر عمل از عمل قبلی خود به دست آمده باشد می     اعمال متوالی و ترتیبی اطلاقی همجموع
  ، خارج قسمت و باقی مانده را در آلگوریتم تقسیم بیابید؟ 17 بر 100–در تقسیم : مثال 

( 1)

100 17
85 5

15 100 17(5) 15

100 17( 5) 15
100 17( 5) 15 17 17
100 17( 5 1) 2
100 17( 6) 2

q 6
r 2

× −

⇒ = +

⇒− = − −
− = − − + −
− = − − +
− = − +

= − ←
⇒ = ←

  

  :  تقسیم داریم ی ه با توجه به قضی:نکته  

b

a bq r, (0 r b)
a r a r a rq q q
b b b b b b

a aq 0 q
b b

÷

= + ≤ <

       ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = +              
   ⇒ = + ⇒ =        

0دقت کنید که چون r b≤ r0لذا> 1
b

≤ rو بنابراین > 0
b
  =  

 :توان گفت که  می      بنابراین
 
 
  

  خارج قسمت=

 :  به ترتیب عبارتند از 17 بر 100 – تقسیم ی هخارج قسمت و باقی ماند: تست 
 15- و5-)4          15-و5 )3        2  و6-)2       2 و6)1

  :  فوق داریم ی هطبق نکت: پاسخ 

                                  
a 100q 5 / 6
b 17

a bq r r a bq 100 (17)( 6) 100 102 2

−     ⇒ = = = − = −        
⇒ = + ⇒ = − = − − − = − + =

  

  . صحیح است2 ی هلذا گزین
  کدام است؟ 9بر   a2 تقسیم ی ه باشد، باقی ماند4 برابر 9 بر   a تقسیم ی ههرگاه باقیماند: تست 

 مقسوم
 

 مقسوم علیه

  خارج قسمت 
 

  باقی مانده

  خارج قسمت  خورده ای
  

 هدباقیمان
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    نظریه اعداد :دومفصل

1( 7         2( 1          3( 4          4( 6 
  : پاسخ 

2 2 2 2

9

2

q

a 9q 4 a (9q 4) a 81q 8(9q) 16

a 9q 9 7 9(q 1) 7 9q 7 r 7
′′

= + ⇒ = + ⇒ = + +

′ ′ ′′= + + = + + = + ⇒ =

��	�


�	

   

 ی ه برابر است با باقیماندb بر an تقسیم ی ه، آنگاه باقیماند(a=bq+r) باشدr برابر b بر a تقسیمی ههرگاه باقیماند :نکته 
  .  است7م که برابر بیابی9 را بر  16=42بر طبق این نکته، برای حل تست فوق، کافی است باقی مانده، b بر rnتقسیم

  ی ه مجموع)کوچکترین عضو(برابر است با عضو ابتدای  ،b(b≠0) بر a  باقیمانده تقسیم: مهمی هنکت 

{ }S a bq 0 : q= − > ∈]   
  

} ی ه مجموعMinعضو : تست  }S 42 5q 0 : q= − + >   ، کدام است؟ [∋
1( 2     2( 3      3( 4         4( 1 

{ } N

{ }
q

S 42 5q 0 : q 42 5( q) 0 : q

42 5q : q
′

  = − + > ∈ = − − − > ∈ 
  

′ ′= − − ∈

] ]

]

  

   بیابیم 5بر  را 42- تقسیم ی ه فوق کافی است باقیماندی هلذا طبق نکت
a 42q 8 / 9
b 5

r a bq 42 ( 5)( 9) 3

−     ⇒ = = = − = −        
⇒ = − = − − − − =

  

را به دست آوریم، کافی است به  Sی  مجموعه  Minیم عضوستتوان می     البته دقت داشته باشید که به طور ذهنی نیز:تذکر  
  .  قرار دهیمq  ، 9به جایمثلاً ، مثبت شود،  5q+42– ، عدد یا اعدادی قرار دهیم که qجای 

  کدام است؟ 11 بر 4a+8 تقسیم ی ه باشد باقیماند9 برابر 11 بر  a تقسیمی ههرگاه باقیماند: تست 
1( 0     2( 9      3( 2        4( 5 

  :پاسخ 

 
4

q

a 11q 9 4a 44q 36
4a 8 44q 44 11(4q 4) 0

4a 8 11q 0 r 0

×

′

= + → = +
⇒ + = + = + +

′⇒ + = + ⇒ =

��	�
  

 :  برابر است با 56 بر  aی هد، باقیماند باش5,3 به ترتیب 8 و 7 بر  aی ههرگاه باقیماند: تست 
1( 15       2( 37          3( 45             4( 52  

  :پاسخ 

 

8

7

q

a 7q 3 8a 56q 24
a 8q 5 7a 56q 35

a 56(q q ) 11 56(q q ) 11 56 56
a 56(q q 1) 45 a 56q 45 r 45

′′

= + = + 
⇒ ′ ′= + = + 

′ ′= − − = − − + −
′ ′′⇒ = − − + ⇒ = + ⇒ =��	�


  

  مضرب

  خارج قسمت  خورده ای
  

 هدباقیمان

8+ 
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   نظریه اعداد :دومفصل

  کدام است؟ 34 بر  aی ه باشد، باقیماند6 برابر 17 بر a عدد فرد ی ههرگاه باقیماند: تست 
1( 0         2( 23          3( 6             4( 28 

a                                         :   ق فرض داریم طب:پاسخ 17q 6= +   
  : باید فرد باشد لذا داریم  q باید فرد باشد و بنابراین17q زوج است، لذا 6 فرد و  aچون

  a 17(2k 1) 6 34k 23 r 23= + + = + ⇒ =  
 8ئیم، خارج قسمت تغییری نکرده، اما باقیمانده  واحد به مقسوم علیه بیفزا4 واحد به مقسوم و  100اگر در یک تقسیم : تست 

 واحد کم میشود، خارج قسمت کدام است؟
1( 23       2( 27          3( 31          4( 29 
  
  

  : پاسخ 
a bq r
a 100 (b 4)q r 8

100 4q 8 4q 108 q 27

= +
 + = + + −

= − ⇒ = ⇒ =

  

اضافه کرد تا مقسوم و توان به مقسوم علیه  می     واحد چند حداکثر ، باشد5و خارج قسمت19 اگر در یک تقسیم،باقیمانده:  تست
 نکند؟ خارج قسمت تغییر

1( 2         2( 4          3( 3             4( 6 
  :پاسخ 

a 5b 19
a 5(b x) r

r 5x 19
0 5x r 19 5x 19 0

0 r
195x 19 x 3/ x 3 x 3
5

 = +
 ′= + +

′ = − +′= + − ⇒ ⇒ − + ≥ ′≤

⇒ ≤ ⇒ ≤ = ⇒ ≤ ⇒ =

 

  . زیر که در حالت کلی برقرار است نیز استفاده کردی هتوانستیم از نکت می    البته برای حل تست قبل
توان به مقسوم علیه اضافه کرد تا مقسوم و خارج قسمت تغییر نکنند، برابر  می     حداکثر تعداد واحدهایی که: مهم ی هنکت 

rاست با جزء صحیح 
q

r                         : ، لذا در تست قبل داریم  19 3/ 3
q 5
     = = = =       

   x بیشترین مقدار

 خارج قسمت باشد، کدام است؟   تقسیم، مکعبی هسیم شود، باقیماند تق100عدد طبیعی به طوریکه اگر بر بزرگترین: تست
1( 464       2( 808         3( 327           4( 216 

  : پاسخ 

             
3 3 3

q 3

a 100q q ,q 100 q 100 4 /

q 4 q 1,2,3,4 Max(a) 100(4) 4 464∈

= + < ⇒ < =

→ ≤ ⇒ = ⇒ = + =Z
  

 کند؟  یم      واحد به مقسوم، اضافه شود، خارج قسمت چه تغییری30 است، اگر  5در یک عمل تقسیم، مقسوم علیه: تست 
  کند نمیتغییری ) 4    شود  واحد اضافه می6) 3   شود  واحد کم می6) 2    شود  واحد کم می5) 1

  Xحداکثر مقدار   خورده ای

  خورده ای

   خورده ای

-
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    نظریه اعداد :دومفصل

                                      : پاسخ 
q

a 5q r
ra 30 5q r 30 a 30 5(q 6)

′

= +
 + + = + + ⇒ + = +


�	

  

  . واحد اضافه میشود6
  .م زیر که در حالت کلی برقرار است نیز استفاده کنیی هتوانستیم از نکت می    البته در حل تست قبل

کند ولی خارج قسمت با همان  نمی تقسیم تغییری ی ه هرگاه مضربی از مقسوم علیه را به مقسوم اضافه کنیم، باقیماند:نکته  
  .مضرب، جمع میشود

 واحد به مقسوم اضافه شود، خارج قسمت جدید کدام است؟33 است، اگر9 و خارج قسمت11در یک تقسیم، مقسوم علیه: تست
1( 12     2( 9            3( 6            4( 3 

  ).م اضافه شده استوزیرا سه برابر مقسوم علیه به مقس( ، جمع میشود 3 فوق، خارج قسمت با ی هطبق نکت: پاسخ 
توان به مقسوم اضافه کرد تا خارج  می      است، بزرگترین عددی که25 و باقیمانده برابر  42 مقسوم علیهدر یک تقسیم،: تست 

 کدام است؟قسمت تغییری نکند، 
1( 15     2( 17            3( 24            4( 16 

    : پاسخ 

 
a 42q 25
a x 42q 25 x 25 x 42 x 17

Max(x) 16

= +
+ = + + ⇒ + < ⇒ <

⇒ =
  

  . زیر که در حالت کلی نیز برقرار است، استفاده کنیمی هتوانستیم از نکت می     البته برای حل تست فوق
توان به مقسوم اضافه کرد تا خارج  می     واحد x =b-r-1ی ه ، حداکثر به اندازb (a=bq+r) بر  a همواره در تقسیم :نکته  

  .قسمت تغییری نکند
x                                               :لذا در تست قبل داریم  42 25 1 16= − − =  

 تقسیمشان بر عدد طبیعی و ی ه آلگوریتم تقسیم، دسته بندی اعداد بر حسب باقیماندی ه یکی از کاربردهای قضی: مهم ی هنکت 
) باشند می    q وb بـه ترتیب n وnm+r) m فوق، هر عدد صحیح، نمایش منحصر به فردی به صورت ی ه است، طبق قضی mت ثاب

  a باشد، بنابراین هر عدد صحیح مانند m-1,…,2,1,0تـواند یکی از اعداد می      تــقـسیـمی ه ، یــعنی باقیماند rدارد کـه در آن
,nm                 : ــکی از صورتهای زیر نوشت کی و فقط یی هتوان ب می    را nm 1,nm 2,..., nm (m 1)+ + + −  

 ی هگنجاند، مجموع) هستند[ی برای رازکه اف(ی هم ارزی زیر، ها توان در یکی از دسته می    به عبارت دیگر هر عدد صحیح را
]                  دهیم  می      نمایشm[ی هم ارزی مورد بحث را با ها  دستهی ههم ] [ ] [ ] [ ]{ }m 0 , 1 , 2 ,... m 1= −Z  

  r =0که در این حالت( بخش پذیر است 2 بر  a تقسیم کنیم، یا2 را بر  a باشد، آنگاه اگر عدد صحیحm=2هرگاه : مثال 
  :کی از دو صورت زیر خواهد بود ی هب  a، بنابراین ) خواهد بود r =1که در این حالت ( و یا بخشپذیر نیست ) خواهد بود

 a 2n a 2n 1= = +   
 اعداد فرد افراز میشود، در این ی ه اعداد زوج و دیگری مجموعی ه به دو مجموعه، یکی مجموع[ ی هبه این ترتیب مجموع

] هم ارزی ی هیک دست(  هم ارزی ی ه به دو دست[گوئیم  می     حالت ]2
] هم ارزی دیگر ی ه و دست0 یا 0 ]2

افراز شده ) 1 یا 1
 : است، توجه داشته باشید که 

[ ] { } { }
[ ] { } { }

2

2

0 ..., 2,0,2,... x : x 2k,k

1 ..., 3, 1,1,3,... x : x 2k 1,k

= − = = ∈

= − − = = + ∈

]

]
  

  :  خواهد بود و لذا داریم  r =0 یا 1 یا 2 باشد آنگاه  m =3به همین ترتیب اگر 

  یا
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   نظریه اعداد :دومفصل

a 3n
a 3n 1

a 3n 2 3n 1 8 3(2) 2 3(3) 1

 = = +


= + − → = + −

  

] هم ارزی ی ه به سه دست[حالت  در این ] [ ] [ ]3 3 3
2 , 1 ,   : باشند  می     افراز میشود که به صورت زیر0

[ ] { } { }
[ ] { } { }
[ ] { } { }

3

3

3

0 ..., 3,0,3,... x : x 3k, k

1 ..., 2,1, 4,... x : x 3k 1, k

2 ..., 1, 2,5,... x : x 3k 2, k

= − = = ∈

= − = = + ∈

= − = = + ∈

]

]

]

  

  
  :  داریم  m =4در حالت 

 

a 4n
a 4n 1

a 4n 2 4n 2 10 4(2) 2 4(3) 2

a 4n 3 4n 1 19 4(4) 3 4(5) 1

=
 = +
 = + − → = + −


= + − → = + −

  

  است؟ 9 ی ه هم ارزی به پیمانی ه متعلق به کدام دست478عدد : تست 

1( [ ]1       2( [ ]8         3( [ ]0           4( [ ]5 
  روش اول           روش دوم               . بیابیم9 را بر 478 تقسیم ی هکافی است باقیماند: پاسخ 

4 7 8 19 9

18 2

1

→ + + =

−     

478 9

45 53

28
27

1

→

−

  

   صحیح است1بنابراین گزینۀ 
  . بیابیم9ارقامش را بر  تقسیم مجموع ی ه ، کافی است باقیماند9 تقسیم هر عدد بر ی ه برای یافتن باقیماند:نکته  

22                                                               :          ثابت کنید : مثال  n n−  
2nدقت کنید که عبارت : اثبات  n n(n 1)− =  2 حاصلضرب دو عدد صحیح متوالی است که طبق یکی از نکات قبل مضرب −
  :کنیم، برای اثبات گوئیم  می    ما در اینجا این مطلب را ثابتاست ا

  
  

n یا زوج است یا فرد لذا داریم  :                   
2

2

n 2k 2 n 2 (n 1)n 2 n n

n 2k 1 n 1 2k 2 n 1 2 n(n 1) 2 n n

 = ⇒ ⇒ − ⇒ −


= + ⇒ − = ⇒ − ⇒ − ⇒ −

  

  . است8q+1 مربع هر عدد فرد، به صورت :نکته  
  :  عدد فرد دلخواهی باشد در این صورت داریم a=2k+1کنیم  می    فرض: اثبات 

2 2 2a (2k 1) 4k 4k 1 4k(k 1) 1 4(2q) 1 8q 1= + = + + = + + = + = +��	�
  

  . نباشد، مربع کامل نیست8q+1 هر عدد فرد که به صورت :نکته  
  متوالیحاصلضرب دو عدد

  یا  مثال  یا

  یا

  یا  مثال

  یا  مثال

  یا

  یا
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    نظریه اعداد :دومفصل

  .آید می     قبل بسادگی به دستی هاثبات با برهان خلف از نکت
   مربع کامل نیست؟308245ثابت کنید عدد : مثال 
308245              :  نیست زیرا 8q+1عدد داده شده فرد است و به صورت : اثبات  308000 240 5 8q 5= + + = +���	��
  

  . قبل این عدد مربع کامل نیستی هلذا طبق نکت
2 : فرد باشند، ثابت کنید n و mهرگاه : مثال  28 m n−   
  :  قبل داریم ی ه دو عدد فرد باشند لذا طبق نکتn و  mکنیم  می    فرض: اثبات 

2

2

2 2 2 2

q

m 8k 1
n 8k 1

m n 8(k k ) 8q 8 m n

 = +


′= +

′− = − = ⇒ −�	


  

36: ید ثابت کن: مثال  n n−   
  : کنیم  می    از استقراء ریاضی استفاده: اثبات 

3

3

3 3 2

3

3

3

p(1) : 6 o

p(k) : 6 k k

p(k 1) : 6 (k 1) (k 1)

(k 1) (k 1) k 3k 3k 1 k 1

(k k) 3k(k 1)

2 k(k 1)

6 (k k) 3k(k 1)

×

−

+ + − +

+ − + = + + + − −

= − + +

+ →

− + +

  

  : روش دوم 
2 3

3

3

n 3k 3 n 3 n(n 1) 3 n n

n 3k 1 n 1 3k 3 n 1 3 n(n 1)(n 1) 3 n n

n 3k 1 n 1 3k 3 n 1 3 n(n 1)(n 1) 3 n n

 = ⇒ ⇒ − ⇒ −

 = + ⇒ − = ⇒ − ⇒ + − ⇒ −

 = − ⇒ + = ⇒ + ⇒ − + ⇒ −


  

  
33 لذا در هر صورت n n−(1)22دانیم که  می     ، از طرفی از قبل n n− لذا  :  

2 3

3 3

2 (n 1)(n n) 2 n n (2)

(1), (2), (2,3) 1 2 3 n n 6 n n

+ − ⇒ −

= ⇒ × − ⇒ −
  

  بر کدام عدد زیر بخشپذیر است؟ a  (a2-4) عددی زوج باشد، عبارت aهرگاه : تست 
1( 15     2( 32      3( 36        4( 48  
  
  

  8مضرب 

+  

  یا

  یا

3

6 3k(k 1)

6 k k

 +


−
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   نظریه اعداد :دومفصل

  : پاسخ 
2 2a 2k a(a 4) 2k(4k 4)= ⇒ − = −  

                                

2k(2k 2)(2k 2)
8k(k 1)(k 1)

8 6q
48q

= − +
= − +

= ×
=

���	��
  

2a.  بخش پذیر است 48بر                      ): عددگذاری(راه دیگر  4 a(a 4) 4 12 48= ⇒ − = × = ⇒  
  . صحیح است4 ی هلذا گزین

  .است n  عدد متوالی، دقیقاً یکی از آنها مضربn از هر :نکته  
  . است4k+1 ، باز هم به صورت 4k+1حاصلضرب هر دو عدد به صورت : نکته 

                            : اثبات 
4

a 4k 1
ab 16kk 4k 4k 1 4q 1

b 4k 1
= + ′ ′⇒ = + + + = + ′= +

���	��
  

  . است4k+1 ، به صورت 4k+3 حاصلضرب هر دو عدد به صورت :نکته  
  

  :اثبات 

                         

4

a 4k 3
ab 16kk 12k 12k 9

b 4k 3

16kk 12k 12k 8 1 4q 1

= + ′ ′⇒ = + + + ′= +

′ ′= + + + + = +����	���

  

  . است6k+1 به صورت k+5 6 حاصلضرب هر دو عدد به صورت :نکته  

             :اثبات 
6

a 6k 5
ab 36kk 30k 30k 25 36kk 30k 30k 24 1 6q 1

b 6k 5
= + ′ ′ ′ ′⇒ = + + + = + + + + = + ′= +

�����	����
  

  . نوشت4q+3 یا 4q+1ن به صورت توا می     هر عدد فرد را:نکته  
 :  زوج یا فرد باشد، داریمk ، عدد فرد دلخواهی باشد در این صورت بسته به اینکه خود a=2k+1کنیم  می     فرض: اثبات 

k 2k a 2(2k ) 1 4k 1 4q 1
a 2k 1

k 2k 1 2(2k 1) 1 4k 3 4q 3
′ ′ ′= ⇒ = + = + = +

= + ⇒  ′′ ′′ ′′= + = + + = + = +
  

  مربع کامل نیستند، البته963,21788,4097,532 ختم نمیشود، به عنوان مثال اعداد8,7,3,2 هیچ مربع کاملی به اعداد :نکته  
رقم یکان عددی علت این امر به رقم یکان عدد بر می گردد ، در بحث همنهشتی و در قسمت رقم یکان خواهید دید که اگر 

  . نخواهد شد8,7,3,2 باشد، توان زوج هیچکدام از این ارقام، 2,1,0,…,9
  . مربع کامل نیستند5579000 ، 3170ود ندارد، مثلاً اعداد سمت راست هیچ مربع کاملی به تعداد فرد، رقم صفر وجدر  :نکته  

 کدامیک از اعداد زیر مربع کامل اند؟: تست 
1( 625725    2( 373122     3( 1409273    4( 17424  

ددی  نیز نادرست است زیرا ع1 ی ه ختم نمیشود، گزین3 و 2نادرستند، زیرا دیدیم هیچ مربع کاملی به 3و  2یها گزینه: پاسخ 
                     :  نیست در واقع  8q +1است فرد و به صورت 

8

625000 720 5 8q 5+ + = +���	��
=625725 

  .باشد می    132 مربع کامل است و جذرش 17424 درست است، عدد 4 ی هبنابراین گزین
  .باشد نمی  نیز هست ولی عکس این مطلب درست9 باشد آنگاه مضرب 3 مربع کامل باشد و مضرب a اگر :نکته  

  6مضرب 

  مضرب

  مضرب

 مضرب

  مضرب
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    نظریه اعداد :دومفصل

  .باشد نمی نیز هست ولی عکس این مطلب درست 25 باشد، آنگاه مضرب 5 مربع کامل باشد و مضرب a اگر :نکته  
  ) ولی عکس آن درست نیست (3k+1 است یا به صورت k 3 هر عدد مربع کامل یا به صورت :نکته  
  ) کس آن درست نیستولی ع (4k+1 است یا به صورت  k 4هر عدد مربع کامل یا به صورت :نکته  
 عوامل اول آن زوج باشد، ضمناً ی ه شرط اینکه عددی مربع کامل باشد، آنستکه در تجزیه اش به عوامل اول، توان هم:نکته  

  .عکس این مطلب نیز درست است
  : مربع کامل اند زیرا 10000,625,81,36اعداد : مثال 

   
2 2 6 4 4 436 2 3 ,729 3 ,625 5 ,10000 2 5= × = = = ×  

3عدد : تست  7 2A 21 15 14= ×   ، حداقل در چه عددی ضرب شود تا مربع کامل شود؟×
1(15×21    2( 35      3( 15×14       4( 21×14 

3                              :     پاسخ  7 2 2 10 7 5A (3 7) (3 5) (2 7) 2 3 5 7= × × × × × = × × ×   
  . بنابراین مربع کامل شودآن زوج شده و اول  عواملی ههم  ضرب شودتا توان35 یعنی 7 و در یک 5بنابراین کافی است در یک 

   باشند3 عوامل اول آن مضرب ی ه عددی مکعب کامل است که در تجزیه اش به عوامل اول، توان هم:نکته  
3            :  زیرا. مکعب کامل اند 216,1000,27, …اعداد: مثال  3 3 3 327 3 ,1000 2 5 ,216 2 3= = × = ×  

  : نمایش اعداد صحیح 
دسته (است ) دستگاه دهدهی (10بریم، دستگاه شمارش در مبنای  می    عداد صحیح به کاردستگاهی که معمولاً برای نمایش ا

 3 یکی، 6، منظور ما 2536نویسیم  می     به عنوان مثال وقتی) باشد می    …بندیها در این دستگاه ده تایی، صدتایی، هزارتایی و 
 در واقع بسط اعشاری یا دهدهی این عدد به صورت  هزارتایی است،ی ه دست2تایی و 100 ی ه دست5 تایی، 10 ی هدست
  : باشد  می    زیر

0 1 2 32536 6 10 3 10 5 10 2 10= × + × + × + ×  
این بوده که تعداد ) 10 ی هدر پای (10کی از مهمترین دلایل نمایش اعداد در دستگاه دهدهی یا به اصطلاح در مبنای ی هالبت

ح در مبناهای غیر از ده نیز، هم در گذشته و هم در حال وجود  تا بوده است، نمایش اعداد صحی10انگشتان دست هر انسان 
، نام برد که مسلمانها فکر ی اسلامی وجود داشته  دورهتی که در ریاضیاتشصتوان از دستگاه شصت  می    داشته به عنوان مثال

نام برد که مبنای ) 2ش اعداد در مبناینمای( توان از دستگاه دودویی می     آن را از بابلیها گرفتند و آن را کامل کردند، همچنین
4باشد، به عنوان مثال حاصل عدد  می     محاسبات کامپیوتری 3 2 1 01 2 0 2 1 2 1 2 0 2× + × + × + × + باشد، به  می    22 که برابر ×

د توان می    1 لازم به ذکر است که هر عدد طبیعی بزرگتر از 10110:  عبارتست از 2 در مبنای 22این معناست که نمایش عدد 
  . زیر را بیان کردی هتوان قضی می    رار بگیرد، در حالت کلیقمبنای عدد نویسی 

  : توان به صورت منحصر به فردی به شکل زیر نوشت  می     را A عددی طبیعی باشد، آنگاه هر عدد طبیعیb>1اگر : قضیه 
2 n 1 n

0 1 2 n 1 nA a a b a b ... a b a b−
−= + + + + +  

}=یعدد صحیح حساب( عددی صحیح و نامنفی nکه در آن }(W : ،داریمi=0,1,2,…n بوده و برای هر=...,0,1,2,3
n ia 0,0 a b 1≠ ≤ ≤  از b در مبنای Aگوئیم، در این حالت برای نمایش عدد می    b را یک رقم در مبنای ها  ai، در واقع هر یک از−

nنماد n 1 2 1 0 b(a a ...a a a   .کنیم می     ، استفاده−(
n به صورت b در مبنایAنگر آن است که اگر عددی مانند این قضیه بیا n 1 2 1 0 b(a a ...a a a  را به صورت  Aتوان می     باشد،−(

  . نوشت bتوانهایی از مبنا یعنی
  .کنیم می     سمت راست و پائین عدد خودداریی ه باشد، از نوشتن مبنا در گوش10معمولاً، اگر مبنای عددی 

کنیم، به عنوان مثال برای نمایش هر  می     استفادهm-1,…,2,1,0 از ارقام m  (m∈N)عدد در مبنای برای نمایش هر :نکته  
 و به همین ترتیب برای نمایش هر 2,1,0، فقط از ارقام 3ی ا، برای نمایش هر عدد در مبن 1و   0، فقط از ارقام2عدد در مبنای 
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   نظریه اعداد :دومفصل

  .کنیم می     استفاده 9و   2,1,0,…  فقط از ارقام10عدد در مبنای 
 رقم بوده و از نمادهای متفاوتی برای نمایش 10، تعداد ارقام مورد استفاده بیش از 10 در مبناهای بزرگتر از : مهم ی هنکت 

به ترتیب  (F,E,D,C,B,A را به ترتیب با نمادهای 9 باشد، ارقام بزرگتر از 10کنند، اگر مبنا بزرگتر از  می    عدد استفادهارقام 
  .دهند می     نمایش) 15 و رقم 14رقم ،  13، رقم 12، رقم 11، رقم 10م نمایش رق

A,9,...,0,1,2,3                                :یعنی  10,B 11,C 12,D 13,E 14,F 15= = = = = =  
  

:  قراردادها : مهم ی هنکت 
(1

(2







  

   را بیابید؟(10A2B)13نمایش دهدهی عدد : مثال 
0 1 2 3 14

13(10A2B) B 13 2 13 A 13 0 13 1 13

B 26 A(169) 0 1(28561)

11 26 1690 28561 30278

= × + × + × + × + ×

= + + + +

= + + + =

  

 یکی است درست است که ظاهراً 10 در مبنای 30278 با ارزش عدد 13 در مبنای10A2Bاین بدان معناست که ارزش عدد 
  .دو عدد با هم متمایزند، اما به این نکته هم توجه داشته باشید که هر چه مبنا بزرگتر باشد، ظاهر عدد کوچکتر میشود

  ر دهدهی به دهدهی دیل دستگاه غیتب
کافی است مشابه مثال قبل، عدد .  داده شده باشد و بخواهیم آنرا به مبنای دهدهی تبدیل کنیم10هرگاه عددی در مبنای غیر از 

  .را در مبنای داده شده بسط داده ، حاصل را جمع کرده تا مقدار عدد در دستگاه دهدهی به دست آید
  دیل دستگاه دهدهی به غیر دهدهی تب

 داده شده باشد و بخواهیم آنرا به مبنایی غیر از ده تبدیل کنیم کافی است از روش تقسیمات متوالی 10هرگاه عددی در مبنای 
  .استفاده کنیم

   ببرید؟3 را به مبنای 281عدد : مثال 

3

281 3

27 93 3

11 93 31 3

9 0 30 10 3

2 1 9 3 3

1 3 1 281 (101102)

0

← ←

← → =

← ←

  

  .دقت کنید که باید حتماً ارقام رااز آخر به اول بنویسیم 

 
0 1 2 3 4 5

3(101102) 2(3) 0(3) 1(3) 1(3) 0(3) 1(3)

2 0 9 27 0 243 281

→ = + + + + +

= + + + + + =
  

 بر ده و سپس از 10 ابتدا عدد را به مبنای 10 به مبنای دیگری غیر از 10 برای تبدیل عددی در مبنایی غیر از : مهم ی هنکت 
  .بریم می     به مبنای خواسته شده10مبنای 

  
  

  . است2مبنا همیشه عددی طبیعی و بزرگتر یا مساوی 
  

  .هیچ رقمی نباید بیشتر از مبنا و یا مساوی آن باشد

 امتحان جواب
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    نظریه اعداد :دومفصل

  ببرید؟ 4 را به مبنای 2(1011101)عدد : مثال 
0 1 2 3 4 5 6

2 4

1011101 1(2) 0(2) 1(2) 1(2) 1(2) 0(2) 1(2)

1 0 4 8 16 0 64

93
93 4

92 23 4

1 20 5 4

3 4 1 (1011101) (1131)

1

= + + + + + +

= + + + + + +

=

← ⇒ =

← ←

  

   : 4 به عدد در مبنای 2 مستقیم عدد در مبنای تبدیل
 حساب کرده، عدد به 2سپس هر دو رقم را در مبنای ، برای این منظور ارقام عدد را از سمت راست،دو رقم دو رقم جدا کرده 

  .نویسیم ، به مثال زیر توجه کنید می     4دست آمده را به عنوان یک رقم در مبنای
  

 : مثال 

2 4

2 2 2 2 4

4

(1011101) (?)

1,01,11,01 ((1) (01) (11) (01) )

1 1 3 1 (1131)

↓ ↓↓ ↓

=

=

= =

  

   : 8 به عدد در مبنای 2تبدیل مستقیم عدد در مبنای 
 حساب کرده، عدد 2برای این منظور ارقام عدد را از سمت راست، سه رقم سه رقم جدا کرده، سپس هر سه رقم را در مبنای 

  .نویسیم، به مثال زیر توجه کنید می     8به دست آمده را به عنوان یک رقم در مبنای 
2 8

2 2 2 8

8

(1011101) (?)

1,011,101 ((1) (011) (101) )

1 3 5 (135)

↓ ↓ ↓

=

=

= =

  

 رقم را در nجدا نموده و هر رقم  nرقم n  ، از سمت راست 2n به مبنای2 برای تبدیل مستقیم اعداد از مبنای : مهم ی هنکت 
  .نویسیم می      2n حساب کرده، عدد به دست آمده را به عنوان یک رقم در مبنای2مبنای 
 است،  … و8 یا 4 به مبنای 2 مشابه تبدیل اعداد از مبنای … و n3 یاn2به مبنایn تبدیل مستقیم اعداد از مبنای: م  مهی هنکت

  .25 به مبنای 5 یا تبدیل مستقیم عدد از مبنای 9 به مبنای 3به عنوان مثال تبدیل مستقیم عدد از مبنای 
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   نظریه اعداد :دومفصل

   8 به مبنای 16تبدیل از مبنای 
  :مثال

2 2 2 2 2

16 8

16 16

(1010) (0011) (0001) (1110) (1,010,001,100,011,110)

(A31E) (?)

(A31E) (10 , 3 , 1 , 14)
↓ ↓↓ ↓

= =

=

=  

2

14 2

14 7 2

0 6 3 2

1 2 1 14 (1110)

1

← ⇒ =

← ←

 

2

10 2

10 5 2

0 4 2 2

1 2 1 10 (1010)

0

← ⇒ =

← ←

 

(1)

2 2 2 2 2 2

8

(1) (010) (001) (100) (011) (110)

1 2 1 4 3 6 (121436)
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

=

= =
  

  کدام است؟  aشود،  نمایش داده می246 به صورت  a در مبنای132عدد : تست 
1(8     2( 9      3( 7        4( 6  

2
2 2

a

a 9

a 7

132 (246) 132 6 4a 2a a 2a 63 0

(a 9)(a 7) 0

÷

=− →

=

= → = + + ⇒ + − =

+ − = ⇒<
  

  . درست است3لذا گزینه ی 
 کدام است؟ ، 4 در مبنای 0/56عدد : تست 

1( 31
119

    2( 32
123

        3( 31
122

        4( 32
121

  

  . درست است 3گزینه 
4

4
4

4

4

(32)56 14 320 / 56 ( )
100 25 (121) 121

25 4

24 6 4 25 (121)

1 4 1

2
14 4

12 3 14 (32) ,

2

= = = = ⇒

→ =

← ←

→ =

←

  

  
  
  
  

  غ ق ق    مبنا نمی تواند منفی باشد
 ق ق                                        

)۱( 
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    نظریه اعداد :دومفصل

3)4عدد : مثال    رید؟ بب10 را به مبنای (12/
1 2 3 1 2

4
2 3(3 /12) 3 1 4 2 4 2 4 ... 1/ 23 1 1 2(10 ) 3(10 )

10 100
1 1 13 2( ) 2( ) ...
4 16 64

13 1 1 12( ...)
4 16 64 256

13 a2( )
4 1 q

1
13 13 1 40 10162( )14 4 12 12 31

4

− − − − −= + × + × + × + ⇐ = + + = + +

= + + + +

= + + + +

= +
−

= + = + = =
−

  

4 در تساوی xرقم : تست  8(3 /12) (3 / )= x کدام است؟   
1(3     2( 5      3( 1        4( 7 

  : می بریم10هر دو عدد را به مبنای : پاسخ
4 8

1 2 1

(3 /12) (3/ x)
1 2 x3 1(4) 2(4) 3 x(8 ) 3 3
4 16 8

1 1 x 3 x x 3
4 8 8 8 8

− − −

=

+ + = + ⇒ + + = +

+ = ⇒ = ⇒ =

  

(110)2هرگاه : تست  (36)=x x ، x کدام است؟  
1(5     2( 9      3( 7        4( 6 

                                         

2
x 2x

2 x 1
cx 6

a

(110) (36) 0 x x 6 3(2x)

x 5x 6 0 a c b =−
−

= =

= ⇒ + + = +

− − = ⇒ + = <  

  
5جمع  حاصل: تست  5 5(34) (23) (14)+  :  برابر است با +

1 ((121)5              2 ((131)5             3((221)5       4((111)5    
  

  

                                  

5 5 5

5

(34) (23) (14) 19 13 9 41
41 5

40 8 5

1 5 1 (131)

3

←
→ + + = + + =

→

← ←

 

 :  برابر است با  aدر مبنایa3–a2+1  باشد، نمایش عدد1 عددی طبیعی و بزرگتر از  aهرگاه : تست 

1 (a(10(a 1))−       2 (a(100(a 1))−    3 (a((a 1)001)−    4 (a((a 1)01)− 

  غ ق ق 
  ق ق

12     
34 
23 
14 

131 

  روش مستقیم

  روش غیرمستقیم

:یادآوری

 با استفاده از فرمول حد مجموع تصاعد هندسی

:پاسخ

+
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   نظریه اعداد :دومفصل

  .کنیم می     ، از تقسیمات متوالی استفادهa است و برای تبدیل آن به مبنای 10 در مبنای  a3-a2+1عدد : اسخ پ
3 2

2

a

a a 1 a

1 a a a

0 a 1 ((a 1)01)

− +

−

← ← − → −

 

 a+b+c+d برابر باشد، حاصل ddd رقمی با عدد طبیعی سه ab و cb رقمیهرگاه حاصلضرب دو عدد طبیعی دو : تست 
 کدام است؟

1(18     2( 15      3( 21        4( 24 
  :پاسخ 

 

3 9 27

ab cb ddd ab cb d 10d 100d 111d d(3 37)

ab 37 a 3, b 7
ab cb 37 3 d

cb 3 d c7 3 d

c 2
a b c d 3 7 2 9 21

d 9

× =

× = ⇒ × = + + = = ×

 = ⇒ = =⇒ × = × × ⇒ 
= × ⇒ = ×

=
⇒ ⇒ + + + = + + + = =

  

ab داریم که abمانند  رقمی 2چند عدد : تست  ba+مربع کامل باشد؟  
1(7         2( 6          3( 8            4( 9 

  : پاسخ 
                ab ba b 10a a 10b 11a 11b 11(a b)+ = + + + = + = +  

 جفت رقم باشند که عبارتند 8توانند  می    b و a ، لذا a +b =11مربع کامل باشد باید داشته باشیم  (a+b)11برای اینکه عبارت 
   (5,6)، (6,5)، (4,7)، (7,4)، (3,8)، (8,3)، (2,9)،   (9,2): از 
  . هر مربع کاملی در مبناهای دیگر نیز مربع کامل است:نکته  

  . است 11 مربع کامل است و جذرش10 در مبنای 121عدد : مثال 
  :  برابر است با 5این عدد در مبنای 

5

121 5

10 24 5

21 20 4 121 (441)

20 4

1

⇒ =

←

←

  

 11که برابر  (10 در مبنای 121 است دقت کنید که جذر عدد 21 مربع کامل است و جذرش برابر 5 در مبنای 441اما عدد 
511               .است برابر است ) 21که برابر  (5 در مبنای 441با جذر عدد متناظرش یعنی ) است (21)= 

  اعداد اول  
بارت دیگر گوئیم، به ع می     و خودش، بر هیچ عدد دیگری بخشپذیر نباشد، عدد اول1هر عدد طبیعی بزرگتر از یک را که جز بر 

 ( pگوئیم، برای نمایش یک عدد اول، از حرف می    هر عدد طبیعی که تنها دو مقسوم علیه مثبت متمایز داشته باشد را عدد اول
  کنیم می     استفاده )  prime numberعدد اول(

  )تجزیه پذیر(عدد مرکب 
ه عبارت دیگر هر عدد طبیعی که بیش از دو مقسوم علیه گوئیم، ب می     را که اول نباشد، عدد مرکب1هر عدد طبیعی بزرگتر از 

  .گوئیم می    مثبت متمایز داشته باشد را عدد مرکب
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    نظریه اعداد :دومفصل

  . نه اول است و نه تجزیه پذیر1 عدد :تذکر مهم  
ول  اعداد ای ه ، غیر اولند و لذا کلی2 اعداد زوج بزرگتر از ی ه است، به عبارت دیگر، کلی 2 تنها عدد اول زوج :تذکر مهم  

  . ، فردند2بزرگتر از 
  
  
  

  است، مجموع آنها چقدر است؟482حاصلضرب دو عدد اول : تست 
1(243     2( 327       3( 247        4( 323  

 شده است، پس یکی از دو عدد اول، حتماً زوج و دیگری حتماً فرد بوده 482چون حاصلضرب دو عدد اول، عدد زوج : پاسخ 
 بوده است و لذا 2 قبل یکی از دو عدد اول حتماً ی ه، بنابراین با توجه به نکت)زوج × فرد = ج توجه داشته باشید که زو(است 

  243=241+2:  و بنابراین مجموعشان برابر است با 482 ÷ 241= 2: دیگری برابر است با
  است، حاصلضرب آنها کدام است؟103مجموع دو عدد اول : تست 

1(441     2( 196     3( 321    4( 202 
 شده است، پس یکی از دو عدد اول، حتماً فرد و دیگری حتماً زوج بوده است 103چون مجموع دو عدد اول، عدد فرد : پاسخ 

گری  بوده است و لذا دی2 فوق یکی از دو عدد اول، حتماً ی ه، بنابراین با توجه به نکت)فرد + زوج = فرد : توجه داشته باشید که (
103: برابر است با  2 101− =  

  2×202=101:  و بنابراین حاصلضربشان برابر است با 
  . مقسوم علیه صحیح دارد4و ) مثبت ( مقسوم علیه طبیعی 2 هر عدد اول : مهم ی هنکت 

  کدام است؟ xy باشد، آنگاه x2-y2=17 دو عدد طبیعی و y و xهرگاه : تست 
1(27       2( 17          3( 72            4( 84 

    : پاسخ 
x,y

2 2 x y 1 x 9
x y 17 (x y)(x y) 1 17

x y 17 y 8
xy 72

∈ − = = 
− = ⇒ − + = × ⇒ → + = = 

⇒ =

`

  

  .باشند می    3 و 2 تنها اعداد اول متوالی : مهم ی هنکت 
  . ،مرکب است n!+1،n!+n هر عدد بین :نکته  
2، وقتی  n !+r هر عدد به صورت :نکته   r n≤ r ، مرکب است زیرا ≥ n! r+   

  . بخش پذیرند3,2,…,100 مرکبند، زیرا به ترتیب بر 2+!3,100+!100,…,100+!100 اعداد ی هکلی: مثال 
6kتوان به صورت  می     را3ثابت کنید هر عدد اول بزرگتر از : تمرین    . نوشت1±

  )عکس این مطلب، درست نیست(
   :  تقسیم داریمی هطبق قضی: اثبات 

       

a 6k
a 6k 1

a 6k 2

a 6k 3

a 6k 4

a 6k 5 6k 1

= ⇒ ⇒

= +

= + ⇒ ⇒

= + ⇒ ⇒

= + ⇒ ⇒

= + −

  

  6ضرب م

  2مضرب 

  3مضرب 

  2مضرب 

  یا
  اول نیست

  اول نیست

  اول نیست

  اول نیست

` 
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   نظریه اعداد :دومفصل

   k-1 6 باشد یا  k+1 6 باشد باید یا به صورت  3 یک عدد اول بزرگتر از  aبنابراین اگر 
 بخواهداول باشد باید یا به  a>3 ، لذا اگر5 است یا 1 یا 6 ، بر  3 تقسیم هر عدد اول بزرگتر ازی ه باقیماند:نتیجه  

  . نباشد، اول نیست6k-1 یا  6k+1  که به صورت 3 و در نتیجه هر عدد بزرگتر از 6k-1 یا  باشد، 6k+1صورت
   : هستند بنابراین داریم3 اعدادی اول و بزرگتر از 53,… ، 17 ، 7اعداد : مثال 

7 6(1) 1, 17 6(3) 1, 53 6(9) 1= + = − = −  
  2 اعداد اول بزرگتر ازی هشت، زیرا کلی نو4k+3 یا  k+1 4توان به صورت  می     را  2 اعداد اول بزرگتر از ی ه کلی:  نکته  

  .                   نوشت4k+3 یا  k+1 4توان به صورت  می    فردند و همانطور که قبلاً دیدیم، هر عدد فرد را
  . ، حداقل یک مقسوم علیه اول دارد1– یا 1هر عدد صحیح به جز : قضیه 
  : اقلیدس ی هقضی

  .به عبارت دیگر، بینهایت عدد اول وجود دارد اعداد اول نامتناهی است، ی همجموع
} اعداد اول متناهی بوده و کل اعداد اول عبارت باشند از ی هکنیم مجموع می    فرض) برهان خلف : ( اثبات  }

21 np , p ,..., p ، 
1: کنیم  می     را در نظر میگیریم و فرض1 ی هاکنون حاصلضرب این اعدد اول بعلاو 2 nm p p ...p 1=  ، این عدد یک عدد طبیعی +

n اعداد اول ی هو بزرگتر از هم 2 1p ,...p , pقبل، ی ه است، بنابراین طبق فرض خلف، این عدد یک عدد مرکب است، لذا طبق قضی 
اعداد اول عبارتند از دقت کنید که چون فرض کرده بودیم کل (نامیم  می     pjحداقل یک مقسوم علیه اول دارد که آنرا 

:pn…,p2,p1  لذا ،pjاکنون داریم )  باید یکی از همین اعداد باشد :  
j 1 2 j n

j j
j

j 1 2 j n j

p p p ...p ...p
p p

p m

p m p p ...p ...p p 1

⇒ 


− ⇒

  

 را عاد کند، لذا این تناقض است، پس فرض خلف باطل و حکم ثابت است، این 1تواند نمی یک عدد اول است و pjدقت کنید که 
  .بل از میلاد اثبات کرده استقسال   300قضیه را اقلیدس در حدود 

   : تاریخیای  هنکت
.  است 455,052,512 ، مساوی1010شده است که تعداد اعداد اول کوچکتر از ثابت )  شمسی1338 - میلادی(1959اخیراً 

  . اقلیدس کمک بیشتری بکندی هتواند در تداعی قضی می    نتایجی از این قبیل
 یا اول A باشد، ثابت کنید 1 ی ه ، بعلاو pرب تمام اعداد اول کوچکتر یا مساوی ، حاصلضAفرض کنید عدد طبیعی : قضیه 

  . دارد pاست یا مقسوم علیه اولی بزرگتر از
   ، مرکب باشد، لذا مقسوم علیه اولی غیر از Aکنیم که می     اول باشد که هیچ، یعنی حکم ثابت است لذا فرضAاگر : اثبات 

p ,….5,3,2 مقسوم علیه اول آن یکی از  دارد، چرا که اگر p,…5,3,2  باشد، آنگاه طبق آنچه در اثبات قضیه قبل دیدیم نتیجه 
Aمیشود که    . بزرگتر است p مقسوم علیه اول جدیدی دارد که ازAبنابراین .  که تناقض است1

این حاصلضرب یک واحد  ساوی هر عددی که البته به قبل و با ضرب اعداد اول کوچکتر یا می ه به کمک قضی: مهم ی هنکت 
  .توان اعداد اول جدیدی پیدا کرد می     اضافه کرده ایم،

2)                     : مثال  3) 1 7 (2 3 5) 1 31 (2 3 5 7) 1 211× + = × × + = × × × + =  
حتماً اول نیستند، ممکن است اول باشند و ممکن هم هست مرکب باشند . 1ی هدقت داشته باشید که حاصل ضربهای فوق بعلاو

  .که در صورت مرکب بودن، مقسوم علیه اول جدیدی دارند
ی غیر از یک و ها  ، یک واحد اضافه شود، تعداد مقسوم علیه100اگر به حاصلضرب تمام اعداد اول کوچکتر یا مساوی : تست 
   آن کدام است؟ 100کمتر از

  اول است  اول است اول است
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    نظریه اعداد :دومفصل

1(0     2( 1      3( 2        4( 3 
N قبل گفتیم که عدد ی هطبق قضی: پاسخ  (2 3 5 ... 97) 1= × × × ×  دارد لذا 97 یا اول است یا مقسوم علیه اولی بزرگتر از+

  . صحیح است1 ی هگزین
 دارد، به عبارت n)جذرش( مرکب باشد، آنگاه حداقل یک مقسوم علیه اول کوچکتر یا مساوی ی عدد nاگر:  مهم ی هقضی

  .اشد، باید حداقل یک مقسوم علیه اول کوچکتر یا مساوی جذرش داشته باشددیگر، اگر عددی بخواهد اول نب
ا ی باشد و هیچ مقسوم علیه اول کوچکتر  1 عددی طبیعی و بزرگتر از nهرگاه ) :  قبلی هعکس نقیض قضی (: مهم ی هنکت 

  . حتماً اول است nنداشته باشد، آنگاه) جذرش (nمساوی 
   عددی اول است؟ 401آیا : مثال 

401 20
20 2,3,5,7,11,13,17,19→
�  

              . بر هیچکدام از اعداد اول فوق بخشپذیر نیست لذا اول است401چون عدد 
343                                             اول است؟ 343آیا عدد : مثال  18�  

  18اعداد اول کوچکتر یا مساوی =  2,3,5,7,11,13,17   .ت بخش پذیر است لذا اول نیست و مرکب اس7 بر 343چون عدد 
  

  :نستِغربال اراتُ
 را یافت، در واقع کافی است مضارب اعداد اول کوچکتر  n تا هر عددی مانند 2توان اعداد اول از می     قبل،ی هبا استفاده از قضی

کرد، اعداد باقیمانده، همگی اول خواهند بود، این روش غربال کردن اعداد مرکب،  حذف n تا 2 را از بین اعداد ازnیا مساوی 
  .از یک جدول اعداد، به غربال اراتستن معروف است

   را بیابید؟ 100 تا  2اعداد اول از: مثال 
100چون : پاسخ  کنیم، اعداد باقیمانده همگی اول  را حذف 7,5,3,2 ، مضارب 100 تا  2 لذا اگر از بین اعداد از=10

  .خواهند بود
  اعداد اول به کدام صورت متناهی است؟ ی همجموع: تست 

1 (4k+1      2 (4k+2         3 (4 k+3        4 (6 k-1   
 4k+2توان آنرا به صورت  می     است که البته2 زوج است و تنها عدد اول زوج  4k+2 صحیح است زیرا 2 ی هگزین: پاسخ 
  2+(0)4=2:  نوشت 

    p =3k ±1 باشد، آنگاه 3 عددی اول و بزرگتر از  p هرگاه :نکته  
   : نرسِعدد مِ
  .گویند می ن را عدد مرسMn=2n-1عدد 

 Mn عدد n=23 یا  n=11عکس ایـن مـطلب درسـت نیست، چرا که به ازاء( نیز اول است  n اول باشد، انگاهMnاگر : نــکته 
  )  مرکبند1-1,211-223مرکب است،  در واقع 

  : عدد فرما 
  . گویند می      را عدد فرماFn=2n+1عدد 

 مرکب است، Fn ، عدد n=25عکس این مطلب نادرست است، چرا که به ازاء ( است  2 توانی ازn  اول باشد، آنگاه Fnاگر : نـکته 
522در واقع  322 یا +1   )  مرکب است+1

 کدام عدد اول است؟ : ت تس
1 (1372+2         2 (712+2           3 (253+1            4 (28+1   

   کوچکتر یا مساوی اولاعداد
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   نظریه اعداد :دومفصل

  مضرب

 قبل از عدد مرسن باید به ی ه است لذا طبق نکت3 عددی اول و بزرگتر از71 اول نیستند ، چون  2,1یها گزینه: پاسخ 
  : بنابراین داریم ) 1-(24)3=71در واقع ( باشد  3k±1صورت

2 2 2 2

3

71 9k 6k 1 71 2 9k 6k 3 3q= ± + ⇒ + = ± + =��	�
  

  2 باید به صورت توانی از 53 نیز اول نیست، چرا که در این صورت1+253ضمناً.  نیز اول نیست2+1372به همین ترتیب 
  .باشد که نیست

  :اعداد اول دوقلو
  واحد از یکدیگر فاصله دارند مانند اعداد  2 اعداداول ازیکدیگرمتفاوت است،گاهی تنهای هفاصل

 واحد است، به اعداد اول دوقلو موسومند، 2، این چنین اعداد اولی که اختلافشان از یکدیگر31,29-19,17-13,11-7,5-5,3,…
باشد،  می    8000 بالغ بر 106 و نیز دوقلوهای کوچکتر از 1000 بالغ بر  100,000تعداد ازواج اعداد اول دوقلوی کوچکتر از

 1351 – میلادی (1972 76×3139+1و 76×1-3139:عبارتست ازبزرگترین زوج اعداد اول دوقلو که تاکنون شناخته شده است، 
  )شمسی

 نامتناهی است، ولی هنوز ی ه ازواج اعداد اول به صورت فوق، یک مجموعی هبسیاری از ریاضی دانان معتقدند که مجموع
  .انده است باقی م(open) باز ی هکسی قادر به اثبات این مدعا نشده است و این مساله همچنان به عنوان یک مسال

  )  باخ–لد گُحدس (
هر «  طی یک نامه به لئونارد اول، ریاضی دان سوئیسی، احتمال داد که 1742کریستیان گلد باخ، ریاضی دان روسی، در سال 

ند، کامپیوترها این احتمال را تا یک میلیون عدد تائید کرده ا» تواند حاصلجمع دو عدد اول باشد می     ، 2عدد مثبت زوج بزرگتر از
. تقسیم شد» احتمال ضعیف«و » احتمال قوی« ی او به دو ایده، ها اما کسی آن را رسماً تائید نکرده است، از دوران گلد باخ، ایده

تواند به عنوان  می      7هر عدد بزرگتر از« کند که  می ناحتمال قوی، ادعای اول بود که در بالا ذکر شد و احتمال ضعیف، بیا
  »ول قرار بگیردحاصلجمع سه عدد ا

   )م.م. ب(بزرگترین مقسوم علیه مشترک 
  :  مشترک دو عدد ی همقسوم علیه مشترک یا شمارند

d گوئیم هرگاه b و  a را یک مقسوم علیه مشترک دو عددdعدد  b,d a   
5چون : مثال  45,5   . است45– و  20 یک مقسوم علیه مشترک دو عدد 5 ، لذا−20

  :مقسوم علیه مشترک سه عدد 
dگوئیم هرگاه  c وb وa  را یک مقسوم علیه مشترک سه عددdعدد  e,d b ,d a   
3چون : مثال  21,3 9,3   . است 21و9و 6 یک مقسوم علیه مشترک سه عدد 3 ، لذا6

  :م.م.ب
  گوئیم هرگاه  bو   aک دو عدد را بزرگترین مقسوم علیه مشترdعدد طبیعی 

1 (d یک مقسوم علیه مشترک a  وb باشد یعنی d b,d a   
2 (d از هر مقسوم علیه مشترک دیگر a  وb بزرگتر باشد، یعنی  :                 m d≤  یا

m : m a,m b m d∀ ⇒  
  .گویند می     م آن دو عدد.م.ی مثبت دو عدد را بها  مقسوم علیهی هموعبه عبارت دیگر، عضو انتهای مج

a یا  (a,b) را با نمادهای b,aبزرگترین مقسوم علیه مشترک دو عدد bΠو معمولاً آنرا با حرف دهند می      نمایشd  
 .دهند می    نمایش
   را بیابید؟44 و 12بزرگترین مقسوم علیه مشترک دو عدد: مثال 

 مضرب
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    نظریه اعداد :دومفصل

  12ی مثبت ها مقسوم علیه          {,1,2,3,4,6,12}=                         : روش اول 
  44ی مثبت ها مقسوم علیه{1,2,4,11,22,44}=

  44و 12 ی مشترکها مقسوم علیه{1,2,4}=
  44و 12بزرگترین مقسوم علیه مشترک 4=

   م  .م.ب=  عاملهای مشترک با نمای کمتر  =  22 = 4                               :    روش دوم 
2

2

12 2 3
44 2 11

 = × ⇒
= ×

  

  ) : آلگوریتم اقلیدس یا تقسیمات متوالی: ( روش سوم 
=d=4مخالف صفری ه آخرین باقیماند  ⇒   

  
  خارج قسمت  3  1  2
4  8  12  44  
  باقی مانده  8  4  0

                                                                         d 
  . بر آن بخشپذیرند44 و 12 بزرگترین عددی است که هر دو عدد  4توجه کنید که عدد

a هرگاه : مهم ی هنکت  b آنگاه ،  :(a, b) a=   
6                                                                                                                  :  مثال  12 ( 6,12) 6 6− ⇒ − = − =  
م هر عدد اول .م.، بنابراین ب)p و دیگری1یکی( ، تنها دو مقسوم علیه مثبت دارد،  p چون هر عدد اول مانند : مهم ی هنکت 

   1=(p,a)   یا p:                                                                             یعنی pست یا ا1 ، یا  a با هر عدد صحیح مانندpمانند 
   1=(3,8) ,  3=(3,9)      ,1=(3,14)   3=(3,33),…: مثال 
    1=(p,q): دو عدد اول متمایز باشند، آنگاه q و  pهرگاه: نکته 
   1=(7,11)  ,     1=(13,19),…: مثال 
(a,0):  آنگاه  a≠0 هرگاه :نکته   a :=   

): مثال  10,0) 10 10, (6,0) 6− = − = =   
 که هر دو با هم صفر نیستند، کوچکترین عضو b و a بزرگترین مقسوم علیه مشترک دو عدد صحیح: مهم ۀقضی 

} ی ه  یعنی عضو ابتدای مجموعb و  a ترکیبات خطی مثبت ی ه همی همجموع }s ma nb 0 : m, n= + >  است، به عبارت [∋
  )ضمناً این ترکیب خطی منحصر به فرد نیست(م دو عدد، کوچکترین ترکیب خطی مثبت آن دو عدد است .م.دیگر، ب

} ی هعضو ابتدای مجموع: تست  }S 28x 42y 0 : x, y= + >    کدام است؟[∋
1 (8         2 (7         3 (2         4 (14   

                           d = Min(S)=(28,42)=14:  وق داریم طبق قضیه ف: پاسخ 
  ) : بزوی هقضی(  مهم ی هنتیج

  d = sb + ma          : وجود دارند به طوریکه  sو    mاعداد صحیح نامنحصر به فرد  ، آنگاه)d)=b,aهرگاه 

                                             : مثال 
1(8) ( 1)6 2

(6,8) 2 ( 2)8 3(6) 2
+ − == ⇒  − + = ## #

  

را  bو a ی مشترک دو عددها  مقسوم علیهی ه ، بقی ma +sbیافت که حاصلای  هرا به گون  sو  mتوان  نمیاه  هیچگ:نکته  
  .بسازد

  .کنیم می    استفاده) اقلیدسی( آلگوریتم اقلیدس ی ه بزو، از قضیی هدر قضی  sو  m در اعداد بزرگ برای یافتن :تذکر مهم  

44 12  
36 

8  
3  

12 8  
8 
4  

1  
8 4  
8 
0  

2 
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   نظریه اعداد :دومفصل

  ) مقسوم علیه و مقسوم) = (باقیمانده و مقسوم علیه( ، یا (b,r)=(a,b):  ، آنگاه  a=bq+rهرگاه :  قضیه 
,b): کنیم  می    فرض: اثبات  r) d , (a,b) d′= d: کنیم  می     ثابت= d′=   

N

(b,r) d

r

(a ,b) d

a

d a d a d r
(a, b) d d a bq d d (1)

d b d bq d b

d b d bq d a
(b, r) d d bq r d d (2)

d r d r d b

(1), (2) d d

′=

=

      ′= ⇒ ⇒ ⇒ − ⇒ ⇒ ≤   
     


′ ′ ′     ′ ′ ′= ⇒ ⇒ ⇒ + ⇒ ⇒ ≤   ′ ′ ′    
′⇒ =

�	


  

 قسوم و مقسوم علیه کدام است؟م م.م. باشد، ب18 تقسیم ی ه ، باقیماند24 بر  aاگر در تقسیم عدد: تست 
1 (6            2 (1            3 ((a,18)        4 (72  

   6=(24,18)=(a,24)                   :  قبل داریم ی هطبق نکت: پاسخ 
  

  :  آلگوریتم اقلیدس ی هقضی
  :  دو عدد طبیعی باشند، در این صورت bوaفرض کنید 

  :  وجود دارند به طوریکه  qn , …,q1,q0, rn , …,r2,r1یی از اعداد صحیح نامنفی مانند ها دسته) الف
0 1 1

1 1 2 2 1

n 2 n 1 n 1 n n n 1

n 1 n n n 1

a bq r , 0 r b
b r q r , 0 r r

r r q r , 0 r r
r r q , r 0

− − − −

− +

= + ≤ <
 = + ≤ <

 = + ≤ <

= =

#  

  . است bو aم اعداد .م.، ب) مخالف صفری هیعنی آخرین باقیماند (rn) ب
,n(a: وجود دارند به طوریکه   sو  mدو عدد ) ج b) r ra sb= = +����	���
   

 صفر ی هدهد، در واقع در هر مرحله که به باقیماند می    عدد به دستم دو .م. این قضیه، روشی برای یافتن ب:تذکر مهم  
  . غیر صفر استی ه ، آخرین باقیماند b,aم .م. غیر صفر قبلی است، به عبارت دیگر، بی هم دو عدد، باقیماند.م.برسیم، ب

 را m وs س به کمک آن، اعداد صحیح را بیابید و سپ42 و  150م دو عدد.م. آلگوریتم اقلیدس، بی هبا استفاده از قضی: مثال 
   m(150)+s(42)=(150,42))ی بزو قضیه: (چنان بیابید به طوریکه داشته باشیم 

  

  م.م.ب                 
  
                                  (4)        (3)     (2)         (1) 

(1) 150 3(42) 24 (150,42) (42,24)

(2) 42 1(24) 18 (42,24) (24,18)

(3) 24 1(18) 6 (24,18) (18,6)

(4) 18 3 6 (18,6) (6,0) 6

= + ⇒ =

= + ⇒ =

= + ⇒ =

= × ⇒ = =

  

  
  
  
  

 قضیه ی بزو

150 42  42 24  
3  126 

24  
1  24 

18  
24 18  

1 18 
6=d  

18 6 
3 18

0  
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    نظریه اعداد :دومفصل

 .  زیر نمایش داد توان به صورت خلاصه در جدول می    تقسیمات فوق را
  خارج قسمتها  3  1  1  3
6  18  24  42  150  
  ها باقیمانده  24  18  6  0

  

                                                d    
  . بزو توجه کنیدی ه قضیs و m یافتن ی هاکنون به نحو

m s

(3) 24 1(18) 6 6 24 1(18)
(2) 24 1(42 1(24))

2(24) ( 1)42
(3) 2(150 3(42)) ( 1)(42)

2(150) ( 7)(42)

d (150,42) 2(150) ( 7)42
↓ ↓

⇒ = + ⇒ = −

− −
= + −

− + −
= + −

⇒ = = + −

  

عدد بزرگ دو که انیدحدس بزنید، بخصوص در مواردیبتو  است خودتانرا ممکن  sو  mشته باشیدکه اعداد توجه دا:تذکر 
  .نیستند

  )دو عدد نسبت به هم اول(دو عدد متباین 
   :   1=(a,b) باشد، یعنی1را نسبت به هم اول یا متباین گوئیم هرگاه بزرگترین مقسوم علیه مشترکشان  b وa دو عدد صحیح

  1=(8,15),1=(7,11),1=(13,20),…: مثال 
   بزو در حالت خاصی هیقض

    ma+sb=1 وجود دارند به طوریکه  sو  m ، آنگاه اعداد صحیح، منحصر به فرد 1=(a,b)هرگاه 
 حتماً  dنتیجه گرفت کهma+sb=d توان از تساوی  نمی بزو در حالت کلی برقرار نیست، یعنی ی ه عکس قضی:تذکر مهم  

(8)2                 :  است، به مثال زیر توجه کنید  b وaم .م.ب 5(6) 46+ = ⇒ (8,6) 46=  
 :  برقرار است یعنی  1=(a,b) بزو در حالت خاصی هاما عکس قضی

   بزو در حالت خاص ی هعکس قضی
   1=(a,b) ، آنگاه ma+sb=1: چنان وجود داشته باشد که داشته باشیم   sو  mهرگاه اعداد صحیح 

  : کرد  دو شرطی زیر را بیان ی ه قضیتوان بنابراین می
   ma+sb=1: چنان وجود داشته باشند که   sو  m نسبت به هم اولند اگر و تنها اگر اعداد صحیح b وaدو عدد صحیح : قضیه 
   1=(n,n+1): ثابت کنید هر دو عدد صحیح متوالی متباین اند یعنی : مثال 

شود که  می    و در حـالت خــاص نتیجه بـزی ه ، لذا طبـق عـکس قــضی 1=(n+1)(1)+(n)(1-)چـون : روش اول : اثبات 
(n,n+1)=1    
    d =1کنیم  می     ثابت d=(n,n+1): کنیم  می    فرض: روش دوم 

d

d n 1
(n,n 1) d

d n

d n 1 n d 1 d 1
∈

 ++ = ⇒ 


+ − ⇒ ⇒ =
`
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   نظریه اعداد :دومفصل

    1=(n-2,4n2-5n-4 ) یا 2                                   :  ثابت کنید : مثال 
  d=1یا d=2 :کنیم می     ثابت d=(n-2,4n2-5n-4 ):کنیم  می    فرض: اثبات 

2
2

d n 2 d 4n(n 2)
(n 2, 4n 5n 4) d

d 4n 5n 4

 − → −− − − = ⇒ 
− −

  

2

2

2 2

d 4n 8n

d 4n 5n 4

d (4n 5n 4) (4n 8n) d 3n 4

d 3(n 2)
d n 2

d 3n 4

d (3n 6) (3n 4)

 −


− −

− − − − ⇒ −

 −⇒ − ⇒ 
−
− − −

  

                                    
d

d 2 d 2 d 1
∈

⇒ − ⇒ ⇒ =
`

   

,a) ، آنگاه ma+sb=t هرگاه :نکته   b) t   

d                                            : اثبات  a
(a,b) d d ma sb d t

d b

= ⇒ ⇒ + ⇒


  

   کدام است؟b وaم .م. ، ب[∋m,s و ma+sb=5هرگاه : مثال 
  هیچکدام) 4          5 یا 1) 3         5) 2         1) 1

maیا  5:   درست است زیرا 3 ی ه قبل، گزینی هطبق نکت: پاسخ  sb 5 d 5 d 1+ = ⇒ ⇒ =   
  
  
m,s) هرگاه : مهم ی هنکت  )ma sb 1∈ +   :  ، آنگاه [=

(a, b) 1
(m,s) 1
(m,b) 1
(a,s) 1

=
 =
 =
 =

  

  ، کدام نادرست است؟ m a +sb=1اگر بدانیم : تست 
1 ((a,b)=1       2 ((m,b)=1     3 (( a,s)=1        4 ((a,m)=1    

  .نادرست است 4 ی هگزین: پاسخ 
:  ثابت کنید  ،ma+sb=d: وجود دارند به طوریکه   sو  m بزو، اعداد صحیح ی ه ، آنگاه طبق قضیd=(a,b) هرگاه :نکته  

(m,s)=1 بزو باید نسبت به هم اول باشندی ه ، در واقع ضرائب قضی   

                                          :اثبات 
N N

d

a b

a bma sb d m s 1 ma sb 1
d d

÷

′ ′

′ ′+ = ⇒ + = ⇒ + =   

  

                                           (m,s)=1               
   ، کدام گزینه، حتماً درست است؟11=(a,b)هرگاه : تست 

1 (10a+5b=11   2 (8a+24b=11     3 (4a-8b=11     4 (17a-25b=11  

  طبق عکس فضیه ی بزو در حالت خاص

  یا2

- 
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    نظریه اعداد :دومفصل

    1=(25-,17):   صحیح است زیرا 4 ی ه قبل، گزینی هطبق نکت: پاسخ 
  کدام است؟ (12k+5,12K-1)حاصل : تست 

  6 یا 3 یا 2 یا 1)4        3 یا 1فقط ) 3        6فقط ) 2        1فقط ) 1
  : راه اول :  پاسخ 

d 12k 5
(12k 5,12k 1) d

d 12k 1

d (12k 5) (12k 1) d 6 1  2   3  6

 ++ − = ⇒ 
−

+ − − ⇒ ⇒

  

    d=1 یا 3 بنابراین  d ≠2,6 فرد است لذا 12k-1اما چون 
a                                               :یادآوری  cیاa bc ⇒a b  

                       12 | 6,12 | 12ولی 4 6 4×  
,a) هرگاه  :لم اقلیدس b) 1,a bc= آنگاه ،  a c   

  .کند می    ، حتماً دیگری را عاد)متباین باشد(کی اول باشد ی هیعنی هرگاه عددی حاصلضرب دو عدد را عاد کند و نسبت ب
 :ثبات ا

c

c

(a, b) 1 m,s : ma sb 1

mac sbc c

a a a mac

a bc a sbc

a | mac sbc a c

×

= ⇒ ∃ ∈ + =

⇒ + =

  ⇒ 
  

+ ⇒

]

��	�


  

pاشد و داشته باشیم  یک عدد اول ب p هرگاه: مهم ی هنتیج abآنگاه ، p a  یاp b   

pاگر : اثبات  aکنیم که  می     ، حکم ثابت است لذا فرضp |aدر نتیجه (p,a)=1  لذا داریم ، :       
p ab

p b
(p,a) 1
 ⇒

=
  

pهرگاه : تست ab59: و داشته باشیمp-31a=1 ی ه،کوچکترین عضو مثبت مجموع{ }A mp sb : m,s= + ، کدام [∋
  است؟

1 (b           2 (p          3 (1            4 (a    
  : پاسخ 

(p,a) 1
59p 31a 1 p b (p, b) 1

p ab

Min(A) (p, b) 1

=− = ⇒ ⇒ ⇒ =


⇒ = =

  

   صحیح است3 ی هلذا گزین
  .  ترکیبات خطی مثبت آن دو عدد استی ه همی هم دو عدد، کوچکترین عضو مجموع.م.دانیم ب می    از قبل: ادآوری ی
np اول باشد و  p هرگاه :نکته   a آنگاه p a   
  کند  می    ت کم یکی از آنها را عاد یک عدد اول باشد و حاصلضرب چند عدد را عاد کند، دسp هرگاه :نکته  
k هرگاه  : مهم ی هنکت  , (a,b) d∈    kd=(ka,kb):  ، آنگاه `=

  لم اقلیدس

  لم اقلیدس  طبق عکس بزو

 بزو

 یا یا یا
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   نظریه اعداد :دومفصل

(6,8)                            : مثال  2 (2 6,2 8) 2 2 (12,16) 4= ⇒ × × = × ⇒ =  
  1000=(48,64)1000=(48000,64000)      × 16000=(3,4)16 × 16000=1 را بیابید؟    (48000,64000)حاصل : مثال 
   d1=kd: کنیم  می     ثابت d1=(ka,kd)کنیم  می    فرض: اثبات 

)1(
1(ka,kb) d

1

d a kd ka
(a, b) d kd d

d b kd kb

=  = ⇒ ⇒ ⇒ ≤ 
    

)2(
1(ka,kb) dk

1 1(a, b) d m,s : ma sb d m(ka) s(kb) kd d kd d kd
=×

= ⇒ ∃ ∈ + = ⇒ + = ⇒ ⇒ ≤]  

,(1)1                                  عددی صحیح و منفی باشد آنگاه، k اگر :تذکر   (2) d kd
(ka, kb) k d

⇒ =

=
   

a:  نید  ، ثابت ک d=(a,b) هرگاه: مهم ی هنکت  b( , ) 1
d d

=   
  :مثال 

 12 20 4(12,20) 4 ( , ) (3,5) 1
4 4 4

= ⇒ = ⇒ =  

    : اثبات 

d

(a, b) d m,s : ma sb d

a b a bm( ) s( ) 1 ( , ) 1
d d d d

÷

= ⇒∃ ∈ + =

⇒ + = =

]
  

d و  d=(a,b ) هرگاه : مهم ی هنکت  ,d d′ a:   ، ثابت کنید `∋′ b d( , )
d d d

=
′ ′ ′

   

dچون : اثبات  d′لذا عددی طبیعی مانند q  هست به طوریکه  :d d q′= لذا dq
d

=
′

   

a                                        :اکنون داریم b( , ) 1
d q d q

=
′ ′

aیا b(a,b) d ( , ) 1
d d

= ⇒ =  

       
dqq da b a b d( , ) q ( , )

d d d d d

=× ′
⇒ = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′
  

  . منفی باشد نیز حکم برقرار است′d قبل اگر ی ه در نکت:تذکر  
    1=(a,bc):  ، ثابت کنید  1,(a,b)=1=(a,c) هرگاه : مهم ی نکته 

  :اثبات 

N

2

sm

(a, b) 1 m, s : ma sb 1

(a, c) 1 m , s : m a s c 1

(ma sb)(m a s c) 1 mm a ms ac sm ab ss bc 1
(mm a ms c ss b) a ss bc 1

m a s bc 1 (a, bc) 1

′′′′

 = ⇒ ∃ ∈ + =


′ ′ ′ ′= ⇒ ∃ ∈ + =

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = ⇒ + + + =
′ ′ ′ ′+ + + =

′′ ′′⇒ + = ⇒ =

]

]

����	���


  

  بزو
  

  بزو
  

   خاصطبق عکس بزو در حالت           

  بزو

  طبق عکس بزو در حالت خاص

  بزو
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    نظریه اعداد :دومفصل

 نداردb دارد،a      ندارد aدارد، b                   داردab    حالا 

  1=(a,c) و1=(a,b) آنگاه  1=(a,bc) قبل نیز برقرار است یعنی هرگاه ی ه عکس قضی:نکته  
  : اثبات 

N

N

m

m

(a,bc) 1 m,s : ma sbc 1
ma (sc) b 1 ma m b 1 (a,b) 1

ma (sb)c 1 ma m c 1 (a,c) 1
′

′′

= ⇒ ∃ ∈ + =
′+ = ⇒ + = =


⇒  ′′+ = ⇒ + = =



]

  

   : تذکر  

  a | c
b | c


⇒


a b | c×  

  .توان گفت که حتماً به حاصلضربشان نیز بخشپذیر است نمیبخشپذیر باشد،  bو a به دو عدد مانند cیعنی اگر عددی مانند
  :مثال 

9 18

3 18

 ⇒


9 3 18×  

,a)هرگاه :  مهم ی هنکت  b) 1 , b c , a c= آنگاه ، ab c   
دو عدد  بخشپذیر باشد، بشرطی به حاصلضربشان نیز بخشپذیر است که آن bو a به دو عدد مانند cیعنی اگر عددی مانند

  .نسبت به هم متباین باشند
  : اثبات 

c

(2),(1)

a c q : c aq (1)

b c q : c bq (2)

(a, b) 1 m,s : ma sb 1

mac sbc c ma (bq ) sb (aq) c

×

↓ ↓ ↓ ↓

 ⇒ ∃ ∈ =

 ′ ′⇒ ∃ ∈ =

= ⇒ ∃ ∈ + = ⇒

′+ = ⇒ + =

]

]

]  

  

q

ab (mq sq) c c abq ab c
′′

′ ′′+ = ⇒ = ⇒��	�
  

 6 و هم بر 4 هم بر 12 نیز بخشپذیر است؟ خیر،به عنوان مثال عدد 24یر باشد آیا بر  بخشپذ6 و  4هرگاه عددی بر: مثال 
  . نسبت به هم اول نیستند6 و  4 بخشپذیر نیست، دلیل این امر آن است که 24بخشپذیر است ولی بر 

  له  بخشپذیر باشد؟ ب 5 و هم بر3 بخشپذیر است که هم بر 15آیا درست است که بگوئیم عددی بر : مثال 
  : زیرا 

15 aیا 
3 a

5 a 3 5 a
(3,5) 1




⇒ ×
 =

  

 
 
 
 
 

  عکس بزو در حالت خاص
  

  عکس بزو در حالت خاص
 

 بزو
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   نظریه اعداد :دومفصل

  م .م.نکاتی راجع به ب 

{ }

1)( 1,a) 1

2)(2, ) 1

3)a b (a,b) a
4)(a, b) ( a, b) (a, b) ( a, b)
5)(a,a 1) 1
6)(a, b) d,k (ka,kb) kd
7)(ka,kb) kd,k (a, b) d
8)(a, b) d,k 0 (ka,kb) k d

a b d9)(a, b) d ,d | d ( , )
d d d

a b10)(a, b) d ( , ) 1
d d

11)(a,

± = ±

=

⇒ = =

= − = − = − −
+ =
= ∈ ⇒ =
= ∈ ⇒ =

= ∈ − ⇒ =

′= ⇒ =
′ ′ ′

= ⇒ =

`
`

]

n n n

n n n

b) d (a , b ) d
12)(a , b ) d (a, b) d

= ⇒ =

= ⇒ =

  

n n

n n

13)(a, b) 1 (a , b ) 1
14)(a , b ) 1 (a, b) 1

= ⇒ =

= ⇒ =
  

n n

1 2 n 1 2 n

15)(a, b) 1 (a, b ) (a , b) 1
16)(a, b) 1, (a,c) 1 (a, bc) 1
17)(a, b ) 1, (a, b ) 1,..., (a, b ) 1 (a, b b ...b ) 1

= ⇒ = =
= = ⇒ =
= = = ⇒ =

  

2 2

18)(a,bc) 1 (a,b) 1,(a,c) 1
(a,a b) 1 (ab,a b) 1

19)(a,b) 1 (ab,a b) 1 (ab,a b ) 1
(b,a b) 1 (ab,a b) 1

= ⇒ = =

± = + = 
= ⇒ ⇒ ± = ⇒ ⇒ − = ± = − = 

  

20)(a, b) 1,c a (c, b) 1

21)(a, b) 1,m a,n b (m,n) 1

22)a c,b c, (a, b) 1 ab c

23)a bq r (a, b) (b, r)
24)(a, b) 1, (a,c) 1, (b,c) 1 (abc,ab ac bc) 1

= ⇒ =

= ⇒ =

= ⇒

= + ⇒ =
= = = ⇒ + + =

  

2d25یا)(a, b) d (a b,a b) d= ⇒ + − =  
(a,b)(26یا2 1 (a b,a b) 1= ⇒ + − =  

n m p q27)(a, b) 1 (a b ,a b ) 1= ⇒ + =  
(a,b,c)(28خاصیت شرکت پذیری  (a, (b,c)) ((a,b),c)= =  

,a)(29خاصیت جابجایی  b) (b,a)=  
a(30 لم اقلیدس bc , (a, b) 1 a c= ⇒  

31)b c (a,b) (a c,b)⇒ = +  
32)(a, b) 1,c a b (a,c) (b,c) 1= + ⇒ = =  
33)(a,0) a ,a 0= ≠  

  هد فرد

  قدر مطلق عدک

 .م تاثیر ندارد.م.علامت در ب
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    نظریه اعداد :دومفصل

(0,0)(34تعریف نشده =  

n m m

35)(a, ka) a

36)(a ,a ) a , (m n)

=

= ≤
  

m n
37)(a, b) d, 1 (ma nb,m a n b) d

m n

38)(a, b) (a, b ak) (a bk ,b)

′ ′= = ± ⇒ + + =
′ ′

′= ± = ±

����	���
  

1این نکته از نکته ی قبل و اینکه  0
1

k 1
=

±
  . به دست می اید

39)m a,m b m (a,b)

a ca c40) , (a, b) 1, (c,d) 1
b db d

41)ma sb 1 (m,s) (m,b) (a,s) (a, b) 1

⇒

=
= = = ⇒  =
+ = ⇒ = = = =

  

42)ma sb d+ = ⇒

{ }

(a, b) d
43)(a, b) d m,s : ma sb d
44)(a, b) 1 m,s : ma sb 1
45)(a, b) Min ma sb 0 : m,s

=
= ⇒ ∃ ∈ + =
= ⇒ ∃ ∈ + =

= + > ∈

]
]

]

  

q,p ,p q (p,q) 1≠ ⇒   (46 اول=
pیاp (p,a) 1⇒   (47 اول =

  (48)عدد فرد و عدد فرد= (هیچوقت زوج نمی شود
  (49)عدد زوج و عدد زوج= (هیچوقت فرد نمی شود      ⇒    . است 2م دو عدد زوج ، حداقل .م.به عبارت دیگر ب

  (50)عدد زوج و عدد فرد= (عدد فرد

m:  و داشته باشیم 1=(m,n)اگر بدانیم : تست  n 16
m n
+

=
−

   کدام است؟ m n ، آنگاه 

1 (205            2 (255          3(225           4 (240   
  : پاسخ 

m n 16 16m 16n m n 15m 17n
m n

n 1515 n nm 225
m 1717 m

+
= ⇒ − = + ⇒ =

−
=

⇒ = ⇒ ⇒ = =

  

   اساسی حسابی هقضی
صرف نظر از (توان به صورت منحصر به فردی به حاصلضرب عوامل اول تجزیه کرد  می     را1هر عدد طبیعی بزرگتر از 

1توان به صورت  می     را n >1یعنی عدد طبیعی ) آنهاترتیب  2 k
1 2 kn p p ...pα α α= نوشت که در آن k 2 1p ,..., p , p اعداد اول و 

k 2 1..., ,α α αاعدادی طبیعی اند .  
  
  
  
  

 40طبنکته 

  b,aترکیبات خطی 

  سطر دوم       سطر اول 
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   نظریه اعداد :دومفصل

   را تجزیه کنید؟1000,770,36اعداد : مثال 

                                                 2 2 2 2

2
2
3 36 2 3 36 4 9 2 3
3

⇓

⇒ = × = × = ×

36
18
9
3
1

  

      3 3 3

770 77 10 7 11 2 5
1000 10 10 10 (2 5) 2 5

= × = × × ×

= × × = × = ×
  

  .گذاشت) 10یعنی یک  (5 و یک  2توان یک می    0به خاطر بسپارید که به ازاء هر 
3                   را تجزیه کنید؟28000عدد : مثال  3 2 3 3 5 328000 28 2 5 2 7 2 5 2 5 7= × × = × × × = × ×  

  . آید می    م آنها، از فرمول زیر به دست.م. به حاصلضرب عوامل اول تجزیه شده باشند، بbو aهرگاه : قضیۀ مهم
   (a,b )= عاملهای مشترک با نمای کمتر 

   را حساب کنید؟90 و 36م دو عدد .م.ب: مثال 
2 2

2
2

36 2 3
(36,90) 2 3 18

90 2 3 5

 = × ⇒ = × =
= × ×

  

  . ، مشترکاً بر آن بخشپذیرند90 و 36 بزرگترین عددی است که هر دو عدد 18توجه کنید که 
   بسیار مهم ی هچند نکت

               :  را به صورت زیر به حاصلضرب عوامل اول تجزیه کرده باشیم nفرض کنید عدد 
1                                                    : در این صورت  2 k

1 2 kn p .p ....pα α α=  
  : آید  می     زیر به دستی هاز رابط  n مثبت عدد)یها تعداد شمارنده(ی ها تعداد مقسوم علیه) 1

1کنیم  می    به توانها یک واحد اضافه کرده، آنها را در هم ضرب 2 kT(n) ( 1)( 1)...( 1)= α + α + α + =   
  . به همین اندازه مقسوم علیه منفی داردn توجه کنید که عدد :تذکر  
  سید؟ را به دست آورده، سپس آنها را بنوی 18ی مثبت ها تعداد مقسوم علیه : مثال

{ }

2 1 218 2 3 2 3 T(18) (1 1)(2 1) 6

1,2,3,6,9,18

= × = × ⇒ = + + =

=
  

  .باشد می                                            هرگاه به نصف عدد رسیدیدمقسوم علیه بعدی ، خود عدد
  ی مثبت عددی، فرد است آنگاه ها اگر بدانیم تعداد مقسوم علیه: تست 

    این عدد مربع کامل است) 2                 این عدد فرد است) 1
  این عدد مکعب کامل است) 4          این عدد فرد و مربع کامل است)3

 فرد است پس  T(n)فرد میشود که همگی فرد باشند، لذا چون  می    دانیم حاصلضرب چند عدد، هنگا می    :پاسخ 
n 2 11,..., 1, 1α + α + α n همگی فردند در نتیجه + 2 1,..., ,α α αاین عدد مربع کامل است همگی زوج بوده و بنابر  

  . عاملهایش در تجزیه اش به عوامل اول، زوج باشدی هعددی مربع کامل است که توان هم: یادآوری 
  ؟ کدام است  x=(x,48) ی هتعداد جوابهای معادل: تست 

1 (8           2 (10            3(16           4 (20   
x لذا باید  x=(x,48)ی چونم است لذا باید حتماً طبیعی باشد، از طرف.م.،ب xچون: پاسخ   مقسوم x بنابراین کافی است 48

3             :  باشد لذا 48علیه مثبت  4 148 6 8 2 3 2 2 3 T(48) (4 1)(1 1) 10= × = × × = × → = + + =  

  18مقسوم علیه های 

 ولروش ا= روش نردبانی 
روش دوم
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    نظریه اعداد :دومفصل

  . صحیح است2 ی نهیبنابراین گز
   .آید می     زیر به دستی ه از رابط nی مثبت عددها حاصلضرب مقسوم علیه) 2
  

T(n)n=ی مثبتشها  مقسوم علیهعدادعدد به توان نصف ت= 
T(n)

2p (n)= n    
   را بیابید؟ 12ی مثبت عددها حاصلضرب مقسوم علیه: مثال 

2 1

6
32

12 2 3 T(12) (2 1)(1 1) 6

p(n) 12 12

= × ⇒ = + + =

⇒ = =  
}                                       : اکنون دقت کنید که  }1,2,3,4,6,12

↓
   12بتی مثها  مقسوم علیه=

  

3p(12) 1 2 3 4 6 12 12 12 12 12= × × × × × = × × =  
  

  
  
  : آید  می     زیر به دستی ه از رابط nی مثبت عددها مجموع مقسوم علیه) 3

1 2 k1 1 1
1 2 k

1 2 k

1 p 1 p 1 p...
1 p 1 p 1 p

α + α + α +− − −
× × ×

− − −
  

   را بیابید؟ 30عدد مثبت ی ها مجموع مقسوم علیه: مثال 
1 1 1

1 1 1 1 1 1

30 2 3 5 2 3 5
1 2 1 3 1 5s(n) 3 4 6 72
1 2 1 3 1 5

+ + +

= × × = × ×

− − −
= × × = × × =

− − −  
  :  که عبارتند از  T(30)=(1+1)(1+1)(1+1)=8 )زیرا (دارد ت  مثب مقسوم علیه8 ، 30اکنون دقت کنید که 

        { }1,2,3,5,6,10,15,30 S(30) 1 2 3 5 6 10 15 30 72
↓

= → = + + + + + + +   30مقسوم علیه های مثبت =
  

   : آید  می     زیر به دستی ه از رابط!n درpتعداد عوامل اول عدد اول ) 4

                2 3

n n n ...
p p p
     

+ + +     
     

  

2   حساب کنید؟!10ا در  ر 2تعداد عوامل عدد اول : مثال  3 4

10 10 10 10 ... 5 2 1 0 0 ... 8
2 2 2 2

       + + + + = + + + + + =              
  

  :اکنون دقت کنید که 
 10! 10 9 8 ... 3 2 1= × × × × × ×  

3بقیه 2 8(2 5) 9 2 7 (2 3) 5 2 3 2 1 2
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

= × × × × × × × × × × × = ×  

  . وجود دارد2 عامل 8 ، !10یعنی در 
n7 برای آنکه  nحداکثر مقدار : تست     ، کدام است؟!50

1 (7             2 (8              3(9                4 (10   
   :پاسخ 

  نصف

  نصف
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   نظریه اعداد :دومفصل

 :   اکنون دقت کنید که 

 :  که اکنون توجه کنید

  2 3
50 50 50 ... 7 1 0 0 ... 8
7 7 7

     + + + = + + + + =          
  

  :آید می     زیر به دستی ه از رابط!nتعداد صفرهای سمت راست و قبل از اولین رقم مخالف صفر ) 5

  2 3

n n n ...
5 5 5
     + + +          

  
یا همان تعداد  (!nهای سمت راست برای یافتن تعداد صفرکه چرا  را بشماریم 5 در واقع کافی است تعداد عاملهای :تذکر  

)  توان کمتری دارد 5 را بشماریم، سپس آن که توان کمتری دارد که مسلماً در اینجا5 و2کافی است تعداد عوامل ) 10عاملهای
  . تعداد صفرها خواهد بودی هنشان دهند

   را بیابید؟ !10تعداد صفرهای سمت راست: مثال 

N
2

10 10 ... 2 0 0 ... 2
5 25

10! 3628800

   + + = + + + =      
=

  

 را حساب کنیم سپس آنکه توان 5و2 در حالت کلی برای یافتن تعداد صفرهای یک عدد، کافی است تعداد عوامل:ر تذک 
  .  تعداد صفرها خواهد بودی هکمتری دارد، توانش نشاندهند

Aضرب از عدد حاصل ت راست مس در: مثال  375 45 80= ×    چند صفر وجود دارد؟×
3 2 4 4 3 5A (3 5 ) (3 5) (2 5) 2 3 5= × × × × × = × ×  

   تعداد صفرها=4                                         لذا،  کمتر است  5 از توان2توان چون 

                   
N

4 3 5 3

4

4

A 2 3 5 (2 5) (2 5) (2 5) (2 5) 3 5
27 5 10 1350000

= × × = × × × × × × × × ×

= × × =  

  : )م.م.ک(کوچکترین مضرب مشترک دو عدد
  مضرب مشترک دو عدد 

b: ه   گوئیم هرگاbو a را یک مضرب مشترک دو عدد صحیح cعدد  c,a c   
9 است زیرا 9 و2 یک مضرب مشترک دو عدد 18عدد : مثال  18,2 18   

  مضرب مشترک سه عدد 
e:  گوئیم هرگاه eو bو  a را یک مضرب مشترک سه عدد cعدد  c, b c ,a c   
9 است زیرا 9و 5و  2 یک مضرب مشترک سه عدد 90عدد : مثال  90,5 90, 2 90   

  کوچکترین مضرب مشترک دو عدد
   : گوئیم هرگاهbو  a را کوچکترین مضرب مشترک دو عدد mعدد طبیعی 

1 (mیک مضرب مشترک دو عدد a وbباشد .  
2 (mاز هر مضرب مشترک دیگر a  وb  کوچکتر باشد یعنی  :  

                      m c≤یاc : a c , b c m c∀ ⇒  
کوچکترین مضرب مشترک دو . گویند می    عدددو م آن .م. مضربهای مثبت دو عدد را کی هبه عبارت دیگر، عضو ابتدای مجموع

]  را با نمادهای b  وa عدد ]a, bیاa bبا حرفدهند و معمولاً آنرا  می     نمایش�m نشان میدهند .  
   را بیابید؟18 و 12کوچکترین مضرب مشترک دو عدد : مثال 
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    نظریه اعداد :دومفصل

  : روش اول 
{ }
{ }
{ }

12,24,36,48,60,72,...

18,36,54,72,...

36,72,...
36

=

=

=

=

  

  : روش دوم 
2 22 3 36× م .م.ک= عاملهای مشترک با نمای بیشتر × عاملهای غیر مشترک  = =

2

2

12 2 3
18 2 3

 = × ⇒
= ×

   

  : روش سوم 
abd m ab m
d

× = ⇒ =
  

        دو عدد طبیعی . م.م.ب× م همان دو عدد طبیعی .م.ک= حاصلضرب آن دو عدد                    : مهم ی هنکت 
12 18 36

6
×

=   م دو عدد طبیعی.م.ک =  =

  . بخشپذیر است18 و 12 کوچکترین عددی است که بر هر دو عدد 36توجه کنید که عدد 
a هرگاه :م  مهی هنکت  b آنگاه ، [ ]a, b b=   

]                                                           : مثال  ]6 18 6,18 6⇒ =  
  .آید می    م آنها ، از فرمول زیر به دست.م. به حاصلضرب عوامل اول تجزیه شده باشند، کb و aهرگاه  :  مهم ی هقضی

  م .م.ک= عاملهای مشترک با نمای بیشتر × ی غیر مشترک عاملها
  .نویسیم می    م سه عدد یا بیشتر عاملهای غیر مشترک را نیز با نمای بیشتر.م. کی ه برای محاسب:تذکر  

   را بیابید؟20 و 15 و 12کوچکترین مضرب مشترک سه عدد : مثال 
2

2 3 2

3

12 2 3
18 2 3 2 3 5 360
40 2 5

 = ×


= × ⇒ = × × =
 = ×

  

] هرگاه:نکته   ]a,b m,b c,a c=آنگاه،m c به عبارت دیگرهرگاه عددی بر هردوعدد ،a وb ،برکوچکترین  بخشپذیرباشد
  .مضرب مشترکشان نیز بخشپذیر است

15هرگاه : تست  c,6 cکدام درست است؟ ،   
1 (12 | c          2 (30 | c          3 (45 | c          4 (18 | c  

]                                                 فوق ی هطبق نکت: پاسخ  ]6,15 30 c=   
]                          : داریم  bو aبرای هر دو عدد صحیح غیر صفر :  مهم ی هقضی ](a, b). a, b ab=  

]                                        دو عدد طبیعی باشند آنگاه b,aو اگر  ](a, b) a, b ab=  
  م دو عدد طبیعی.م.ب× م همان دو عدد .م.ک= حاصلضرب دو عدد                                :یعنی 

]                 باشد، یعنی نمی عدد، صادق  2 این قضیه برای بیش از :تذکر مهم   ](a, b,c). a, b,c abc≠  
  :  بسیار بسیار مهم ی هنکت 

a(1)                                              : یادآوری  b(a,b) d ( , ) 1
d d

= ⇒ =  

  12مضارب مثبت 
  

  18مضارب مثبت 
  

  18 و  12مضارب مثبت مشترک 
  

  18 و 12ک کوچکترین مضرب مشتر

  حاصلضرب دو عدد
  م.م.ب

 م.م.ک

107

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



   نظریه اعداد :دومفصل

bبا فرض  ab ,a
d d

′ ′= b:  داریم = b d,a a d′ ′= a)شود که  نتیجه می) 1( ، ضمناً از = ,b ) 1′ ′ =  
   :لذا داریم

a a d
(a,b) d (a , b ) 1, , ( )

b b d
′=′ ′= ⇒ = ∗ ′=

  

)در بسیاری از مسائل از مطلب فوق   )  استفاده میشود، اما با توجه به∗(   : داریم  ∗(
a b a d b d (a b )d′ ′ ′ ′= + = ± =   1(مجموع و تفاضل دو عدد        ±

2ab (a d)(b d) a b d′ ′ ′ ′= =   2 ( حاصلضرب دو عدد            =
2ab a b d a b d

d d
′ ′

′ ′= = =   3(م دو عدد .م.ک                     =

  a a d a a
b b d b b

′ ′
= = ⇒ =

′ ′
  4(نسبت دو عدد       =              

  
  

]هرگاه : مثال  ]a, b 90, (a, b) 15=   را بیابید؟  bو a دو عدد طبیعی باشند، bو aو  =
    : پاسخ 

[ ]a, b a b d 90 a b 15 a b 6 , (a , b ) 1′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = × ⇒ = =  
a 2a 1

, b 3b 6
⇓ ⇓

′′ ==  
  ′′ ==  

  

a a d 1 15 15 a a d 2 15 30
b b d 6 15 90 b b d 3 15 45

′ ′= = × = = = × = 
 ′ ′= = × = = = × = 

  

   باشد؟105 و کوچکترین مضرب مشترکشان  26مطلوبست تعیین دو عدد، که مجموعشان: مثال 
  : پاسخ 

                                  [ ]
a b 26 (a b )d 26 (1)
a,b 105 a b d 105

′ ′+ = ⇒ + =
′ ′= ⇒ =

  

a)                               و چون صورت و مخرج هر دو کسر نسبت به یکدیگر متباین اند b ) 26
a b 105
′ ′+

⇒ =
′ ′

  
(1)a b 26 a 5

(a b )d 26
a b 105 b 21

a a d 5 1 5
(5 21)d 26 d 1

b b d 21 1 21

′ ′ ′+ = =  ′ ′⇒ ⇒ + = ′ ′ ′= = 
′= = × =

+ = ⇒ = ⇒  ′= = × =

⇒
  

  
  
  

10نسبت دو عدد طبیعی : مثال 
12

   است ، آن دو عدد را بیابید؟3960م آنها از حاصلضربشان برابر .م. و تفاضل ک

 حاصلضرب دو عدد
  م.م.ب

  دو رابطه را به هم تقسیم می کنیم
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    نظریه اعداد :دومفصل

[ ] 2

2 2

a 5a 10 a d 10 a 5
b 6b 12 b d 12 b 6

ab a, b 3960 a b d a b d 3960

30d 30d 3960 d d 132 d(d 1) 12 11
a a d 5 12 60

d 12
b b d 6 12 72

′ =′ ′ 
= ⇒ = ⇒ = ⇒  ′′ ′ =

′ ′ ′ ′− = ⇒ − =

− = ⇒ − = ⇒ − = ×
′= = × =

⇒ = ⇒  ′= = × =

  

  است، آنگاه کدامیک مربع کامل است؟ ، مربع کاملabاگر بدانیم : تست 

1 (2cd         2 (c           3 (2

c
d

         4 (c
d

 

2ab: دانیم  می    :پاسخ  a b d′ aتند لذا مل هساک مربع  d2 وab حال چون هر دوی =′ b′   :  نیز باید مربع کامل باشد اما داشتیم ′
c a b d′ ca:  لذا داریم =′ b

d
′ ′ c و بنابراین =

d
  . مربع کامل است

  م .م.ویژگیهای مهم ک
[ ]1) a,0 0 , (a 0)= ≠  

] بزرگترقدر مطلق عدد ]2)a b a, b b⇒ = =  
[ ]
[ ]
[ ]
[ ] [ ]

[ ]

[ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

n n n

3) a,a a , (a 0)

4) a, na n a , (a 0)

5) a, 1 a , (a 0)

6) a, b c ka,kb kc , (k )

a b c7) a,b c , , (d d )
d d d

8) a,b c a ,b c

9) a,b c a,b a, b a, b c

10) a,b,c a, b ,c a, b,c

= ≠

= ≠

± = ≠

= ⇒ = ∈

  ′= ⇒ = ′ ′ ′ 
 = ⇒ = 

= ⇒ − = − = − − =

   = =   

`
  

[ ] [ ]1 2 1 211) a ,a , 1 a ,a± =  
n m m12) a ,a a , (n m)  = ≤   

[ ]13) a,b (a, b) ab=  
  :  مهم ی هنکت 

  .م همان دو عدد برابر است با قدر مطلق حاصلضرب آن دو عدد.م.م هر دو عدد در ب.م.حاصلضرب ک
  :  عدد یا بیشتر، در حالت کلی صادق نیست یعنی 3ق در مورد  فوی هکتن

[ ]
[ ]

14) a,b,c (a, b,c) abc

15)(a, b) 1 a,b ab

≠

= ⇒ =
  

  .باشد می نم آنها، همان قدر مطلق حاصلضربشا.م.یعنی اگر دو عدد متباین باشند، ک
[ ]16)(a, b) (b,c) (a,c) 1 a, b,c abc= = = ⇒ =  

(a,b) ،هرگاه: تست  (a,c) (b,c) d= = ] ، حاصل = ]a, b,cکدام است؟ (a,b,c )∈`  
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   نظریه اعداد :دومفصل

1 (abc           2 (abc
d

          3 (2

abc
d

          4 (3

abc
d

 

  : پاسخ 
a b b c a c(a,b) (b,c) (a,c) d ( , ) ( , ) ( , ) 1
d d d d d d

= = = ⇒ = = =  

3
a b c a b c abc, ,
d d d d d d d
 ⇒ = × × =  

  وقطبق نکتۀ ف

[ ] 3 2
a b c abc abca,b,c d , , d
d d d d d
 = × = × =  

  
   : راه تستی 

  [ ] 2 2
abc aaaa b c a,a,a a a
d a

= = ⇒ = ⇒ = =  

[ ]17) a,a 1 a(a 1)+ = +  
[ ]q,p q p,q pq≠ ⇒   (18 اولpاول و =

]خاصیت جابجایی ] [ ]19) a,b b,a=  
]م.م.م نسبت به ک.م.توزیعپذیری ب ] [ ]20)(a, b,c ) (a,b), (a,c)=  
]م .م.م نسبت به ب.م.توزیعپذیری ک ] [ ] [ ]21) a, (b,c) ( a, b , a,c )=  

]»خاصیت جذب« ]
[ ]

a, (a, b) a
22)

(a, a, b ) a

 =


=
  

,a)توجه کنید که چون  b) aداریم    2 ی ه لذا طبق نکت  :[ ]a, (a, b) a=می     ، بهمین ترتیب در مورد دو   
]:   مثال  ](6, 6,8 ) 6=  

  : در واقع داریم 
[ ](6, 6,8 ) (6, 24) 6= =  

aهرگاه : تست  c ,a b حاصل [ ]a, (b,c)کدام است؟   
1 (a            2 (c               3 (( )b,c          4 ([ ]a,c 
  
  

   :پاسخ
[ ] [ ] [ ]a, (b,c) ( a, b , a,c )

( b , c ) (b,c)

=

= =
  

  :یادآوری 
[ ]a b a, b b⇒ =  

bهرگاه : تست  c,a b حاصل ، [ ]a, (b,c)کدام است؟   
1 (a          2 ([ ]a,c         3 (b        4 ([ ]a,b 

bچون : پاسخ  c لذا (b,c)=b  بنابراین داریم  :                          [ ] [ ]a, (b,c) a, b b= =  
]م و .م. ، ب (a,b)اگر : تست  ]a,bدو عدد م .م. ، کb , a  2 باشند، حاصل(a ,a), (a, b)   کدام است؟  
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    نظریه اعداد :دومفصل

1 (b          2 (a          3 (b       4 (a  
  : پاسخ 

 [ ] [ ]2(a , a), (a, b) a, (a, b) a,d a  = = =    
[ ]
[ ]

(a, b) a a,b
23)

(a, b) b a,b

 ≤ ≤


≤ ≤
 

  )گی هم باقیمانده( همنهشتی 
 m مضرب a-b با یکدیگر همنهشت گوئیم هرگاه m ی ه را به پیمان bوa عددی طبیعی باشد، دو عدد صحیح mنیم ک می    فرض

  : دهیم  می     را به صورتهای زیر نمایشm ی ه به پیمانb و  a بخشپذیر باشد همنهشت بودن دو عددm بر a-bباشد یا 

m (aی هبه پیمان ( b≡    یا   
m

a b≡  
  . ، همنهشت است m ی ه به پیمانb با  aبخوانید 

  :  گفت توان بنابراین می
m

a b m a b≡ ⇔ −  
  .گویند  می نا سنج یا هنگ یا مدول و یا میزای ه را پیمان mدر تعریف فوق، عدد طبیعی

  :مثال 

 

2

2

8

a b
2 2 2 2 2 2

a a 1
3 2 3 3 2

25 21 2 25 21 2 4

31 1 8 31 ( 1) 8 32

a b a b a b a b (a b)(a b)

a 1 a a 1 a 1 a 1 (a 1)(a a 1)

−

+ +

≡ ⇒ −

≡− ⇒ − −

≡ ⇒ − − ⇒ − = − +

≡ ⇒ + + − ⇒ − = − + +

  

  
  )گی هم باقیمانده(نهشتی تعریف دیگر هم
 m ی ه به پیمانb با  a با یکدیگر برابر باشند، گوئیمm بر عدد طبیعی  b و aی تقسیم دو عدد صحیحها هرگاه باقیمانده

  : همنهشت است، به مثال زیر توجه کنید 

                                      : چون 
39 6

36 6
          

27 6

24 4
  

3باقیمانده→3                                                           ←  

                                          : لذا داریم 
6

39 27≡  
6البته توجه کنید که در این حالت 39 6یا−27 12   

mهرگاه : تذکر  |a b− در این صورت ، 
m

a b≡/ ،» بخوانیدa با bی ه به پیمانm همنهشت نیست «.  
  . هم ارزی استی ه ، یک رابط[ روی  mی ه همنهشتی به پیمانی ه رابط: مهم ی هنکت 

  :مثال 

16 ≡
4

10 4 |⇒ 16 10−  

  یا

  یا

  زیرا

  زیرا

  زیرا

  زیرا  توجه کنید

  توجه کنید

  زیرا
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   نظریه اعداد :دومفصل

                     خاصیت بازتابی
m

a : a a m a a m 0∀ ∈ ≡ ⇒ −]1)  

                              خاصیت تقارنی
m m

2) a,b : a b b a∀ ∈ ≡ ⇒ ≡]  
m m

a b m | a b m | b a b a⇒ ≡ ⇒ − ⇒ − ⇒   زیرا≡

                                      خاصیت ترایایی
m m m

3) a,b,c : (a b,b c) a c∀ ∈ ≡ ≡ ⇒ ≡]  
m

m

a b m a b

b c m b c

 ≡ ⇒ −⇒ 
 ≡ ⇒ −

  زیرا

    m

m a b b c

m a c a c

− + −

⇒ − ⇒ ≡
  

 همنهشتی به ی ه هم ارزی است، لذا رابطی ه، یک رابط[ رویm ی ه همنهشتی به پیمانی ه چون رابط: مهم ی هنکت 

 ،  mی هپیمان
m

(  ی هکند، مجموع می    افراز) ی هم ارزیها ی هم ارزی یا دستهها رده( را به کلاسهای هم ارزی [ ی ه، مجموع ≡(
m را با  m ی هی هم ارزی در همنهشتی به پیمانها تمام دسته

 به  aام اعداد صحیحی که با تمی ه و مجموع[m یا [
] همنهشتند را با  mی هپیمان ]a یا aتوجه کنید که . دهند می     نمایش[ ]aهم ارزی است و ی ه یک دست aاین دسته ی ه نمایند 

]: ی باشد، آنگاه داریم هم ارزی ه عضو دیگری از این دست bاست، اگر ] [ ]a b= یعنی  :  
[ ] [ ] [ ] [ ]a b b a a b∈ ⇔ ∈ ⇔ =  

]:  توان ثابت کرد که  می    به طور کلی ] [ ]
m

a b a b≡ ⇔ =   
  

  : در این حالت داریم 

a b mq= یا+
m

a b m a b q : a b mq≡ ⇒ − ⇒ ∃ ∈ − =]  
  :آیند، بنابراین می     به دستb بهm همنهشتند با افزودن مضربی ازmی ه به پیمانbایعنی تمام اعداد صحیحی که ب

 [ ] { }m
b b mk : k= + ∈]  

  :  همنهشتند عبارتند از  3ی ه به پیمان 5 تمام اعداد صحیحی که بای همجموع: مثال 

[ ] { } { }3
5 5 3k : k ..., 4, 1,2,5,8,11,...

↓
= + ∈ = − −]  

  . با یکدیگر همنهشتند 3ی هتوجه کنید که هر دو عضو این مجموعه به پیمان

  3ی ه همنهشتی به پیمانی هبه کمک رابط: مثال 
3

(   ی هم ارزی را مشخص کنید؟ها  را افراز کرده و دسته[ی  مجموعه≡(
[ ] { } { } { }3
0 0 3k : k 3k : k ..., 6, 3,0,3,6,...= + ∈ = ∈ = − −] ]  
[ ] { } { } { }3
1 1 3k : k 3k 1, k ..., 5, 2,1, 4,7,...= + ∈ = + ∈ = − −] ]  
[ ] { } { } { }3
2 2 3k : k 3k 2 : k ..., 4, 1, 2,5,8,...= + ∈ = + ∈ = − −] ]  

 :بنابراین

                                           [ ] [ ] [ ]{ }3 0 , 1 , 23= =]]  
 :دقت کنید که 

+  

 نماینده ی دسته

 یا
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    نظریه اعداد :دومفصل

                                 [ ] [ ] [ ] [ ]... 3 0 3 6 ...= − = = = =  
    قرار دارد؟3 ی هشتی به پیمانه همنی همتعلق به کدام دست 371عدد  :مثال

  .یابیم را ب3 بر 371ی تقسیم  کافی است باقیمانده: پاسخ 

[ ]371 123(3) 2 371 2
↑

⇒ = + ⇒ ∈
371 3

2 123
  

  
] هم ارزی ی هتوجه داشته باشید که دست : تذکر مهم  ] هم ارزی ی ه با دست 3ی ه در همنهشتی به پیمان0[  در همنهشتی به 0[

]                         ر واقع با یکدیگر فرق دارند، د 2ی هپیمان ] { } { }
[ ] { } { }

3

2

0 3k : k ..., 3,0,3,6,...

0 2k : k ..., 2,0,2,4,...

= ∈ = −

= ∈ = −

]

]
  

 آن دسته انتخاب شود، اما معمولاً ی هتواند نمایند می     هم ارزیی هی هم ارزی، هر عدد از یک دستها اگر چه در دسته: تذکر  
  . دسته برمیگزینندی ه هم ارزی را به عنوان نمایندی هکوچکترین عدد صحیح نامنفی متعلق به هر دست

  تا است  m، دقیقاً mی ه همنهشتی به پیمانی هی هم ارزی در رابطها  تعداد دسته: مهم ی هکتن 
  :ی مهم چند نکته

  

[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

m

m m
m

m m

m m m

1) a b a b

2)a b b a a b

3) a b c , ( a, b c)

= ⇔ ≡

∈ ⇔ ∈ ⇔ ≡

= =∩

  

  .ی زیر همگی معادلندها  با توجه به آنچه که بیان شد، گزاره: مهم ی هنکت 
1 (a با bی ه به پیمان m است هشتن هم .  

2 (
m

a b≡  
3([ ] [ ]m m

a b=    
4 (a و bی ه همنهشتی به پیمانۀ هم ارزی در رابطی ه  در یک دستm قرار دارند   
5(m a b−  
  . برابرندm بر b و  aی تقسیمها باقیمانده)6

 برابرند m بر b ,aهای تقسیم باقیمانده                برابرند m بر b ,aی تقسیمها باقیمانده)7



} ،حکم :  m
a b≡  : فرض  

 : دانیم  می    :) 1(با ) 7(معادل بودن اثبات 

                                                                                                                   :کنیم  می    اکنون فرض
m

a b m a b≡ ⇒ −  
   

a mq r , (0 r m)

b mq r , (0 r m)

 = + ≤ <


′ ′ ′= + ≤ <
  

a b m(q q ) r r (1)′ ′− = − + −  
  
  
  

 باقیمانده

- 
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   نظریه اعداد :دومفصل

m                                                           :اکنون داریم  a b−  
m m(q q )′−  

(1)

m (a b) m(q q ) m r r (2)′ ′− − − −⇒  

0                                  :اما  r m≤ <  
0 r m

0 r r m (3)

′≤ <

′≤ − <
  

(2), (3) r r 0′⇒ − =  
a:یادآوری  b , b a b 0< ⇒ =  

  : اثبات عکس 

{ m
a b≡ : ی ها  باقیمانده          حکمaوb  بر mفرض: }  برابرند  

 : کنیم  می    فرض: اثبات 

a mq r
b mq r
= +

 ′= +
  

m
a b m(q q ) m | a b a b′− = − ⇒ − ⇒ ≡  

]                                                         :نکته   ] [ ]m m
a a mk= ∓ 

   : m ی ه همنهشتی به پیمانی ویژگیهای رابطه
m m

m

1)a b m | a b a b 0

2)a a

≡ ⇔ − ⇔ − ≡

≡

  

m m
3)a b b a≡ ⇒ ≡  

m m m
4)a b ,b c a c≡ ≡ ⇒ ≡  

m m
5)a b a c b c≡ ⇒ + ≡ +  

رب کرد، بدون آنکه پیمانه توان یک عدد ثابت اضافه کرد، همچنین کم کرد یا ض می    همنهشتی ی هیعنی به طرفین یک رابط

                                                .کندبتغییر

m m

m m

m
m d

6)a b a c b c

7)a b ac bc

8)ac bc, (m,c) d a b

≡ ⇒ − ≡ −

≡ ⇒ ≡

≡ = ⇒ ≡

  

  .لبته ممکن است پیمانه تغییر کندتوان بر یک عدد تقسیم کرد، ا می     همنهشتی رای هیعنی طرفین یک رابط
  
  
  
  
  

-  

-  

-  
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    نظریه اعداد :دومفصل

 : از طرفی داریم 

 . این نکته قابل تعمیم است

  : اثبات 
m

m
d

m m

m cac bc m | ac bc | (a b) (1)
d d

m c(m,c) d ( , ) 1 (2)
d d

m(1), (2) | a b a b
d

9)ac bc, (m,c) 1 a b

≡ ⇒ − ⇒ −

= ⇒ =

⇒ − ⇒ ≡

≡ = ⇒ ≡

  

  .کند  نمیدر این حالت پیمانه تغییری 

                                               : مثال 
5 5

242 8 21 4÷≡− → ≡−  
   1=(5,2): دقت کنید که 

m
m

m

a b
10) a c b d

c d

 ≡ ⇒ + ≡ +
 ≡

  

m
m

m

a b
11) a c b d

c d

 ≡ ⇒ − ≡ −
 ≡

  

                                              این نکته قابل تعمیم است
m

m

m

a b
12) ac bd

c d

 ≡ ⇒ ≡
 ≡

  

m m
n n13)a b a b ,(n )≡ ⇒ ≡ ∈`  

  .باشد نمیتوجه کنید که عکس این مطلب در حالت کلی برقرار 

                                                      : مثال 
25

10  ولی/≡5
25

2 210 5≡  

                                   خودش با صفر همنهشت استی ه عدد طبیعی به پیمانهر
m

14)m 0≡  

                                   مضارب هر عدد به پیمانه آن عدد با صفر همنهشتند
m

15)km 0≡  

[ ]

m
n

m m

m m

m
m,n

n

16)m 0

17)a b a b mk

18)a b a mp b mq ,(p,q )

a b
19) a b

a b

≡

≡ ⇒ ≡ ±

≡ ⇒ ± ≡ ± ∈

 ≡ ⇒ ≡
 ≡

]  

اگر بدانیم : تست 
12

2 2x y≡  و
8

x y≡کدام یک همواره صحیح است؟  

1 (
16

3 3x y≡        2 (
24

4 4x y≡          3 (
24

x y≡           4 (
18

2 2x y≡   
  

 طبق لم اقلیدس
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   نظریه اعداد :دومفصل

8
x y≡ ⇒ 

  : پاسخ 

                                                                          

[ ]
8

2 2 8,12 24 24
2 2 2 2 4 4

12
2 2

m

n mn

x y
x y x y x y

x y

a b

20) a b a b
(m,n) 1

 ≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡
 ≡

 ≡


≡ ⇒ ≡
 =


  

هرگاه بدانیم : تست 
23

x 18≡ ، 
12

x  و ≡7
8

x    چیست؟ x رقمی ، آنگاه رقم وسط اولین عدد سه ≡3
1 (3           2 (4            3 (5              4 (6   

 : مثال 

[ ]

23 23
5

23,12,812 12 552
5

8 8
5

x 18 x 5 0

x 7 x 5 0 x 5 0 x 5 0

x 3 x 5 0

+

+

+

 ≡ → + ≡ 
 

≡ → + ≡ ⇒ + ≡ ⇒ + ≡ 
 

≡ → + ≡ 
 

  

kرقم وسط=4 1x 5 552k x 5 552 x 547=⇒ + = → + = ⇒ = ⇒  
m m

m n

21)a c b a b c

22)a b, n m a b

+ ≡ ⇒ ≡ −

≡ ⇒ ≡
 

m

mn

n

a b
23)a b ,

a b

 ≡≡ ⇒ 


≡

 

                                                        : مثال 
2

6

3

13 5
13 5

13 5

 ≡−≡− ⇒ 
 ≡−

  

a b
n n24)a b

−

≡  

                                                              :بالاخص 
a b

2 2

a b
3 3

a b

a b

−

−

 ≡

 ≡

  

n)زوج 
a b

n n25)a b , (
+

≡  

                                                            : بالاخص 
a b

2 2a b
+

≡  

n) فرد
a b

n n26)a b , (
−

≡  
  

3a                                             : مثال ≡
a b

3b a b |
−

− ⇔ − 3 3a b+  
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    نظریه اعداد :دومفصل

  

n)فرد
a b

n n27)a b , (
+

≡ −  

                                             :مثال
a b

3 3 3 3a b a b | a b
+

≡ − ⇔ + +  
  

a 1
n28)a 1 , (n )

−

≡ ∈`  

                                              : مثال
2

زيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧرا

3

a 1 a 1

a 1 a 1

 − −→ 
− −

a 1
2

a 1
3

a 1

a 1

−

−

 ≡

 ≡

  

  

n)زوج
a 1

n29)a 1 , (
+

≡  

                                               : مثال
a 1

2 2a 1 a 1| a 1
+

≡ ⇒ + −   
  

n)فردn30)a ≡
a 1

1 , (
−

− 

3a                                               : مثال ≡
a 1

1 a 1|
−

− ⇔ − 3a 1+   
  

n)فرد
a 1

n31)a 1 , (
+

≡ − 

                                              : مثال
a 1

3 3a 1 a 1| a 1
+

≡ − ⇔ + +   
  

ab
n n n32)(a b) a b+ ≡ + 

                                    :بالاخص 

ab
2 2 2

ab
3 3 3

(a b) a b

(a b) a b

 + ≡ +

 + ≡ +

  

 

n)زوج 
ab

n n n33)(a b) a b , (− ≡ + 

                                      :بالاخص 
ab

2 2 2(a b) a b− ≡ +  
  

n)فرد 
ab

n n n34)(a b) a b , (− ≡ − 

                                      :بالاخص 
ab

3 3 3(a b) a b− ≡ −  
 

م.م.ب
m

35)a b (a,m) (b,m)≡ ⇒ = ←  

هرگاه : تست 
12

4(3x 6) 2 11(x 3) 4+ − ≡ +    کدام است؟  (x,12 )م .م. ، ب−
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   نظریه اعداد :دومفصل

1 (1         2 (2            3 (3          4 (4   

       : پاسخ 
12 12 12

12x 24 2 11x 33 4 12x 22 11x 29 x 7 (x,12) (12,7) 1+ − ≡ + − ⇒ + ≡ + ⇒ ≡ ⇒ = =  

                          . استm، r بر  a تقسیمی هدر حالت کلی نمیتوان گفت که باقیماند
m

a r ⇒≡36) 

                    است m ، r بر a تقسیم ی هباقیماند
m

a r , 0 r m 1≤ ≤ − ⇒≡ 37) 

هرگاه : مثال 
10

a    چیست؟  10 بر  aی ه ، باقیماند−≡7

    ،)خاصیت ترایایی(  ⇒                . است 3 برابر10 بر  aی هباقیماند: پاسخ 
10 10 10

a 7, 7 3 a 3≡− − ≡ ⇒ ≡  
n تقسیم ی هباقیماند: تست  n n9 6 15+    کدام است؟54 بر −

1 (1           2 (0            3 (15                 4 (53  
  : دانیم  می    :پاسخ 

ab
n n n

54 54
n n n n n n

(a b) a b

(9 6) 9 6 15 9 6 0

+ ≡ +

⇒ + ≡ + ⇒ − − ≡
  

  .، صفر است54 عبارت داده شده بر ی هو لذا باقیماند
2m ی هباقیماند: تست  2 m 13 2+   کدام است؟7 بر −+

1 (1         2 (0           3 (2          4 (6  

              : پاسخ 
7 7 7

2m 2 m 1 2 m 1 m 1 m 1 m 1 m 1 m 13 2 (3 ) 2 9 2 2 2 0+ + + + + + + +− ≡ − ≡ − ≡ − =  

 البته دقت کنید که ، صحیح است2 ی هو لذا گزین
7

9 2≡    

                    :)راه عدد گذاری(راه دوم 
7

4 2m 1 3 2 81 4 77 0= ⇒ − = − = ≡   
   کدام است؟ 17بر   221ی هباقیماند: تست 

1 (12       2 (1        3 (4        4 (15  

                                  : پاسخ 
17 17

54 4 5 52 16 1 (2 ) ( 1)= ≡− → ≡ −  

                        .  است15 برابر 17 بر  221ی تقسیم  لذا باقیمانده
17 17 17

220 212 1 2 2 15×≡− → ≡− ≡  

                               :راه کوتاه تست قبلی 
17 17 17

21 4 5 52 (2 ) 2 ( 1) (2) 2 15≡ × ≡ − = − ≡  
113ثابت کنید : مثال  313 3 4 5+ +   

                              : اثبات 
13 13 13

3 3 37 1113 1 (3 ) 1 3 1≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡  
2 13

3 113

13 13
3 3

13
113 3

13 13
113 3 113 3

3 9

4 1 4 64 1

3 4 8

3 4 5 13 0 13 3 4 5

×→ ≡

≡− = ≡−

+ ≡

⇒ + + ≡ ≡ ⇒ + +

  

  

  به توان

  فوقیطبق نکته

+ 
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    نظریه اعداد :دومفصل

29 ی هباقیماند: تست  2729   کدام است؟7 بر +27
1 (1         2 (0           3 (1          4 (2  

                               : پاسخ 
7 7

29 27 29 2729 27 1 ( 1) 1 ( 1) 0+ ≡ + − ≡ + − =  
  کدام است؟37 بر  3a-2b تقسیمی ه باشد، باقیماند29 و 15 به ترتیب 37 بر bو a تقسیم اعداد صحیحی هاگر باقیماند: تست 

1 (24          2 (13          3 (1          4 (31  
  : پاسخ 

37 37
3

37 37
2

37 37

a 15 3a 45

b 29 2b 58

3a 2b 13 24

×

×

 ≡ → ≡ 
 
 ≡ → ≡ 

− ≡− ≡

  

  درستی همنهشتی زیر را ثابت کنید؟: مثال 
2a a 1

6n 2 3n 1a b 1 0
+ +

+ ++ + ≡  
2:  داریم  a3-1=(a-1)(a2+a+1)طبق اتحاد : پاسخ  3a a 1 a 1+ +         :  لذا داریم −

2a a 1
3a 1

+ +

≡ 
2 2 2

2

2 2 2

a a 1 a a 1 a a 1
2n a3 6n 6n 2 2

a a 1 a a 1 a a 1
n a3 3n 3n 1

a 1 a 1 a a

a 1 a 1 a a

+ + + + + +
× +

+ + + + + +
× +

+

≡ → ≡ → ≡

≡ → ≡ → ≡  

                                              
2 21 a a 1 a a 1

6n 2 3n 1 2a a 1 a a 1 0
+ + + +

+ +⇒ + + ≡ + + ≡   
  . خودش با صفر همنهشت استی ه به پیمان، هر عدد:یادآوری 

   چیست؟ 9 بر  6540 ی هباقیماند: تست 
1 (7         2 (2         3 (1              4 (3  

9 9 9
40 40 3 13

9
40 13

9 9
40

65 2 65 2 (2 ) 2

65 ( 1) 2

65 2 7

≡ ⇒ ≡ ≡ ×

≡ − ×

≡− ≡

  

                     : باشد، ثابت کنید  رقمیدو  نمایش یک عدد abهرگاه: مثال 
11

ab ba 0+ ≡  
 : اثبات 

  11 11

ab ba (b 10a) (a 10b) 11a 11b

ab ba 11(a b) 0

+ = + + + = +

+ ≡ + ≡
  

  .شتندنه آن عدد با صفر همی ه مضارب هر عدد به پیمان:یادآوری 
18n)2 تقسیم عدد ی هباقیماند: مثال  1) n 1A 2 10 4+ += +    را بیابید؟9 بر +

  
  

  به توان
  

  به توان

  ی بعلاوه

- 
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   نظریه اعداد :دومفصل

  : پاسخ 

  36n 2 n 1A 2 10 4+ += + + 
3 12n 2 n 1

9
9

12n n 1
9

9

9

9

(2 ) 2 10 4

8 1
( 1) 4 (1) 4

10 1

4 1 4

9

0

+

+

= × + +

 ≡−≡ − × + + 
 ≡

≡ + +

≡

≡

 

2 عددی فرد باشد، ثابت کنید عبارت  kهرگاه: مثال  211 19+k kبخشپذیر است؟ 241 بر   
2k                                                  :پاسخ  2k 2 k 2 k11 19 (11 ) (19 )+ = +  

N

k k

A

121 361

(121 361) (...)

482A

241 2A

= +

= +

=

= ×

  

  .یر است بخشپذ241و لذا بر 
n  ،) فرد n   (                                : یادآوری  n n 1 n 2 n 1a b (a b)(a a b ... b )− − −+ = + − + +  

32641:  ثابت کنید : مثال  2 1+   

                                                         : اثبات 
641 641

8 8 2 22 256 256 (2 ) 256= ≡ ⇒ ≡  
641 641

16

641
16

641 641
16 2 2 32

2 65536 65536 100(641) 1436

2 1436 2(641) 154

(2 ) 154 23716 2 1 23717

⇒ ≡ ≡ − =

≡ − =

≡ = ⇒ + ≡

  

          و بنابراین 37=23717×641است در واقع  بخشپذیر 641 بر 23717اما عدد 
641

32 322 1 0 641 2 1+ ≡ ⇒ +  

: ثابت کنید : مثال 
62

n n n n160 96 3 5 0+ − − ≡  
  

  : کنیم  می     زیر استفادهی هبرای اثبات حکم، از نکت: پاسخ 
m

n mn

a b

a b a b
(m, n) 1

 ≡


≡ ⇒ ≡
 =

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    نظریه اعداد :دومفصل

  : داریم  2= 2 6×31لذا با توجه به اینکه 
2 2

n n n n n n

31 31
n n n n n n n n

62
n n n n

160 96 3 5 0 0 1 1 2 0 (1)

160 96 3 5 5 3 3 5 0 (2)

(1) , (2) , (2,31) 1 160 96 3 5 0

+ − − ≡ + − − = − ≡

+ − − ≡ + − − ≡

= ⇒ + − − ≡

  

19هرگاه : مثال  11a 2b+ 19 ، ثابت کنید 18a 5b+   ،  (a,b )∈]   

                                             : اثبات 
19 19

19 |11a 2b 11a 2b 0 11a 2b+ ⇒ + ≡ ⇒ ≡−  
19 19 19

2

19 19
5

19 19 19

2b 11a 8a 8a 2b

4a b 20a 5b

5b 20a 18a 5b 18a
19 5b 18a

÷

×

⇒ − ≡ ≡− ⇒ ≡ →

≡ → ≡

≡ ≡− ⇒ ≡−

⇒ +

  

 )69 -آزاد ریاضی( آبان چه روزی است؟ 15به آغاز شود ، در این سال چهارشنهرگاه سال نو با روز: تست 
  پنجشنبه) 4    چهارشنبه) 3    سه شنبه ) 2    دوشنبه) 1

 روزهای هفته را ۀدهیم، سپس بقی می    ابتدا روز مشخص شده را به عنوان مبدا فرض کرده و عدد یک را به آن نسبت: پاسخ 
  .   کنیم می    گذاری ی روبرو شماره مطابق با دایره

  
 
  

 15تا ) اول فروردین(کنیم که از اول سال نو  می     تاریخ مشخص شده تا تاریخ خواسته شده را به روز حسابی هحال فاصل
N                 روز است زیرا231آبان به طور دقیق N6 31 30 15 186 45 231× + + = + =�	
  

: یم سنجیم، دار می    7  ی ه را به پیمان231اکنون عدد 
7

231 0≡  
  .شنبه استسه  ، متناظر با روز 0لذا با توجه به جدول فوق عدد 

  : ها پیدا کردن باقیماندهو قوانین بخشپذیری 
  .  ، صفر است 1 هر عدد صحیح بری ه بخشپذیرند و لذا باقیماند 1 اعداد صحیح بر ی هکلی) 1
 برابر است با 2 تقسیم هر عدد بر ی ه باشد، لذا باقیماند8 یا 6 ،4 ،2 ، 0 باشد یعنیکانش زوجی ه بخشپذیر است ک2عددی بر ) 2

   2 تقسیم رقم یکانش بری هباقیماند
 9 یا  3 تقسیم هر عدد بری ه بخشپذیر باشد و لذا باقیماند9 یا 3 بخشپذیر است که مجموع ارقامش بر 9 یا  3عددی بر) 3

   9 یا  3قسیم مجموع ارقامش بر تی هبترتیب برابر است با باقیماند
 ی ه بخشپذیر باشد و لذا باقیماند25 یا  4 بخشپذیر است که عدد حاصل از دو رقم سمت راستش بر25 یا  4عددی بر) 4

   .25 یا  4 تقسیم عدد حاصل از دو رقم سمت راست آن عدد بری ه برابر است با باقیماند25 یا  4تقسیم هر عدد بر
  . نیز برقرار است50 و  20ر مورد دو عدد فوق دی هنکت: تذکر 

  . بخشپذیر است25 و هم بر  4 اگر دو رقم سمت راست عددی هر دو صفر باشند، عدد مزبور هم بر:تذکر  
  . بخشپذیرند25 بر … و 3075 ، 25350 بخشپذیر و اعداد 4 بر 188 ، 99000 ، 88024اعداد : مثال 

  .  باشد75 یا 50 ، 25 ، 00 سمت راستش  بخشپذیر است که دو رقم25 عددی بر :تذکر  

  بهار و تابستان  مهر  نصف آبان
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   نظریه اعداد :دومفصل

 تقسیم ی ه برابر است با باقیماند 5 تقسیم هر عدد بری ه باشد و لذا باقیماند5 یا  0 بخشپذیر است که رقم یکانش5عددی بر ) 5
    5رقم سمت راست عدد بر

  . بخشپذیر باشد3 و هم بر 2 بخشپذیر است که هم بر  6عددی بر) 6
nعدد  ی ه باقیماند:نکته   n 1 2 1 0A a a ...a a a−=تقسیم عدد حاصل از مجموع رقم یکان ی ه برابر است با باقیماند 6 بر A 
   ارقامش ی ه برابر مجموع بقی4 ی هبعلاو

                              : یعنی 
6

0 1 2 nA a 4(a a ... a )≡ + + + +  
   را بیابید؟6 بر 2030047 عدد ی هباقیماند: مثال 

                         : پاسخ 
6 6

2030047 7 4(4 0 0 3 0 2) 43 1≡ + + + + + + = ≡  
  . یک است6 بر 2030047 عدد ی هبنابراین باقیماند

  . بخشپذیر باشد 7 ارقامش کم کنیم، عدد حاصل بری ه بخشپذیر است که اگر دو برابر رقم یکانش را از بقی 7عددی بر) 7
   بخشپذیر است؟ 7 بر  497آیا عدد: مثال 

  . بخشپذیر است7 بر 35 و  2-49×35= 7: شپذیر است زیرا بله بخ: پاسخ 
  .کنیم می    در مورد اعداد بزرگ، عمل فوق را متوالیاً تکرار:تذکر  

  . بخشپذیر است7 بر  4303آیا عدد: مثال 
  . بخشپذیر نیست7 بر 34 ،خیر، زیرا 42-2×34=4 ، 430-2×424=3 

nمانند  تقسیم هر عدد ی ه برای یافتن باقیماند:نکته   n 1 2 1 0A a a ...a a a−=کافی 7=1001)×11×(13 1001 یا 13 یا  7بر ، 
 عدد ی ه را از سمت راست، سه رقم سه رقم جدا کرده و سپس یکی در میان بعلاوه منها کرده و باقیماند Aاست ارقام عدد
 برابر است با 1001 یا 13 یا 7 بر A تقسیم ی ه به دست آوریم، به عبارت دیگر باقیماند1001 یا 13 یا  7حاصل را بر

2 ی هباقیماند 1 0 5 4 3 8 7 6a a a a a a a a a ...− + :  ، در واقع دقت کنید که 1001 یا 13 یا 7 بر −
13 7

1000 1≡ −  
   را بیابید؟13 بر 1625731 تقسیم عدد ی هباقیماند: مثال 

13
1,625,731 731 625 1 107 3

107 13

104 8

3

= − + = ≡

  

باشد بخشپذیر125یا 8آن عدد بر  که عدد حاصل از سه رقم سمت راستبخشپذیر است8)×(1000=125 125  یا8عددی بر) 8
 یا 8رقم سمت راست آن عددبر  ه تقسیم عدد حاصل از سی هبرابر است با باقیماند125یا8 تقسیم هر عدد بری هو لذا باقیماند

125   
  . بخشپذیر است125 و هم بر 8 اگر سه رقم سمت راست عددی هر سه، صفر باشند، عدد مزبور هم بر :تذکر  

  . بخشپذیرند125 بر … و 471250 ، 220000 ، 31375 بخشپذیرند و اعداد  8 بر… و 17888 ، 25000اعداد : مثال 
n تقسیم هر عدد مانند ی ه برای یافتن باقیماند:نکته   n 1 2 1 0A a a ...a a a−=فوق داریم ی ه ، طبق نکت 8 بر  :  

8

2 1 0 0 1 2
8

0 1 2

A a a a a 10a 100a

A a 2a 4a

≡ = + +

≡ + +
  

البته دقت کنید که   
8 8

100 4,10 2≡ ≡   

 یا
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    نظریه اعداد :دومفصل

 تقسیم عدد حاصل از مجموع رقم یکان و دو برابر ی ه برابر است با باقیماند 8 تقسیم هر عدد بری هتوان گفت که باقیماند می    لذا
   8رقم دهگان و چهار برابر رقم صدگان آن عدد بر

       بیابید؟8 را بر 321897 تقسیم عدد ی هباقیماند: مثال 
8 8 8

321897 897 7 2 9 4 8 1 2(1) 0 1≡ ≡ + × + × ≡− + + =  
 897آئیم عدد  می     اینگونه بیابیم، خوب8 را بر  321897 عددی هالبته شاید گفته شود که چرا این همه زحمت بکشیم تا باقیماند

کنیم، پاسخ شما این خواهد بود  می     تقسیم8ر  را ب 321897آئیم عدد  می    کنیم، اصلاً چرا این کار را انجام دهیم، می     تقسیم8را بر 
 به صورت زیر … ، 32 ، 16که خوب شما مختارید، اما روش ارائه شده، قابل تعمیم بوده و از آن برای بخشپذیری بر عدد 

  .کنیم می    استفاده
 باشد، این مطلب  بخشپذیر16 بخشپذیر است که عدد حاصل از چهار رقم سمت راست عدد بر 24=16 عددی بر :نکته  

                        .توان به صورت زیر با همنهشتی نیز بیان کرد می    را
16

n n 1 3 2 1 0 3 2 1 0A a a ...a a a a a a a a−= ≡  
  .باشد می     عدد یکان رقم ، همان10 تقسیم هر عدد بری هبنابراین باقیماندوشپذیر است که رقم یکانش صفر باشدبخ10عددی بر) 9

  بید؟ را بیا1929رقم یکان عدد : مثال 

               :  بیابیم، لذا داریم  10 تقسیم عدد را بری هکافی است باقیماند: پاسخ 
10 10 10

29 29 2919 ( 1) 1 9 19 9≡ − = − ≡ ⇒ ≡  
 بخشپذیر است که هرگاه ارقامش را از سمت راست، یکی در میان با یکدیگر جمع و تفریق کنیم، حاصل بر 11عددی بر ) 10
nیم عدد  تقسی ه بخشپذیر باشد، لذا باقیماند11 n 1 2 1 0A a a ...a a a−=تقسیم عدد ی ه برابر است با باقیماند 11 بر 

0 1 2 3a a a a ...− + −                     : ، یعنی 11 بر +
11

0 1 2 3A a a a a ...≡ − + − +  

                   
11

0 2 4 1 3 5A (a a a ...) (a a a ...)≡ + + + − + + + 
  ارقام با مکانهای زوج      ارقام با مکانهای فرد                                                                                                        

   را بیابید؟11 بر  77121 تقسیم عددی هباقیماند: مثال 

                                      :پاسخ 
11

77121 (1 1 7) (2 7) 0≡ + + − + =  
  . بخشپذیر است13 و 11 و 7 بر abcabcهر عدد به صورت: نتیجه 
 . بخشپذیرند13 و 11 و 7 بر 137137عدد : مثال 

   بخشپذیر باشد 4 و 3 بخشپذیر است که بر 12عددی بر ) 11
   بخشپذیر باشد7و  2  بخشپذیر است که بر 14عددی بر
  . بخشپذیر باشد5و  3  بخشپذیر است که بر15عددی بر
  .بخشپذیر باشد 16ست که چهار رقم سمت راستش بربخشپذیر ا 16عدی بر
  . متباین نیستند 10 و2، زیرا ) 10 و 2نه البته بر(بخشپذیر باشد  5 و 4بخشپذیر است که بر 20 عددی بر
  . بخشپذیر باشد5و 3و 2 بخشپذیر است که بر  30عددی بر

nباقیماندۀ تقسیم هر عدد مانند ) 12 n 1 2 1 0A a a ...a a a−=برابر است با باقیمانده تقسیم 27=999)×999 (37 یا 37 یا  27 بر ،
8عدد  7 6 5 4 3 2 1 0... a a a a a a a a a+ +   999 یا 37 یا  27 بر+

  بیابید؟   37  را بر 421060باقیماندۀ تقسیم عدد :مثال 

                                   :پاسخ
37 37

421060 060 421 481 0≡ + = ≡  
  13=481×37دقت کنید که 

nتقسیم هر عدد مانند باقیماندۀ )13 n 1 2 1 0A a a ...a a a−= 1 ، برابر است با باقیمانده تقسیم عدد101 بر 0 3 2 5 4a a a a a a ...−    101بر+
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   نظریه اعداد :دومفصل

  بخشپذیر است؟  101 بر101202آیا عدد : مثال 

: بله، زیرا : پاسخ
101 101

101202 02 12 10 0≡ − + ≡   
nباقیماندۀ تقسیم هر عدد مانند ) 14 n 1 2 1 0A a a ...a a a−=برابر است با باقیماندۀ تقسیم 99 یا 33 یا  11 بر   

1 0 3 2 5 4a a a a a a ...+ +      99 یا33 یا 11 بر +
   را بیابید؟ 33 بر 37219باقیمانده عدد : مثال 

33 33 33 33
37219 19 72 3 19 6 3 28 , (72 6)≡ + + ≡ + + ≡ ≡  

 )77 -سراسری ریاضی(  بخشپذیر است؟7 بر a1aba رقمی 5 ، عدد bبه ازاء کدام مقدار : تست
1 (2      2 (5       3 (6        4 (8  

  :پاسخ 
7

7

77 7

a1aba aba a1

a 10b 100a (1 10a)

91a 10b 1

0 3b 1 3b 1 ؟

≡ −

= + + − +

≡ + −

≡ + − ≡ − ≡

  

  .آید می     به دست b =5، ها با امتحان کردن گزینه
  بخشپذیر باشد؟  37 رقمی، با رقمهای مساوی وجود دارد که بر 9چند عدد : تست 

1 (2        2 (3        3 (9         4 (4  

                                      : پاسخ 
37

aaaaaaaaa aaa aaa aaa≡ + + 

3aaa

3(a 10a 100a)

3(111a)

=

= + +

=

 

3مضرب 3 37a 37= × × =  
37

0≡  
  . آن عدد، با صفر همنهشت اندی همضارب هر عدد به پیمان: یادآوری 

با ارقام مساوی، یعنی  رقمی  9 اعدادی ه صحیح است، در واقع کلی3 ی هد باشد و بنابراین گزینتوان می     هر رقم غیر صفرaپس 
 9 ، عددی 000000000 بخشپذیرند، ضمناً عدد 37 ، همگی بر 999999999 … ، 222222222 ، 111111111اعداد 
  .است رقمینیست و یک  رقمی

  . بخشپذیر است37و هم بر  27 هم بر aaaaaaaaaبه صورت  رقمی 9 هر عدد :نتیجه  
    بخشپذیر است؟11 بر 12x572 ، عدد  xبه ازاء کدام مقدار: تست 

1 (1        2 (2         3 (4        4 (0  
  : پاسخ 
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    نظریه اعداد :دومفصل

11

11

12x572 (2 5 2) (7 x 1)

1 x

≡ + + − + +

≡ −
  

: اکنون باید داشته باشیم 
11

1 x 0−  و بنابراین ≡
11

x    x =1 باشد در نتیجه≡1
 )80سراسری ریاضی ( کدام است؟  9 تقسیم آن بری ه بخشپذیر است، باقیماند44 بر 5a7b24 رقمی 6عدد : تست 

1 (1      2 (2      3 (3       4 (4  
زیرا دو ( بخشپذیر است  4ما عدد داده شده بر بخشپذیر باشد، ا11 و هم بر 4 بخشپذیر است که هم بر 44 عددی بر :نکته  

  :  نیز بخشپذیر باشد یعنی 11، لذا کافی است بر ) بخشپذیر است 4رقم سمت راستش بر
11

11

5a7b24 (4 b a) (2 7 5)

a b 10

≡ + + − + +

≡ + −
  

                                               :اکنون باید داشته باشیم 
11

a b 10 0+ − ≡  
11

a b 10+ ≡  
  :بیابیم یـعنی  9  ، کافی است باقیماندۀ مجموع ارقام عدد را بر 9 برای یـــافتن بـــاقیماندۀ تقسیم عدد داده شده برحال

9

9

5a7b24 5 7 2 4 a b

18 10 28 1

≡ + + + + +

= + = ≡
  

  .صحیح است 1ی  و لذا گزینه
nباقیماندۀ تقسیم عدد) 15 n 1 2 1 0 m(a a ...a a a nعدد  برابر است با باقیماندهm-1، برmدر مبنای −( 2 1 0a ... a a a+ + +   m-1بر +

   چیست؟ 10 بر (15111311)11باقیماندۀ تقسیم عدد : مثال 
10 10 10

11(15111311) 1 1 3 1 1 1 5 1 14 4≡ + + + + + + + ≡ ≡  
                                 چیست؟4 بر (23)5باقیماندۀ تقسیم عدد : مثال 

4 4

5(23) 2 3 5 1≡ + = ≡  

                                             :ید که البته دقت کن
4

1
5(23) 3 2 5 13 1= + × = ≡  

nباقیماندۀ تقسیم عدد ) 16 n 1 2 1 0 m(a a ...a a a 0 برابر است با باقیمانده عدد  m+1 بر−( 1 2 3a a a a ...− + −    .  m+1 بر+
  چیست؟ 11بر 1497 عددتقسیم  ۀباقیماند: مثال 

 : پاسخ 
11 11 11

1497 (7 4) (9 1) 0 10 10 1≡ + − + ≡ − = − ≡  
ی هم ها  دستهی ه هم ارزی است و مجموعی ه ، یک رابطZ روی m ی ه همنهشتی به پیمانی هقبلاً دیدیم که رابط: یادآوری 

]                       :  عبارت بود از  mی ه همنهشتی به پیمانی هارزی در رابط ] [ ] [ ]{ }m m m m
0 , 1 ,... m 1= −]  

}ی هعضوی از مجموع دو  هیچ :)قضیه(نکته  }0,1, 2,..., m  یک عدد m( نیستند  همنهشتZ، در mی هپیمان  با یکدیگر به−1
  ) است  طبیعی

  . تاست m ، حداقل. mی ه  همنهشتی به پیمانی هی هم ارزی در رابطها  فوق ، تعداد دستهی ه بنابر نکت:نتیجه  
} ی ه ، تنها با یکی و فقط یکی از اعضای مجموع a هر عدد صحیح:نکته  }X 0,1, 2,..., m 1= همنهشت m ی ه به پیمان−

125

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



   نظریه اعداد :دومفصل

                                 :   تقسیم داریم ی هاست زیرا، طبق قضی
m

a mq r,0 r m a r= + ≤ < ⇔ ≡  
  . تاست m، دقیقاmً ی ه همنشهتی به پیمانی هی هم ارزی در رابطها  تعداد دسته:نکته  
   : )ها  کامل باقیماندهی ه دست( ها  کامل ماندهی هدست

}از اعداد صحیح مانند ای  همجموع }1 2 mX x , x ,..., x=ی ه همنهشتی به پیمانی ه در رابطها  کامل ماندهی ه را یک دستm 
 ی هاگر ما از هر دست باشد، به عبارت دیگر mی ه همنهشتی به پیمانی ه یک عضو از یک دست Xگوئیم هرگاه هر یک از اعضای

 کامل ی ه،یک دستها  متشکل از این نمایندهی ه، یک نماینده انتخاب کنیم، مجموعmی ه همنهشتی به پیمانی ههم ارزی در رابط
  . خواهد بودm ی ه همنهشتی به پیمانی ه در رابطها مانده
} ی ه مجموع:نکته   }C 0,1, 2,..., m 1= باشد، واضح  می    m ی ه همنهشتی به پیمانی هدر رابط ها  کامل ماندهی ه ، یک دست−

 ی ه حاصل، یعنی مجموعی ه، مجموع)یا کم کنیم(، اضافه کنیم  C را به هر یک از اعضای mاست که اگر عدد
{ }m, m 1,..., 2m 1+   .  خواهد بود mی ه همنهشتی به پیمانی ه در رابطها  کامل ماندهی ه نیز یک دست−

}ی ها  ، هر یک از مجموعهm=5ازاء به : مثال  }0,1, 2,3, 4 ، { } و 5,6,7,8,9{ }5, 4, 3, 2, 1− − − −  ی ه یک دست… و −
  .باشد می     5ی ه در همنهشتی به پیمانها کامل مانده

} ی هی آنکه مجموع ، شرط لازم و کافی برا`∋mکنیم  می     فرض:نتیجه   }1 2 mA a ,a ,..., a=کامل ی ه  یک دست 
  .  ، با یکدیگر همنهشت نباشند mی هآنستکه هیچ دو عضوی از آن، به پیمان.  باشد 5ی ه همنهشتی به پیمانی ه در رابطها مانده

  باشد؟ می     5ی ه در همنشهتی به پیمانها  کامل ماندهی هی زیر یک دستها کدام یک از مجموعه: تست 
1 ({ }0,11,13, 21,32            2 ({ }10, 21,32, 43,54   
3 ({ }3,7,11, 20               4 ({ }2,8,9, 42,53,70  

  .باشد می     صحیح2 ی هواضح است که گزین : پاسخ
، در این  ) متباین باشندm و a(،   اول باشدm نسبت به aو دد صحیح دو عbو a و`∋m فرض کنید ):قضیه(نکته  

} ی هصورت اگر مجموع }1 2 mC c ,c ,...c=ی ه در همنهشتی به پیمانها  کامل ماندهی ه یک دست mزیر، ی ه باشد آنگاه مجموع 
} ی هیعنی مجموع }1 2 mC ac b,ac b,..., ac b′ = + +   . خواهد بود mی هشتی به پیمانهمن در هها  کامل ماندهی هدستیک  نیز +

} ی ه باشد، مجموع b =0 در حالت خاص اگر:تذکر   }1 2 mC ac ,ac ,...ac′  در همنهشتی به ها  کامل ماندهی ه، یک دست=
  . خواهد بود mی هپیمان

} ی ه ، در این صورت، چون مجموعb=-3 و m= 5 ، a=8اگر : مثال  }0,1, 2,3, ، در همنهشتی به ها  کامل ماندهی ه یک دست4
} ی ه، لذا مجموع1=(8,5) است و 5 ی هپیمان }8(0) 3,8(1) 3,8(2) 3,8(3) 3,8(4) 3− − − −  ی ه یا مجموع−

{ }3,5,13, 21,   . است 5ی ه در همنهشتی به پیمانها  کامل ماندهی ه نیز یک دست−29
]: ، چنین است5ی هی هم ارزی در همنهشتی به پیمانها  دستهی ه همی همجموع: تست ] [ ]{ }2 3 40 , a , a , a , a          مقدار ،a  

  کدام است؟
1 (1          2 (2           3(5           4 (4  

  .باشد می    2 ی ه ، پاسخ صحیح گزین a، به جایها با جایگذاری گزینه: پاسخ 
 ی ه، مجموع aم مقدار باشد، به ازاء کدا 9ی ه در همنهشتی به پیمانها  کامل ماندهی ه یک دستA ی هاگر مجموع: تست 

{ }ax 7 : x A+   در این همنهشتی است؟ها  کامل ماندهی ه ، یک دست∋
1 (3          2 (6            3 (5           4 (12  

  .باشد می     صحیح3 ی ه ، لذا طبق نکتۀ قبل، گزین 1=(5,9)چون: پاسخ 
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    نظریه اعداد :دومفصل

]هرگاه : تست  ] [ ]10 10
3x 1 7−  کدام است؟  x ، در این صورت=

1 (10k+8      2 (10 k +7        3 (10k+6        4 (1 0k+5  

] :  یادآوری  ] [ ]
m

m ma b a b= ⇔ ≡  

]                                                   :پاسخ  ] [ ]
10

10 10
3x 1 7 3x 1 7− = ⇒ − ≡  

10 10 10

10
3

(3,10) 1

3x 8 3x 8 10 3x 18

x 6 x 10k 6÷
=

⇒ ≡ ⇒ ≡ + ⇒ ≡

→ ≡ ⇒ = +  
: یادآوری 

m m
a b a b mk≡ ⇒ ≡ ±  

]هرگاه : تست  ]و 7ی ه در همنهشتی به پیمان 2 هم ارزیی ه دست72[  باشند، 3ی ه در همنهشتی به پیمان5 هم ارزیی هدست35[
[ ] [ ]7 32   کدام است؟∩5

1 (x=21k+1      2 (x =21k+2      3 (x =21k+3     4 (x =21k+7   
]                                              : یادآوری  ] [ ] [ ] [ ]m n ca a a , (c m, n )∩ = =  

]                                             : پاسخ  ] [ ]
3

3 3
5 2 5 2≡ ⇒ = ⇒  
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

{ } { }

3 7 3 7 21

21

5 2 2 2 2

x : x 2 x : x 21k 2

∩ = ∩ =

= ≡ = = +
  

            ، آنگاه 1=(a,m) عددی صحیح باشد ، به طوریکه a عددی طبیعی وmهرگاه :  اویلری هقضی
m

(m)a 1ϕ ≡  
 m(ϕ(عددی طبیعی باشد، منظور از mات آشنا خواهید شد ، در واقع هرگاهیدر مبحث ترکیب) ی اویلرϕ) ϕ  با تابع:تذکر 

  .  متباین باشند mاست که با m ، تعداد اعداد طبیعی کوچکتر از
}:عبارتنداز6اعداد طبیعی کوچکتراز زیرا2ϕ=(6): مثال }1, 2,3,  6هستند که با5و1عددو از بین این اعداد فقط دو4,5
  . اند متباین
  چیست؟24بر 82803باقیماندۀ تقسیم عدد : تست 

1 (23         2(0          3 (1           4 (15 

                                         :پاسخ
24

(24)(24,803) 1, (24) 8 803 1ϕ= ϕ = ⇒ ≡ 
224 24

10 (803)8 80803 1 803 1 ×⇒ ≡ → ≡ →  
24

82 2803 803≡  
اما 

24
803  لذا ≡11

24 24
2803 121 1≡      ، بنابراین ≡

24
82803   . است  1 ، برابر24 بر 80382و در نتیجه باقیماندۀ تقسیم عدد ≡1

  p-1 ϕ=(p)  عددی اول باشد ، آنگاهp اگر :کتهن 
  )  اویلر ی ه قضیی هنتیج: (ا م فری هقضی

          :  ، آنگاه  1=(a,p) عددی صحیح باشد ، به طوریکهa عددی اول و pهرگاه 
p

p 1a 1− pیا   ≡ 1p a 1− −  
p ی هیا باقیماند 1a   . است 1 برابر p بر−

  .با توجه به قضیه اویلر و نکتۀ قبل، اثبات بدیهی است: روش اول : اثبات 

  طبق اویلر

  به توان
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   نظریه اعداد :دومفصل

} ی هدانیم مجموع می    :روش دوم  }X 0,1, 2,..., p 1=  است،اما با p ی ه در همنهشتی به پیمانها  کامل ماندهی ه یک دست−
}ی هشود که مجموع می     ، نتیجه1=(a,p)توجه به اینکه  }Y 0,a, 2a,..., (p 1)a=  در این ها نیز یک دسته کامل مانده−
 در هر دو  0 همنهشت است و بالعکس، چون pی ه به پیمانY با یک و فقط یک عضو  Xبنابراین هر عضو همنهشتی است

 با یک و فقط یکی از  p-1,…,3,2,1ـر یــک از اعداد را حـذف کــرده و لــذا نــتیجه مــیشود کــه هـ 0مجموعه مشترک است
 : همنهشتند، یعنی  pی ه همنهشت است و بالعکس، بنابراین حاصلضربشان نیز با یکدیگر به پیمان a,…,2a,a(p-1)اعداد

    
P

1 2 3 ... (p 1) a 2a ... (p 1)a× × × × − ≡ × × × −  

 

p
p 1

p
(p 1)! p 1

(p,(p 1)!) 1

(p 1)! (p 1)!a

a 1

−

÷ − −
− =

− ≡ −

→ ≡  
pتوجه کنید که  | (p    1=(!p,(p-1) )، لذا  /−!(1

214 تقسیم ی هباقیماند: تست  کدام است؟ 11 بر+7
1 (0          2(2           3 (10            4 (1 

                                                :پاسخ 
11 11 11

11 1 10 10 2 24 1 4 1 (4 ) 1−⇒ ≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡  

  
11 11 11

4 720 21 21

11
21

4 1 4 4 4 7 4 7

4 7 0

× +⇒ ≡ → ≡ → + ≡ +

+ ≡
  

12  عبارت ی هباقیماند:تست 12 12A 1 2 ... 20= + +   کدام است؟13 بر +
1 (4          2(1            3 (11            4 (7 

                              : فرما داریم ی هطبق قضی: پاسخ 
13 13

A 1 1 ... 1 0 ... 1 19 6≡ + + + + + + ≡ ≡ 

  :یادآوری
m

nm 0≡ 

                :عددی صحیح باشد ، آنگاه aعددی اول و  P هرگاه: فرما ی هنتیجۀ قضی
p

Pa a≡یا PP a a−  
7 عدد ی هباقیماند: تست  7 7A 2 3 4= +   کدام است؟  7 بر+

1 (2        2(0          3 (1          4 (5 

                                            : پاسخ 
7

72 2≡  

                                                                                       

7
7

7
7

7 7 7

3 3

4 4

A 2 3 4 A 9 2

≡

≡

≡ + + ⇒ ≡ ≡

  

                                        راه کوتاه 
7 7

A 2 3 4 9 2≡ + + = ≡  
19 عدد ی هباقیماند: تست  19 19A 1 2 ... 18= + +    کدام است؟19 بر +

1 (18            2 (1              3 (9              4 (0  
  
  

  فرما

+ 
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    نظریه اعداد :دومفصل

  : بق نتیجه فرما داریم ط: پاسخ 
19

19

1 2 ... 18
18 19 9 19 0

2

A≡ + + +
×

= = × ≡
  

  . صحیح است4 ی ه  لذا گزین

): یادآوری  1)1 2 3 ...
2

n nn +
+ + + + =  

  . همان عدد با صفر همنهشتندی همضارب هر عدد به پیمان: یادآوری 
16:  ، ثابت کنید 1=(m,17)=(n,17)هرگاه : مثال  1617 −m n   
  :  فرما داریم ی هطبق قضی: اثبات 

17 17
17-1 16

17 17
17-1 16

17
16 16 16 16

m 1 m 1

n 1 n 1

mآنگѧѧѧѧѧاه - n 0 17 m - n

 ≡ ≡ ≡ 
 ≡ ≡ 

≡ ≡

  

  :  دو عدد اول متمایز باشند، ثابت کنید q و  pهرگاه :  مثال 
   

p q
q -1 p -1

p
p -1p

p -1
p

q -1

p
q -1 p -1

q -1 p -1

q
q -1

q
p -1

q
q -1 p -1

q -1 p -1

q -1 p -1

p q
q -1 p -1

p + q 1

q 1p q 1
( p , q ) = 1 p 0

pآنگѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاه + q 1

p p + q - 1 ( 1 )

p 1q
( p , q ) = 1 q 0

p + q 1

q p + q - 1 ( 2 )

( 1 ) , ( 2 ) , ( p , q ) = 1 p q p + q - 1

p + q 1

≡

 ≡ ⇒ ≡ ⇒ 
  ≡

≡ ⇒

 ≡ ⇒ 
  ≡

≡

⇒

⇒

⇒ ≡

  

   :  ویلسونی هقضی

                                  : عددی اول باشد ، آنگاه pهر گاه عدد 
p

(p 1)! 1− P  یا −≡ (p 1)! 1− +  
5                                                            :  مثال  (5 1)! 1− +   

  
  

:اثبات                 فرما                 اول

                 فرما                 اول
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   نظریه اعداد :دومفصل

2!18 تقسیم ی هباقیماند: تست  1 5(18!)= − +A کدام است؟19 بر   
1 (12            2 (14              3 (13              4 (11  

  :پاسخ 
19 19

19 19
19 1 18

19
18! 18 17!

19
17!

19

19

19

19 (19 1)! 1 18! 1

19, (2,19) 1 2 1 2 1

2 1 5(18!) (2 ) 1 5(18!)

1 1 5( 1)

1 1 5

5

14

−

= ⇒ − ≡− ⇒ ≡−

= = ⇒ ≡ ⇒ ≡

⇒ = − + ≡ − +

≡ − + −

≡ − −

≡−

≡

p

p

A

 

  .  است 10 تقسیم عدد بری ه، همان باقیماند) رقم سمت راست هر عدد(که قبلاً نیز دیدیم، رقم یکان هر عدد همانطور : رقم یکان 
  : مثال 

  عدد  رقم یکان  10باقیمانده عدد بر 
1 
2 
0  

1 
2 
0  

371 
792 

70050  
  . را بیابیم10 تقسیم آن عدد بری هبنابراین برای یافتن رقم یکان هر عدد، کافی است باقیماند

   را بیابید؟  11+910رقم یکان عدد : ثال م
    : پاسخ 

10 10
10 109 11 ( 1) 11 12 2+ ≡ − + = ≡   

  نکاتی راجع به رقم یکان یک عدد 
   را بیابیم 10 تقسیم عدد بر ی هبرای تعیین رقم یکان هر عدد ، کافی است باقی ماند) 1
  . ماند می    باشد ، به هر توانی که برسد ، رقم یکانش ثابت 6 یا  5یا  1  یا 0هرگاه رقم یکان عددی  ) 2

666رقم یکان : تست 555555    کدام است؟+666
1 (1             2 (0              3 (9              4 (2  

                                               :پاسخ 
10 10

666 555555 666 5 6 11 1+ ≡ + = ≡  
  . شود می     4مجدداً  و به توان فرد که برسد، رقم یکانش6 م یکانش، رقباشد، به توان زوج که برسد4اگر رقم یکان عددی) 3

2رقم یکان : تست

4 +n nکدام است؟   
1(6              2(1              3 (4              4 (7  

2                                                : پاسخ  10
( 1)4 4 4 6+ += = ≡n n n n  

  .استشه زوج یحاصلضرب دو عدد متوالی، هم: یادآوری
  .  میشود 9 و به توان فرد که برسد، رقم یکانش مجدداً 1 باشد، به توان زوج که برسد ، رقم یکانش 9اگر رقم یکان عددی ) 4
   را حساب کنیم   dn ،کافی است رقم یکان abcdn ، مثلا رقم یکان  رقمی ام هر عدد چند nبرای بدست آوردن رقم یکان توان ) 5

 اول

 اول
  ویلسون

 فرما

 زوج
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    نظریه اعداد :دومفصل

 از همنهشتی n7 باشد، برای تعیین رقم یکان 7اگر رقم یکان عددی ) 6
10

27   .کنیم می     استفاده−≡1
   را بیابید؟ 719 7رقم یکان  : تست

1(7        2(1         3(9       4(3   

                                : پاسخ
10 10 10 10

19 19 2 9 977 7 (7 ) 7 ( 1) 7 7 3≡ ≡ × ≡ − × ≡− ≡  

از همنهشتی n3 باشد، برای تعیین رقم یکان  3اگررقم یکان عددی ) 7
10

23  به  9 ی هتوانیم از قاعد می    البته(کنیم  می     استفاده−≡1
  )صورت زیر استفاده کنیم

   کدام است؟ 321رقم یکان : تست 
1 (9        2 (3         3 (1         4 (7   

 : پاسخ 
10 3

21 2 10 10

10 10 10
21 2 10 10

3 (3 ) 3 ( 1) 3 3

3 (3 ) 3 9 3 9 3 1 3 3

→ = × ≡ − × ≡

→ = × ≡ × ≡ × ≡ × =
  

n رقم یکان ی ه باشد، برای محاسب8 یا  2اگر رقم یکان عددی ) 8 n8 ,   . به صورت زیر استفاده کنیم 4 ی هتوانیم از قاعد می     2
    کدام است؟23817رقم یکان عدد : تست 

1 (8         2 (2        3 (4        4 (6  

     
10 10 10 10

17 17 3 17 51 2 25

10 10

238 8 (2 ) 2 (2 ) 2

4 2 4 2 8

≡ ≡ ≡ ≡ ×

≡ × ≡ × ≡
  

 رقم یکان هر عدد، با رقم یکان توان پنجم آن عدد برابر است، به عبارت دیگر رقم : )بسیار بسیار مهم( نیوتن ی هقضی) 9

                  ک بار تکرار میشود، یعنی ی ه مرتب 4یکان اعداد توان دار، هر 
10

4: +∀ ∈ ≡` n na a a  
رقم سمت راست یا ( را بیابیم 10بر  na تقسیم ی ه هرگاه بخواهیم باقیماند :)سیار مهمبسیار ب( نیوتن ی ه قضیی هنتیج) 10

 شود، رقم یکان 3 یا 2 یا  1 تقسیم ی هدر صورتی که باقیماند  تقسیم کرده، 4 را بر  n، کافی است عدد )  را بیابیمa nرقم یکان 
an  به ترتیب همان رقم یکان ، a1 ، a2 ، a3تقسیم ی ه بوده و اگر باقیماند n  صفر شود، رقم یکان  4 بر ، an  همان رقم یکان ، 
a4  خواهد بود، به عبارت دیگر، ابتدا n تقسیم ی ه تقسیم کرده، باقیماند4  را بر n    بدست آورده، آن را  4بر را r      نامیم،  می

  . کنیم می    اکنون به صورت زیر عمل
  .  برابر میشود a1 با رقم یکان  an باشد، آنگاه رقم یکان  r =1ر اگ) الف
  .  برابر میشودa2 با رقم یکان  an باشد، آنگاه رقم یکان r =2اگر ) ب
  . برابر میشود a3 با رقم یکان  an باشد، آنگاه رقم یکان  r =3اگر ) ج
  . میشود برابر  a4 با رقم یکان  an باشد، آنگاه رقم یکان  r =0اگر ) د

   کدام است؟  178رقم یکان : تست 
1 (8             2 (2              3 (6            4 (4  
  

                          
10

17 18 8 8≡ =          
17 4
16 4
1

−
  

  : پاسخ 

  راه دوم

  اولراه 

 باقيمانده

 طبق نيوتن

 زوج

 فرد
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   نظریه اعداد :دومفصل

     کدام است؟ 28152رقم یکان : تست 
1 (7             2 (3              3 (6              4 (9  

  :پاسخ 

                      کدام است؟ 13841383رقم یکان : تست 
28 4
28 7
0

  

1 (1           2 (3            3 (9            4 (6  
  : پاسخ 

  
  : ت کنید  ، برابر صفر است، دقn≤5 به ازاء !nرقم یکان ) 11
  

هرگاه : تست 
200

0
!

=

=∑
n

s n رقم یکان ، s2 کدام است؟ ،    
1 (4            2 (1            3 (7            4 (6  

 :پاسخ 

10

10 10 10 10
2

0! 1! 2! 3! 4! 5! 6! ... 200!

1 1 2 6 24 0 0 ... 0
34

4 4 16 6

= + + + + + + + +

≡ + + + + + + + +
=

≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ ≡

s

s s

  

  

 برابر  ، با یکدیگر10 تقسیمشان بر ی ه رقم یکان مساوی داشته باشند، در این صورت باقیماند  b وaهرگاه دو عدد ) 12
  .خواهد بود

   چیست؟  a +7 8 ، رقم یکان مساوی داشته باشند، رقم یکان 4a-1 و 3a+5هرگاه دو عدد : تست 
1(0             2 (2              3 (5              4 (1  

   : قبل داریم ی هطبق نکت: پاسخ 
10

10

10 10
8 7

10 10

4 1 3 5

4 3 5 1

6 8 48

8 7 55 5

× +

− ≡ +

− ≡ +

≡ → ≡ →

+ ≡ ≡

a a

a a

a a

a

  

  چند تست جالب 
   کدام است؟ 999رقم یکان عدد : تست 

1 (1             2 (9              3 (8             4 (3  
 : پاسخ 

                                                9 10 10
9 99 9 9 9= ⇒ ≡ ≡  

 رقم یکان : تست 
   کدام است؟777

1 (4             2 (7              3 (3              4 (9  

1384 4  
0  …  10 10 10

1384 4 41383 1383 3 81 1← ⇒ ≡ ≡ =   باقيمانده  ≡

  فرد  فرد

10 10 10
28 4 4152 152 2 16 6⇒ ≡ ≡ = ≡  

  باقيمانده 

5! 120,6! 720,...= =  
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    نظریه اعداد :دومفصل

  .کنیم می     را به دست آورده، سپس از قضیه نیوتن استفاده 4 بر 77 ی هابتدا باقیماند: پاسخ 

7

7

4 4 4 4
3 72 6 7

4 10 10
7 7 3 2

10 10
7

7 1 7 1 7 7 3

7 3 7 7 7 7

7 1 7 7 3

×≡ → ≡ → ≡ ≡

⇒ ≡ → ≡ ≡ ×

⇒ ≡ − × = − ≡

  

   کدام است؟709513823رقم یکان عدد : تست 
1 (9             2 (3             3 (1              4 (7  

 .کنیم می     نیوتن استفادهی ها به دست آورده، سپس از قضی ر4 بر  709513 تقسیم ی هابتدا باقیماند: پاسخ 
4 4 4 4

709 709 709513 13 1 513 1 513 1≡ ≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡  
709 10 10

513 1823 823 3≡ ≡  
1385 رقم یکان عدد : تست  1385 13851 2 ... 1385= + + +Aچیست؟   

1 (0             2 (6              3 (5              4 (1  
 : پاسخ 

  
   کدام است؟3127!(1801) عدد رقم یکان: تست 

1 (7            2 (3            3 (9              4 (1  
 ، کافی 3127!(1801) رقم یکان ی ه نیوتن برای محاسبی ه ، صفر است لذا طبق قضی4 بر !(1801)دانیم باقیماندۀ  می    :پاسخ 

                     :یم   راحساب کنیم بنابراین دار1274 3است رقم یکان 
10 10 10 10 10

4 4 2 2 23127 7 (7 ) 9 81 1≡ ≡ ≡ ≡ ≡  
!1 تقسیم عدد ی هباقیماند: تست  2! 3! ... 100!= + + + +A کدام است؟12 بر   

1(0            2(3                3(2              4 (9  
  ) دارد3 و 4زیرا ( بخشپذیر است 12 بر n≤4 به ازاء  ! nدقت کنید که عدد : پاسخ 

                                             :ریم لذا دا
12 12

1 2 6 0 0 ... 0 9≡ + + + + + + ≡A  
   : c =by+ax اول دو مجهولی ی ه خطی درجی ه سیالی همعادل

, را که در آن  a x+by=cهر معادله به فرم  , ∈]a b c اعداد ثابت و y ,x ی ه اعداد صحیح مجهول هستند را، یک معادل 
 است که y0 و  x0 ، یافتن دو عدد صحیح مانند [گوئیم، هدف از حل این معادله در  می    ل دو مجهولی اوی ه خطی درجی هسیال

     a x0+by0=cدر معادله صدق کنند، یعنی 

0                            : عبارتست از  2x+3y=9 ی ه سیالی هیکی از جوابهای معادل: مثال 

0

3
1

=
 =

x
y

   

 بی شمار جواب دارد در واقع کافی است به جای یکی از \ ، در  ax+by=c خطی، مانند ی ه سیالی ه هر معادل:نکته  
  متغیرها، عدد گذاشته و مقدار متغیر دیگر را به دست آوریم

1385 4  
...  1  

10
1 1 1 1

10

10 10 10

1 2 3 ... 1385
1385 1386

2

5 693 5 3 5

→ ≡ + + + +
×

= ≡

≡ × ≡ × ≡

A

A  

  طبق نيوتن

  به توان

  طبق نیوتن

 طبق نیوتن
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   نظریه اعداد :دومفصل

10            :  عبارتند از \ در  3x+6y=7 خطی ی ه سیالی هتعدادی از جوابهای معادل: مثال  4 7..., ( 1, ), (1, ), (0, )
6 6 6

−  
ک ی هتوان فهمید ک می     ، اصلاً جواب ندارد، اما چگونه[ فوق در ی ه دیگر خواهید دید، معادلی هاما همانطور که تا چند لحظ

  : ، به قضیه زیر توجه کنید  یا ندارد  جواب دارد[در   ax+by=c سیاله مانند ی همعادل
 جواب داشته باشد آنستکه بزرگترین [ در  ax+by=c خطیی ه سیالی هشرط لازم و کافی برای آنکه معادل:  قضیه :نکته  

   را عاد کند  c ، عدد  bو aمقسوم علیه مشترک
  . جواب دارد[ ، آنگاه معادله صد در صد در 1=(a,b) ، هرگاه  a x+by=c ی ه در معادل:تذکر مهم  

   جواب دارد؟ [کدام معادله در : تست 
1 (12x+30y=70     2 (4 x+8y=2       3 (8x+9y=1       4 (5x+25y=11  

(8,9): باشد، زیرا  می    3 ی هزین قبل، پاسخ صحیح گی هبا توجه به قضی: پاسخ  1   
   اعداد صحیح، جواب دارد؟ی ه ، در مجموعx+by=20(b+15) ی ه سیالی ه ، معادل bبه ازاء کدام مقدار : تست 

1 (3             2 (5            3 (15            4 (30  
     b=5، ، پاسخ صحیحها ند، با امتحان کردن گزینه را عاد ک20، عدد b و b+15باید بزرگترین مقسوم علیه مشترک : پاسخ 

  .باشد می
   دارای جواب است؟[  در 60x+84y=5n-1 ی ه سیالی ه ، معادل nبه ازاء کدام مقدار : تست 

1 (33            2 (23            3( 29            4 (13  
(60,84)                                          : باید داشته باشیم : پاسخ  5 1−n  
12                                : و لذا  5 1−n  

  .باشد می       n  =29، پاسخ صحیح ها با امتحان کردن گزینه
 مزبور ی ه جوابهای معادلی هلی باشد، آنگاه ک[ در  a x+by=c ی ه سیالی ه یک جواب معادل y0 وx0هرگاه :  قضیه :نکته  
)آیند که در آن  می     از دستور زیر به دست[در  , ) ,= ∈]a b d k   

0

0

bx x k
d:
ay y k
d

 = +

 = −


  

0، ابتدا به روش جست و جو یکی از جوابها مثلاً )کلی( می    به عبارت دیگر برای یافتن جوابهای عمو 0(x , y را حدس زده، (
  .دهیم می    سپس در دو فرمول بالا قرار

  
 : آیند  می     زیر دری ه ، آنگاه فرمولهای قبل به صورت ساده شد1=(a,b) ، هرگاه  a x+by=c ی ه در معادل:تذکر  

0

0

x x kb
y y ka
= +

 = −
  

   را بیابید؟  2x+3y=7 ی ه سیالی همعادل) عمومی(جوابهای کلی : مثال 
  : داریم d =(2,3)=1اینکه عادله است، لذاباتوجه بهجوابهای صحیح ماز ، یکیy0=3 و x0=-1اندکی تأمل، دیده میشود کهبا: پاسخ

0

0

1 3
, ( )

3 2
= + = − + 

⇒ ∈ = − = −
]

x x kb x k
k

y y ka y k
  

  :  کنند ، دقت کنید  می     داده شده صدقی هاین توجه را نیز داشته باشید که این جوابها در معادل

 [در  ax+by=c جوابهای کلی معادله ی سیاله ی
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    نظریه اعداد :دومفصل

2 3 7 2( 1 3 ) 3(3 2 ) 7
2 6 9 6 7 7 7
+ = ⇒ − + + − =

− + + − = ⇒ =
x y k k

k k
  

)) یا اصلاً جواب ندارد [ در  ax+by=c ی ه سیالی ه معادل:نکته   , ) | )/a b c و یا اگر جواب داشته باشد، بیشمار جواب 
  .دیر صحیح قرار دهیم ، مقا kدارد که برای یافتن آن بیشمار جواب کافی است، در جــوابهای کــلی، بــه جــای 

   [ سیاله در ی هحل معادل
 دارای جواب باشد، ابتدا ضرایب معادله را در صورت ساده شدن، ساده کرده، سپس متغیری [در ای  ه سیالی ههرگاه معادل

ر دیگر به دست آورده، قسمت صحیح کسر حاصل را جــدا را که ضریبش از لحاظ قدر مطلق کوچکتر است، بر حسب متغی
کنیم و این  می     جدید را به طریق مشابه حلی هدهیم ، معادل می    قرار k   نموده و قسمت باقیمانده را برابر عددی صحیح مــانــند 

  . دهیم که در معادلات به دست آمده، قسمت کسری باقی نماند می    عمل را تا آنجا ادامه
   حل کنید؟ [ را در  x+6y=10 4 ی همعادل: مثال 

2 5 32 3 5 2 5 3
2

4 1 2 12
2 2

yx y x y x

y y yx y

÷ −
→ + = ⇒ = − ⇒ =

+ − − −
= = − +

  
1: کنیم  می    اکنون فرض

2
−

=
y k  و∈]k در این صورت داریم  :  

1 2 1 2 ,
(1) 2 (1 2 ) 3 1
− = ⇒ = − ∈
⇒ = − − + = +

]y k y k k
x k k k

  

3                           : ، عبارتند از [ فوق در ی هلبنابراین جوابهای کلی معاد 1
, ( )

1 2
= +

∈ = −
]

x k
k

y k
  

             .دهیم می    یک جواب را حدس زده در فرمولهای کلی قرار: راه کوتاه 
0

0

0

0

1
2 3 5 , (2,3) 1

1

1 3
, ( ) , ( )

1 2

=
+ = ⇒ = =
= − = − 

∈ ⇒ ∈ = + = +
] ]

x
x y

y

x x kb x k
k k

y y ka y k

  

تفاوت دارند، برای رفع این ابهام، اگر فرض کنید  کمی قبلی، ممکن است این تصور پیش آید که چرا این جوابها، با جوابهای 

′ = −k k 1                              : آنگاه داریم 3 1 3
, ( )

1 2 1 2
′= − = + ′∈ ′= + = −

]
x k k

k
y k k

  
  .باشند می    که همان جوابهای قبلی

   زیر را بیابید؟ ی هی صحیح معادلها ریشه: مثال 
9 11 7 2 14 37 11 9

7 7
3 21 2 (1)

7
3 2 , 3 2 7

7
7 2 6 3 1 12 1 (2)

3 3 3

− + − +
+ = ⇒ = =

+
⇒ = − +

+
= ∈ ⇒ + =

− + − + +
= = = − +

]

y y yx y x

yx y

y k k y k

k k k ky k

  

)1( 
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   نظریه اعداد :دومفصل

(3)

(2)

1 , 1 3
3

3 1 (3)

(2) 2(3 1) 1 7 3
(1) 1 2(7 3) 3 1

11 6

+
= ∈ ⇒ + =

⇒ = −

→ = − − + = −

→ = − − + −
⇒ = − +

]k t t k t

k t

y t t t
x t t

x t

 

                    :  معادله عبارتند از  می    لذا جوابهای عمو
11 6

,
7 3

= − +
∈ = −
]

x t
t

y t
  

 .برای اطمینان از صحت جوابهای به دست آمده، کافی است جوابها را در معادله امتحان کنید
 بخشپذیر باشد، روش جست و جو بهترین راه حل برای یافتن b یا a بر  ax+by=c  ، c ی ه سیالی ه هرگاه در معادل:نکته  

 : یک جواب و در نتیجه جوابهای کلی معادله است در واقع در این حالت داریم 
 
  
  
  
 
 
 

   را بیابید؟  x+3y=9 2 ی هجوابهای کلی معادل: مثال 
  :م  را حساب کنیy دهیم و  x =0 بخشپذیر است لذا، کافی است به 3 بر  9چون : پاسخ 

 
0

0
0

0

0

0
0 3

3

0 3
, ( )

3 2

=
= ⇒ = ⇒  =

= + = + 
⇒ ⇒ ∈ = − = −

]

x
x y

y

x x kb x k
k

y y ka y k

  

   کدام است؟  x +y باشند، 11x+9y=18 ی ه سیالی هجوابهای معادل y وxهرگاه : تست 
1 (2-2k        2 (3-2k       3 (2-3k           4 (3-3k   

 :پاسخ 

0

0

0 0 9
2 2 11

2 2

= = + 
⇒ = = −

+ = −

x x k
y y k

x y k

  

  :  اول ی ه همنهشتی درجی همعادل

هر معادله به صورت 
m

ax b≡ را که در آن aو b  ،اعداد صحیح m  عددی طبیعی و x ی ه مجهول معادله است، یک معادل 
  .دارای جواب است[ای صحیح وجود داشته باشد که در معادله صدق کند، گوئیم معادله در0x اول گویند، اگرۀهمنهشتی درج

 همنهشتی ی همعادل : مثال
7

4 5≡xدارای جواب است زیرا x=3 کند می     در معادله صدق .  
  . سیاله هم ارز استی ه همنهشتی با یک معادلی ه هر معادل:نکته  

                              :توجه کنید 
m

ax b m ax b ax b my ax my b≡ ⇔ − ⇔ − = ⇔ − =  

0

0

0

0

0

0

 =⇒ 
 =

=
⇒ 

=

cx
a

y

x
cy
b

  

  بخشپذیر باشدa  بر cاگر      ،)یک جواب معادله(

   بخشپذیر باشدb بر cگر ا     ،)یک جواب معادله(

+ 
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    نظریه اعداد :دومفصل

 همنهشتی ی ه معادل:نتیجه  
m

ax b≡ ی ه سیــالی ه دارای جواب است اگرو تــنها اگر کــه مــعادلــ[ در ax-my=b  
,a) جواب دارد که می      هنگا[ در ax-my=b ی هدانیم که معادل می    اما از قبل( دارای جواب باشد [در m) (a, m) b− = ، 

   : گفتتوان بنابراین می

 ی ه معادل: مهم ی هنکت 
m

ax b≡ دارای جواب است (a, m) b ⇔   

 ی هآیا معادل: مثال 
6

3 1≡x دارای جواب است؟[ در   
(3,6)یرا خیر، ز: پاسخ  | 1/   

 ی ه در معادل:نکته  
m

ax b≡ هرگاه ، ( a,m)=1   جواب دارد[ ، معادله صد در صد در .  

 ی هآیا معادل: مثال 
5

2 1≡x جواب دارد[ در .  
   1=(2,5) جواب دارد، زیرا [ داده شده در ی ه قبل معادلی هبله، طبق نکت: پاسخ 

 همنهشتی ی هجوابی برای معادل0x هرگاه :نکته  
m

ax b≡ باشد آنگاه جواب کلی معادله از دستور[ در  

0x x mk,(k )= +  همنهشتی ی هجوابی برای معادل0xآید، به عبارت دیگر هرگاه  می     به دست[∋
m

0ax b≡باشد، آنگاه [ در 
جواب معادله خواهد بود، در واقع در این حالت یک  ، نیز m ی ههمنهشتی به پیمان ی هدر رابط 0x هم ارزی ی ههر عضو از دست

[ ]0x خواهد بود[ جواب کلی معادله در .  
  :  همنهشتی ی هروشهای حل یک معادل

  .کنیم می     قبل استفادهی هیک جواب معادله را به روش جست و جو به دست آورده و سپس از نکت) 1
  .کنیم می    سیاله تبدیل نموده، سپس آنرا حلای  همعادله را به معادل) 2
 درآید، سپس  aنموده تا سمت راست نیز به صورت مضربی از ) یاکم(به سمت راست معادله، مضربی از پیمانه را اضافه ) 3

 ی ه تقسیم در همنهشتی یعنی قضیی هبا توجه به قضی
m

m d
(ab ac, (a,m) d b c)≡ = ⇒  تقسیم کرده  a ، دو طرف معادله را بر ≡

  .آوریم می     را به دستxو 
   سیاله به کمک آلگوریتم اقلیدسی ه سیاله و سپس حل آن معادلی تبدیل معادله به معادله) 4

  . به مثال زیر توجه کنید

 ی هآیا معادل: مثال 
5

2 1≡x دارای جواب است، اگر که بله، جوابهای کلی آنرا بیابید؟[ در   
  . جواب دارد[ داده شده در ی ه ، لذا معادل 1=(2,5)چون : پاسخ 

 :  کلی معادله عبارتست از یک جواب معادله است، لذا جواب 30x=به روش جست و جو دیده میشود که: راه حل اول 

[ ] { }5
3 x : x 5k 3= ∈ = +]   

   سیاله ای هتبدیل معادله به معادل: راه حل دوم 
10 5y 1 4y y 1 y 12x 1 5 2x 1 2x 1 5y, y x 2y (1)

2 2 2
y 1 k y 2k 1

2

(1) x 2(2k 1) k 5k 2

+ + + +
≡ ⇒ − ⇒ − = ∈ = = = +

+
= ∈ ⇒ = −

⇒ = − + = −

]

]  

  :  ، البته این جواب با جواب قبلی یکی است توجه کنید  x  =5k-2لذا جواب معادله عبارتست از
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   نظریه اعداد :دومفصل

5 2 5 5 3 5( 1) 3 5 3,′ ′= − = − + = − + = + ∈]x k k k k k  

                    :راه حل سوم 
5 5 5 5

2
(3,5) 12 1 2 1 5 2 6 3 5 3,x x x x x k k÷

=≡ ⇒ ≡ + ⇒ ≡ → ≡ ⇒ = + ∈]  

 همنهشتی ی همعادل: مثال 
23

73 1≡xرا به کمک آلگوریتم اقلیدس حل کنید؟   
   :پاسخ 

23
73 1 23 73 1 73 1 23 73 23 1 ( )≡ ⇒ − ⇒ − = ⇒ − = ∗x x x y x y  

معادله )کلی( می    وسپس به کمک آن، جواب عمو یک جواب معادله را به دست آورده،استفاده از آلگوریتم اقلیدسحال با
  : نویسیم می    را

(2)

(1)

73 23 3 4 (1) 4 73 (23 3)

23 4 5 3 (2) 3 23 (4 5)

4 3 1 1 (3)
(3) 1 4 (3 1)

4 (23 (4 5))

4 23 4 5

6 4 23

6 (73 (23 3)) 23

6 73 19 23

6 73 19(23) 1 (* )

= × + → = − ×

= × + → = − ×

= × +
⇒ = − ×

= − − ×

= − + ×

= × −

= × − × −

= × − ×

′⇒ × − =

  

 است، لذا جواب [ یک جواب معادله در  x0=6 و بنابراین  x =6 نتیجه میشود که (′∗) و  (∗) دو رابطه ی هبنابراین با مقایس
xکلی معادله به صورت  6 23k,k= +   .اشدب می    [∋

 ی هجواب کلی معادل: تست 
8

13 39 4(1 )+ ≡ −x xکدام است؟   
1(8k+1          2 (8 k+3            3 (8 k+5            4 (8 k+7   

 :پاسخ 
8 8 8 8

13x 39 4 4x 17x 35 17x 16x 35 40 x 5 x 8k 5,k+ ≡ − ⇒ ≡− ⇒ − ≡− + ⇒ ≡ ⇒ = + ∈]  

هم  می    د، لزو همنهشتی مضربی از پیمانه را اضافه و یا کم کری هتوان به طرفین یک رابط می    دقت داشته باشید که: یادآوری 

             :ا کم میشوند، برابر باشند، یعنی ی هندارد که مقادیری که به طرفین رابطه اضاف
m m

a b a mk b nk≡ ⇒ ± ≡ ±  
  . همنهشتی، هم ارز استی ه سیاله، با دو معادلی ه هر معادل:نکته  

                                  :دقت کنید 
a

b

ax by c

ax c by a | c by by c (1)

by c ax b | c ax ax c (2)

+ =

= − ⇒ − ⇒ ≡

= − ⇒ − ⇒ ≡
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    نظریه اعداد :دومفصل

   همنهشتی، حل کنید؟ی هک معادلی ه را از طریق تبدیلش ب 56x+19y=41 ی ه سیالی همعادل:  مثال 
 : پاسخ 

19 19 19 19

19

19

56x 19y 41 56x 41 56x 57x 41 38 x 3 x 3

x 16 x 19k 16,k 56x 19y 41 56(19k 16) 19y 41
19y 41 56(19k) 56 16 19y 855 56(19k) y 45 56k,k÷

+ = ⇒ ≡ ⇒ − ≡ − ⇒ − ≡ ⇒ ≡−

⇒ ≡ ⇒ = + ∈ ⇒ + = ⇒ + + =

= − − × ⇒ = − − →⇒ = − − ∈

]
]

  

یی که مقدار تمبر لازم ها  ریالی برای فروش دارد، برای چسباندن تمبر به بسته210 و  140فقط تمبرهای ای  هپستخان: مثال 
  ست، در صورت امکان، ترکیبی از این دو نوع تمبر تعیین کنید؟برای آنها، هر یک از مقادیر زیر ا

  ریال3500) الف 
   ریال 4000) ب

  :  ریالی لازم باشد، لذا باید داشته باشیم 210 تعداد تمبرهای  y ریالی و 140 تعداد تمبرهای  xکنیم  می    فرض) الف: پاسخ 
10 7140 210 3500, 0, 0 14 21 350 2 3 50÷ ÷+ = ≥ ≥ → + = → + =x y x y x y x y  

  :  جواب دارد ، اکنون داریم [عادله در  است ، لذا م1=(2,3)چون 
50 3y yx 25 2y (1)

2 2
y k, k y 2k,k
2
(1) x 25 2(2k) k x 25 3k, k

25x 0 25 3k 0 k 250 k , k k 03
3y 0 2k 0 k 0

∩

−
= = − +

= ∈ ⇒ = ∈

⇒ = − + ⇒ = − ∈

 ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ → ≤ ≤ ∈ ⇒ = 
 ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥ 

] ]

]

]

  

                    :لذا جوابهای معادله عبارتند از 

25 22
0 1

0 2

19 1
2 8

4 16

= = 
= ⇒ = ⇒ = = 

= = 
= ⇒ = ⇒ = = 

…

x x
k k

y y
x x

k k
y y

  

10                                        : باید داشته باشیم ) ب

140 210 4000
14 21 400÷

+ =

→ + =

x y
x y

  

(14,21)چون  7 |=   . ، لذا مساله در این حالت، جواب ندارد400
  تعداد حالات ممکنه چیست؟ ) توزین کنیم الف می     کیلوگر20 و 15ی ها  را با وزنه 300kgبه وزن  میخواهیم حج می    :مثال

   : پاسخ 

15 20 300 3 4 60+ = ⇒ + =x y x y  
  : دهیم ، داریم  می     y =0 بخشپذیر است، لذا به 3 بر 60چون 

  یا1 یا2 یا3یا....... یا 8
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   نظریه اعداد :دومفصل

0 0

0 0

x 20 x x kb
, (k )

y 0 y y ka

x 20 4k x 0 20 4k 0
,

y 0 3k y 0 3k 0

k 5
5 k 0

k 0
∩

= = + 
⇒ ∈ = = − 

= + ≥ + ≥  
⇒  = − ≥ − ≥  

≥ −
⇒ →− ≤ ≤ ≤

]

  

    k  =0,-1,-2,-3,-4,-5: لذا تعداد حالات ممکن عبارتند از 
   بار استفاده شود، تعداد حالات ممکن چیست؟ 2نه حداقل زاگر از هر و) ب

k 4 / 5x 2 4k 20 2 24 / 5 k2y 2 3k 2 3k
3

∩
≥ −≥ + ≥  ⇒ ⇒ →− ≤ ≤ −−  ≥ − ≥ ≤  

  

  k 4-,3-,2-,1-=: لذا تعداد حالات ممکن در این حالت برابر است با 
   باشد؟74 بوده و مجموعشان 13و دیگری مضرب 7کی مضرب ی هچند جفت عدد صحیح مثبت وجود دارد به طوریک: مثال 

 :پاسخ 

a 7x
b 13y 7x 13y 74

a, b

= = 
= = ⇒ + =
∈ `

  

  : باشند  می    در واقع جوابهای طبیعی این معادله، مورد نظر

k

74 13y 70 4 14y y y 4x 10 2y (1)
7 7 7

y 4 k y 7k 4,k
7

x 18 13k
(1) x 10 2(7k 4) k ,k

y 7k 4

18kx 0 18 13k 0 4 1813 k k 1
y 0 7k 4 0 4 7 13k

7

∈
∩

− + − + +
= = = − +

+
= ∈ ⇒ = − ∈

= −
⇒ = − − + ⇒ ∈ = −

 <> ⇒ − > ⇒ → < < ⇒ = > ⇒ − >  >


`

] ]

]  

  : یعی وجود دارد که در معادله صدق می کنند ، این دو عدد عبارتند از پس فقط یک جفت عدد طب
x 18 13(1) x 5
y 7(1) 4 y 3
= − = 

⇒ = − = 
  

 همنهشتی ی هجواب معادل: تست 
5

5 8 1+ ≡x xکدام است؟   
1 (x=5k-3          2 (x=5k+1     3 (x=5k+4      4 (x =5k+3   

  :  داریم  p=5 فرما به ازاء ی ه قضیی هطبق نتیج: پاسخ 

  عدد اول
  عدد دوم
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    نظریه اعداد :دومفصل

5
5

5 5
(1)5

5 5 5 5

x x (1)

x 8x 1 x 8x 1

9x 1 9x 10x 1 x 1 x 1 x 5k 1 x 5k 4

≡

+ ≡ → + ≡

≡ ⇒ − ≡ ⇒ − ≡ ⇒ ≡− ⇒ = − = +

  

                                            زیر را حل کنید؟ی همعادل: مثال 
7

12 7 4017x 5x 14x 6+ − ≡  

x|با توجه به صورت معادله واضح است که : پاسخ             : زیرا در غیر این صورت باید داشته باشیم 7
7

0 0 0 6+ − ≡  
  :  فرما داریم ی ه ، طبق قضی 1=(x,7) عددی اول بوده و  7که غیر ممکن است، لذا با توجه به اینکه 

7 7
7 1 6

7 7
6 12

7
40

7
12 7 40

7

7

7

7

7

7

7

x 1 x 1

x 1 x 1 (1)

14x 0 (2)

(1), (2) 17x 5x 14x 6

17(1) 5x 0 6

5x 11

7x 5x 11 14

2x 3

2x 3 7

2x 4

x 2 x 7k 2, k

− ≡ ≡

≡ ⇒ ≡

− ≡

⇒ + − ≡

+ + ≡

≡−

− + ≡− +

− ≡

− ≡ −

− ≡−

≡ ⇒ = + ∈]  
 به  eی عدد  باشند، با استفاده از اتحاد مزدوج و تجزیه می      2-(cy+d)2=e(ax+b) برای حل معادلاتی که به صورت :نکته  
  .توان معادله را حل نمود می     ملهای اول و متناظر قرار دادن عاملهاعا

   را به دست آورید؟  x2-y2=60  ی هجوابهای طبیعی معادل: مثال 
)                        : پاسخ  )( ) 1 60 2 30 3 20 4 15 5 12 6 10− + = × = × = × = × = × = ×x y x y  

  به حاصلضرب دو عامل، 60 عددی هاما مجموع و تفاضل دو عدد صحیح یا هر دو زوجند و یا هــر دو فــردنــد، لذا در تجزی
   قابل قبول نیستند پس 5×12 و 4×15 ، 3×20 ،  1×60حالات 

2 16 6 8
,

30 14 10 2
− = = − = =   

⇒ ⇒   + = = + = =   

x y x x y x
x y y x y y

  

 يا

 يا

 : از طرفی داریم
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~ ~ ,)-1,1,1& 

1.., A di..,..... oNOJ ~ u.,-,,.a ~ A .H:.,a ~ u.,-,,.a c:,T ,.1-1 .- t.., ....,....... ~ ~ ~ 

.......,_,. ..,¥.,. IAf i. a( A ) I., 
U.,, C f n 4ii ,;A.;. U..,..... 

~ c>,114 P(A ) t, 1.., .:,T J ..,,.UA ~u..,..... .i.,A .aiit. ~ .S, ~..,.:, ~ u,..... 
!i'ul 4.r,- ,.,k, .::.J.ta. ~ ~ ~ ..1iU 'Z' ~T •.wit 4.11.1 ...... n A a. ~..,ci 1,... am ..J 

.J,J.,~ 2• A 

hJ ~1..,.:,T.;IJl~ ... ..,1.a~..,.;,~A •{I .:Z ,3} ..m.~31&.J..t...s.i:Jlb 

:jl.-.lo,h& .P(A )J.1.,11.iu.,.....liU 21 -8 :~ 

P(A) ... {+•{} t } f } {•2 } fl } f-3 }} t2.3 }} 
t.a..,1.1.,....,llt, P(A )-A ......_A..(X.,YJ( x.,yt},.&I: o:.-i 

7('r l(f 9(\ 

·~ 
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:U..,..... -Sil (1-) u,IJ,w c,lt19J If D ~ 
.:..,4,& "'I~,.,. '6,,..... c,T &.>"' '- c..r1-- i,1.,,'6.,..... Jd.l ,~.,;. .)I JI.A -.,..... .S, ~,.... Jd.l ¥' "'I 

~.,C.,..B &->"' t..,,..,.. .111.:, ~ l.1 A .tflT ,A ., B., A c B .~.,.. ""'" 

.$,r ,:,- u1I .J,I ,,1.,l.i ~ ,~ k u.,..... .$; JI ~Jt.i 56 ·~ (2k) 1.&..,..... .S:,, : o:-l 

f.1,11.t (·-) ~ ,..,...... ~ "°" ·~ (k + 2) l£.,..,... 
64 (l 7 ('( 31 (T 63 (\ 

2<nJ=2.,+$6•(21t)2-2k-S6=0 

i« -y-=>f-y-S6•0•(y 8)(y+7)=0 

/ y=8 =>21 =8~k=3 

' 7 - "t. y=- dd 

..1,11• ~ 11.,.... m ,...,..,.... .s, .:,, u..,..,.. ,1;1,j 2" - 2"' , ,.,.,..,_ .11 ,..,..,... ~ , (IQ ..J 

,.1,11• ,iWw ,11.,.... 10 ~ ~ .:,1 u., ,, , Jt.i "°" ,,s.,..,.15 ~ .Si, : .:.-'! 

32 (l 3hc21' (r 5 ('r 'J! (1 

; c-lf 
21' -2" = 210(21-1)= 31X211 

~-, ,.~ k ,,1,11.i ~.,._ Jd.l w,,J,,A le~~ .Jtl.Jf 8 ·~ k +3 ,..,..... .s;, I .::.....:I 

k=3(& teRll(Y tel(\' keNu{0}(1 

~t,. NU{ O },uMt .;.'--ei-- .wa JA .a)IJl.r=k W 2t x 23 =l3x 2' I, 2k11 =8x 2t ~; ew,1.t 
~.::-1 f'14k ..:-t l21 .,,1.Jt wJ,& 4k-S l&,,.....S',, ~Jd.l .ii~: .:,...l 

6 (£ S (r 4 (\' 3 (\ 

I c-i. 

: l..itJ .:-1 

~ "t.M....,-...,..,.j .~ .:,1 ~ ..aj2", ".,... (n + 1} 11 <1&,,-- ~ ~~ ~ .1...:; , ,aQ .,/ 

2•+1=2x2•=2•+2• :1-":,.::....t~.~n~ 

..i,1lo1 ,.,.,....4 ~ ~ :,1 ~~JU 2• = 16, ,s,..;-5 ~~:JI!. 

~ m ~ .s, 11~ ~~.HI.,, 2lt •, wJ,&n ta.,.. -St 111..M&.,.....Jl.) .ii.la:: '1 ..J 
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~i.., .u' e .. ..,...... ~ 
B ., A •1(,.1 ,...:.t., wi-. ~ t, ~T est-,:.,.! .,,,.... •".;. 'l"IU' ,jJI ,.... ~ t, \,, B , A ,.,.u:.. 4.,..,.. ,1J 

A - B I r• .!..A.r- .~ j.,11"' ,,.... I+ 
.,Al JJIM ~ 4 JJ-{""""" •i,N1,jll ,1100) ., A •{I .2 ,A }ta...,..,.. JJ r Jl1,. 

.i.,..., ~ "'t ,5\i ,.,~ .8 ., A u:11 •~ f'd,/,. .'I.ii ,.... 8 4 l,1 A o lf)l ~ i.,11:.\.o U B ., A •"...,. 1 ~ ./ 

~;iat., 

,.::....I .>...I t-t ·~j ,1l,1&i a...,,_ 4 ~ Jl.i.r,1 ~ t J1,, 

.-I .-_..11.l ; ,:JI..,. ~ ~ u:,I ~ \.ol ~\j;i• .... •tSJL.,.;. ~ ,JJ JA r ,... UQ V 
!!."~ ............. 

.(..J.4 .. ~ ..1.,.. .JA ..,:.) ,l.,t.l,t (.:,~ 4) ,J.>.!, rw .J.:tU..1 '45: ~.J..r cs~ 'If 

~ J"" cs\,,,,J" I.&~ ·~ 1..,$ IS.JJ csi...:.wl l..--,.. ,100 :t.JL..... " ~.p ~ ,11,i&I ta.,.,... : Ju. 
.;,.! ..,abl. .,}Ji~ ,!-IOO• l oq ,,;4 ~ ~l.>c.l ta-""i!"' ,.;:WI 

~U 4...... 

N ={ l •2 • J ,1 ... n 1 ... } 

* $ :ti * l::=2 N= { l •2, 3, ... 2n, .. ,} 

~..,~.,..121 
~ ~ JA ~ ,llJ'll ·~ "'-'"' """'' ~ -., .S,t jll,U1 .&,. I! .J A ~ ~~ ,..llJt., u~ .,.. B ., A •IS~ 
ul.Jl& 'II ,Al ~ 1., A la....,... .,....... ..$t J.ll .J .S,t ,R ta.,..._ .,....... ,;. 4i .J D ta...,.. .,....... .&,i J.ll ., ..$,i .A 

I~ .:.I.A ,,..,t.t .. ......., ~ 'I~ )AU:,~ 'l!.J.) ~ ,1\lo;I a...,..,..., N ,11.i&I lc..,..... (.>M J11o 

(s) s1 
2 = 2!31 =10 

~ 211# 1 = :zi+i 1 = 31 , .. .,.... ~ ~ ..,u ..... ....,... ~ .11.iol 
,.:...,I q> ............. .JJiill •..>W \o.~ ~ <IS csko.,,...... ~ : f+" Ula V 

. .:-1 2• -1,,A >t "~ .11, \o.- ..S...,..... "~ ~ o>'.s.1 : ~ ~ 

: 4 .:...,I .itl.it ~n ~ ........ ,.$,i 1,1;;:,.a K ~.,.... .Jij J1.ao1: f+> .,~ ~ .J 

n,;tk""'~·(:J= k.!(:~1c)r 
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(ul.J'~)~U~ 

..ilJ.I! -oo 't ~ J +oo "I ..1;. ,s.i ,jl ~I~.~ .i.,.- d ~ 16k&..,..... "I 

,lt=(-001+00) (-001' ]. Z •{ .• .-T .-\,, ,1 .2 ••. } J (Ol+ oo) ., N .(1 ,Y , 3 •.• }i,11,, u.,......1 .)11. 

.~ ~11""1..1 .. .-.;- ••• { 2• :neN} ·{2 A .s ... } 
..a.,l.i J..ii ,i...- ~ I., .,Aln.. lo.,,..... I ,+" ~ .J 

iJIS. .,...,,. "" -' i..-i=.. ..,,,_.. ~ ., ' .,.. '.:.as ;J~ ~ .)J .::.-1 "" ...... ·~ ............. .,.. : ,... tll:I ..; 

·~ w'Ul.. .)., .:-1..i.,.- ,(2•.S) ~ 
..w. .i.t,tl.t', 1.1.t.T ~ .a.,._, b., .,.,.._ (ll.&ui- \I .11.ia1-,..,,...:..,... Joi: ,1':A ~ 

iµ-...,...... 
1,t J (N) ~ o1l.at ~ 4 ~.,.. i,1 .. .,_ <If~ .:.,11.ja ~ ..,.,.~ ,A,1..4 Jiii ..s ,..,,..,.. 11,..,,...... "1 

.w.1.t (....- Joi ..,l&UJ) ,S\t lt ,S\t ;,.u:i JJ ( llilk ·f 1 .2 .I(}) v"P .al.a&! .iJ c,1u1J 
,4-1 IJL..t. ,Q ,Z .N ,{7., 9 ..,J ., II .,4} ,{1.,2 .,3., J 1000} 11~: JI!., 

..:-1 t.,t...t. ~ la..,.... .,I#, I .i:IQ " 

f..11...t. b la..,.... 

.J,r l,,1W U ..wil-,l l.,U 4S: IJ .. ,.,._ _.,. 

..in-. 1.,1...1 u •• ., R ~4 J SJ 111.a~, Ja. 

-=-' w'W.. t .,.,w u ........... ,. ; c " 
:~,etwt-1 

,:,T {~--* .,~ tS:.i l,1 ..s:µ... 1,1t...,....) •f'1!"' ,,t;J ~..,....... ~ ~ t,1 8 ., A t&.,....... .,.a "~ ~ ,It.,.. 
~ ..hi...i...t 4 .:-1 "tc....,..,... .B J A ""-~ t,t..:.,.I ~I.IA 'f"'"j B ., A t.e..,+ JJ ~ l,1 ...,..,..,... 

1 l ·{l , 
2 
, 
3 
, -} ..... .,...... ~ 1 , 2 ) l.:11.t .Na ~· ..... .,....... .N ·{l ,2 .1 •.• } ~ ,11.a&I ............. : J11. 

1 ..all w'm. U u,tlA.....,....... -J J.,1 o11.a&l lc..,..... ~.Ai o1l.1&I~ ,f ;; n EN } 

(J.al,l,A ~ c.a.,.... 

.(~ ,+t ·~ c,l...&1 ,11.u,l ...S: .iiJI, .::.tl) ·~ ,.Ji,a. ol,I& J,J ,:.,tt ,iJiiU...1 ~ ..S: ~ "~ "" 

1,i o1J..- ,.,.,. w..,..... J- .... C ·l l:neN} J B =(2V ) .A -{1 J 2 J...., 100}111.i o1&..,...: J~ 
11 

. .wt. • 
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AAB={x:x.eA :i XEB} 

v .,.......,.. wu:i.. J.41i:1 
J.-lll I.., ·J~.? J.i ~.J,:U ..,.11:i ~A.,. 1,i <IS ...,~1 Yi'"'-.~", •1.,;.L 4-.,..1B .,A •lt;I, 

4S .-I ~- ,B ., A .;utt.. J.,la!MI ~I.Jl'llt ·~ ..AW A A B.11..l 1., 1.., .:,T , ~ B .,A.:i.ill1.o 

I Ul ,.il.,i.. ~ B \tA .......... ;,.i .jl ,.;... .... (Joli) 11,1 ... ~t...&I 

. .:-1 •Jj t.1\, .J.f W. .... ..,.,... .,..,_!,LA ~..,..... .... ,A - B .,,t,i c,t.AJU ., .. I Jl1.. 
~----lJ u u u 

A-B= {x: x&.A ,1 x fiB } 

t:'J',.... ... .,.... J,I 

.~,.,.. f'A JI 1,-. 'J/41.J,, ~ 1., 1.f:,T ..i:..:.4 4:L4,I.» ~,µ.,..,..... ~ .8 .,A. 11~ •IS.,A 

.~ f'oA ;,t I.a,. ,-LA u,..... "'.,a ,1l.1AI .... .,.... J t.J.> ,11.i.c.l ... _ : J1J.. 

~.,.iJ.-1.D 
B lr...,..,.. ~ t., ~ B .J.I i)., ~'1 A .J• d: !ll!L..l.&141$ la.,..,.. ,.il.J.l, •'~ t.._. .1J D .J A •IS.,A 

.,..,..'V' .J'I!~ A - B ,1W I., 1.., .:, i ., tiJ, A jl 
: tll .~B JJ ~ ~It.A JJ ~I '4S .::....111tu.......,. ,A-8 <JI~ 

~~.,., .S:Iµ;! 

t...,,..... ,1J .S:~l l,1 .,...i. ~ •f'll",l ..iltl v..- ~ ""''~ I., l.t ., A ~ .,.i .S~ 11~ .~..,... 

.)!al tt ., A I.a-.,.. >l .Jlt 'i J.i!U..1 d .:o.wl ~..,..,... .B J A ~ u.,... ..St~ u,t'.>tllt f'IU' B .,A 

: I..J •1'¥V ~,A n 11 .. w I,,,., B .J Au.,.... J,I ,$(µ,I~ -i..J.u 

ArUJ= {x: x :::A .., x ea} ·{x:x EA I\ XE D} 

AUB= {x:xeA ttxe.13} •{x:xeA v X €D} 

.~,.,.. ,AW ,AU.B .. ~ it I.J "B ,1 A lr.~ J" tt..:.iJ ,,:,....J ~.,., -11' ~ ~ !;i J B 'i ~~A'-:! 

:W 
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• 
22)n A 1 = A. nAl n···nA. 

!,,,I 

~· AnB={x:x~A A xeB} 

l)xe(AnB)i9xEA I\ xeD 

~)x¢(AnB)..-xJA y XJll 
3)AnBcA 
4)A n BcB 
5)A n D cA U D 
6)A n A '=+ 
7) Af'lU=A 
8)A n4,=~ 
9)A n A =A 
JO) A cB...-An B•A·~ 

ll )A n B-B n A 1111i.. ~ t,. .,. ele. 

12)(A n B)nC =A n (Bn C) "~ .:&:~ .:.,-~ 

l3)A nB -+=>(A .,.41) 1,i (B =cl>) l,i(.ill•.!Jt._.,...jlB,1A) 
14)Ane ..... U,. A= B = U 

1.5)1A CJD=> Anc c 'B()D 
CcD 

{
Ace 

16) Bee ... AnBcC 

17}Anacc+Acc "Bee 
lB)A cB .... A nC cB n C =,6-A cD 

l!>)AcBnC+t {AA CB cc 
20)A=B*Al"lC=BnC;,p.A=B 

{
A=B , 

21) C =D *An C =B n D 

IA4B =(A .:)u{B-A) 

A4B={AUB)-{Al"IB) 

: .:.a...,i :,l;;J,, B ., A w•""• J..l,,Q: ..,1,_.>lll "'! ~ Li : H-" .1~ tQ ..J 
u 
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wtJlll: AUB={x:xeA v xeB} 

t)xe(AuD)~xeA v xeB 
2)x§!(A U D )*x ttA A x ,B 
3)A CAlJB 
4)8CAUB 
S)AnBcAUR 
6)AABcAuB 
7)AuA'=U 
8)AUU-U 
9)AU+=A 
tO )AU A =A 
1J)A C B*A U B=B=4.u, 

12)AUB=BUA i,e!t,.~ It- "<J ,U. 

13)(A U B)U C =A U (B U C ) ~~.,.t. "<J d; 

14)AUB=+,...A=B=+ 
IS)AUB=U .... (A=U)V(B=U)V(.allw,,,~~BJA) 

16)/AC: ~ 1.9 0 u 
CcD 

{
AcC 

T?) Bee .. AUBCC 

ll )A C B•A UC C B i...C+ A cB 
19)AcBuc,;.AcBvAcC 
20)A-B•AuC-BuC-t,,A=B 

21)/A: ~ 8 a U 
C=D 

22)AUB•AnB•A=B 
• 

23)LJA1 = A1 U A1 U···UA0 , ... 
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...,.._,.:i, A'={x eu :x ttA} 
1):a; E:A ' <*X ¢ A 
2):ritA' ~Xl=A 

3)A C.A U B 
4)4i'=U- 

l&)A n B=+'* ,~-B=A 
8- A=B 

l!l)A-B =+~A C B 
20)(A -B)n (B-A )=+ 
21)(A-B)=A-(AnD) 
22)A -B=lf-A' 
23)AUB=(A-B}U{B-A)U(AnB) 
24)jA-Bj= jA-(AnB)I IAJ-jAnDj+-(21) .JI&, 

..... ,JG: A-B-{x:xeA A xjtB} 

l)xe{A-B)~xEA A xf{B 

2)xf{(A-B)<*-xtA V xEB 

l)A-BcA 
4){A-B)nB-+ 
$)A-BCAUB 
6)A-A1=A 
7)A -U ""+ 
8)A-q,=A 
9)A-A =4> 
tO )A'-A =A ' 
ll)U-A=A' 
12}U-A1=A 
13}+-A= (I 
14)A c:B=;.A-B=4> 

l~ ...t-B;1:B-.f~~lt,. 

16,)(A-B)-C<it:A-(B--C) ~&.,A 

17)A -B=A n B' (,....~ 
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l)x eA A B*x EA ~ xeB 
2)AAB=(AUB)-(AnB} 
3)AABCAUB 
4)(AA B)n (An 'B)=• 
S)(A A B )U (A n B )=A U B 
-6)AnB-4>=>AAB=AUB 
7)AA B=(A B)u(B-A) 
l)A C B => AA IJ B-A 
9)AAA1=U 
lO)AAU =A ' 
ll )A A U =A ' 
12)A A q, -A 
13)AAA=4> 
14)ACB~AAD=B-A 
IS)AAU-BAA~~t., "!l o!a 

J6){A A B)A C =AA (B AC) ~.;.(-"' -; e!a 

~:A AB ={x :x eA ~ xeB} 

Joi .JA .,.a) B ,>J ,WI ., ,=-I A .iJ J.111, x d -.I iJI ~ ~ J ~~WI. IA ~ v JW I~ .J 
~-..,1 

I I 

9) (Anene) =A'UB'UC' 

(A uBuC ) -A 'n B'n C ' 

I 

S)(A1 =A 
6)A =B#A'=B' 
7)A C B*B'cA ' 

l(AnB{ = A'U B' 
8) , 

(A U B ) =A'ns' 
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{
A U (A'nB)=A U B 

6) A n (A'uD )-A n R ...... ~~ 

7){{B U C ) A =(B A )U (C -A ) 
(Bnc) A=(B A)n(C-A} (.:r-1.:.-:,l)~.,c&.1t,14f~J...lli~.:,! Jt\ 

--a~~ .l!.l "'»- 4t ..... :,1.g~ J t.i...i (I.JJ ,>! J...lA' p .J 

g lA -(B n C )=(A -B)u(A -C ) 
) A -(B U C )=(A -B)n{A -C ) -.l~~n~U.tl.l<tn 

l {A U R=B lJA ,, ,. 
) A n R=B n A <wt>c~)Jt,4t',, • ·- 

2){A U (BuC )=(A uB }U C ~""'"~ •• i.;. 
A n (B n C ) =-{A n B )n C 

3){A U (B n C }=(A U B }n (A uC ) ~~,.ii.rt-."! ,g 
A n {BuC )=(A n B )u(A n C ) - 

!(A uB)' -A'nB' 4) I 

(A n B) ... A'uB' 

s>{"u(A n B)=A 
An(AUB)=A 

17)AAB=A'AD' 
18)jA A Bj=IAt +181-2 jAn Bj 
9 ol/Jl-+AAA'=(AUA')-(AnA1=U-•-u 
17 ~ -+A' AB'=(A'UB')-(A'nB') 

I I 
;(AnB) -(AUD) , 
=(AnB) n(AUB) , 
-(A U B)n(A U B ) 
-(A UB)-(AnB)= A AB 

11 .:.~I :jAA Bj•kA U B }-(A n B )I 

-jAuBj-jAnBI 
=IAl+IBl-jAnBj-jAnBj 
-!Al+IBl-2 IAn9I 
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l)jAUBj=IAJ+IB!-jAnB! 
2)jAn Bj=fA l+1B1-1An Bf 
3) A-Bf ="41-j.fnBj 
4)fAA H!=IA l+l~-l fA l181 
S)jA1=11JI-IAI 

f'J,I ....V.·(A 1>B ) A (A uC)=l(A uB ) u(A ucM -l(A uR)n(A uc)] 

=[A u(¥)J-[A u(~)J 
-(A U D }-{A U E) 
•AU(D-B}- ~J,J. 

= Au[(Buc)-{Bnc)J 
•A U (BA C } 

(.AuB)-(AuC ) A v (B-C ) 

ll ){A U (B C )• (A uB)-(A uC ) 
Au(e-c).,. (Aue) A {A uc) 

~ ,=,,it .;i,1,,1-lm jl a.ila..11, u II f"J' ~ J .:,., .,t.t.,. ii1J1o JI u 11 J.,I ~ 
• 

---- u u 

l O) {A U (B n C )=(A U B)n (A U C ) 
A U (BuC )= (AU B ) U(A U C ) 

..:.-1.1:!1 ~ .n. A ..- .u~ ,;1..,_u .. cu, .st.,l,,t,t J&, .ac ..J 

An(suc)-(AnB) u(AnC} 
9) An(D-C)-(AnB) -(AnC) 

An(BAC)=(AnB) A (Anc) 
An(enc)-(AnB) n(Anc) 
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B x A = {(",y):x eB , y eA } 

A 1 =A x A ={(x ,y):x EA , y EA } 

B1=B x B={{x ,y}:x eB. yeB } 

A x B={(x,y):x eA .yeB } 

...,..,.cJJ­ 
~,.. ..:,l .,..c .,b., a .;.4.,. ~Ji 4S o..l (-. b,.c) .:u,- ~ ,,P 4- ~ ..,...,.. .J, ~ _,. 

~ "aY £.U >' u-,.;. .>illd -11.,,. Jl '-.,.. ~: j/:lr, " 

~ .... ~ufo.}$4 ... ...,...,...... 

.>:) -=-»- ~ ~ .#- A x B It 1., .:,l ') B .,.. A ~ ..,.,... J-L,.. ~ c.c...,...... .JJ B J A •".JA ·~ ...... ...,... 

(•. b)-(o ,d)*{: : 

t.:=....I µ 3x+2y. ~ fSi-{1, x ' -,2) ,(x- y,.S)~.,.. g,u.r>.8'..,.a, ~ 

9 (l 10 (\" ll (Y -S (\ 

·~ 

(a J b)......,... w ~ r,ta.:,l .,.a bJa ~.;, ~.;. 6 ~(a..,b) .:>.u-': ..PJoi .S: ..,.:..,..(J) ~ 
...-..A.,. :Ji..,.::.,.~..,_..$: I.J 

IAI U ...... J ..jl.,. ~ wtt+6.:,.Jl,l .JJ 

.{a, b}= {b,a}: ~bu.J"f'-"..>' .s ..,.,,_.,.. ,(a,b),..(b,a).J' .e.1..,..: ~ 

.fa,a} =fa},~ bv.,-.....,...s .,L, ..,...(a,a),..,(•)..t' ,:Jl......,.i :4':i 

..,J1.,.r.µ~~ 
11J..-t'6 ~~-t_.i f'JJ csl,Mi!J-J ,..a~ '4,T J.,l ist.ii!J.d: .ail ~t-..,1,-,; [e, d)., (a, b) ..,a.,..p;.,.. 

=~·Alilt 
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• 
~~ f""',1 l.1 _t,.,i..JM.J ~ 1., R x {O} : ~ 

...1;1:-.,. Ll x .iv-:>.1~ .Rx{ O} = {(x, O ):x e R} 'I?""~ 

\ I T 
. 

• • • 
&: ···1· . 

,_ .. ,. .. 
i i 

.. i ! 
! • 

!(A x B)UA21 =!Ax 8'+IA21-l(A ><B )n A 21 

,... 6..L.9-3- 12 
'~r-,1 l.1 i>J~J- ; • 1.., A ><D ,B-[2. SJ., A -[l, 3J •ICJA • Jll. 

A x B = [t,3Jx (2,5]={(x,y) :1 Sx S 3, 2 Sy ss} 

"°* 1, A 2., A x B ,B= (a, b,c}., A = {l. 2} ~: J11. 

A x B ={(L a),(1,b),(l,c),(2,a),(2, b),(2,c )~ 

A.3 -.:-{(l,l),(l,2),(2,1),(2,2)} 
·~ .:JI. .,.s ..c.c..,...... .,.i .;,,1$.i ..,.~ J-1... UI (~ y )• (y,x ) .J8. <:JI. ~ ~t ~ '+.;. !., : r+t J.,l1 .J 
J" ~d ~1.ff3B \IA,~ 1,,i., A =B .:.11.JJ,,£,I A x B•B x A : ~·~...ii.¥+,., ,Ii. 

{,iJ' f':!*t.;i, ~ i:,1 ,I.,.,. 
: •ISiT ,.wl., .,....11 tsV.a .B -.......,. ., .,.... m "'-'1.t .A ~..,..... ·~ 1,... tm ..J 

.~,.,..,.... m n c,l,11..i , Rx A .J A x 'R t...,..... .J" JI ~ .i,t (, 

~"'°.,.... m \11.,t.a,A 2 -A x A ('t' 

..wil.,.,. .,.... n 2 (IIJl.a , 81 = B x 8 ("' 
: 1,.:-1..HI.H (Ax B)uA 2 ~.,....16~ ,11.ao:S ,B == {I, 5}J A ={I, 2, 3}alt.;i,t: J~ 

15 (l 9{'1' 12 ('1' 6 (, 

: -vlS e:.1.1.1.,1.1.,.... 3, (A x B)nA 1., ~ • .,tJ.,... 9, A 2., .i.11~.,... 6, A x B , c-1,i 

A ><B • {M (t,5),M (2,S).~(3,5)} 

A 2 = {{t,1).(1,2),(l,3),{W. (2,2),(2,3),M (3,2),(3,3)} 

I f'f..11.i IA u 81 = IAI + 181-IA n 81 J.to.i' .Y. w 
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12)A =B =t,,A x C = B x C 
13)1\X B=A XC , A -='4>.....,.B=C 

A.D.C jD ,. I {A = B 
C=D 

l)A x'Fh• B XA 
4)/'l.x lt=ll x A*A =B ',. A =cp ~ l&=ip 

:S)A x (.Dx C ) = (A x B)xC 

6)!AxDl=IAI IHI 
7)oXA= Axq, = 4>x cp ,,u;, 
S)Ax 'B-i:, ...- A =<? ~ B =o 

{
A C B 

9) CcD ~AxCcBxD 

IQ)ACBttA~csi 

{
A=B 

11) c-n +.ti.xC =B-><D 

•• 
x tiA /\ y¢B 

2)(x,y)y.(A x B)•x JA v yJB* x eA 

II yen .. 
A y itB 

u,~,A x D ={(x ,y):x E!A A yen } 
l)tx ,y)e(A x B),..x eA /\ yeD 

I ·····-·· I ,"i 
~· ·-·-·" i i I i 

!O ,lj' = !O.Jjx (O ,ljx l_ O ,lj.., {(x , y,z): 0 ~ x , y,g < 1} 

,.ii.I ~ ~ Jl#. l,i u..,.....,.. <t.. ($1~ .:,J..,:i,.,.1,.1 oC.A ,- ~ "#" J.! .,S..i!S.J "(~ J-t.. f,*b I §/Ii 

A xD x C "" {(x,y,z ):x e A , ycB, z eC} 

ll x R x R - R 3={(11, s. z }:x.y,z eR} , ~ 

!~ t--> t, .;i.,1....,..., .., .+ • , 1.i [O I f , J11o 
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: f'Ut.i jAuBj=IAJ+jsj-jAnBj JJ.Ji~: ~ 

j(A x O )w{D x A )J = jAxDj +jDx A/-l(A x D)n (ll x A ~ 

""!Al IBl+IJJI IAl-1Anlij' 
= 2 lA I IBl -1An B12 

26)j(Ax B )-(B x A ~=IAI JBj-jA n~ (r..-) 

'r-..1'" !A-1~ -jA-(A~BJl=-IAI-IA nBj JJ.l"Jl Jtl.• .:.!.;!I 

l(A x ll )-(D x A ~ -jAx D!-KAxB }l"l(ll x A ) 
=!Al jsj-jAnBF 

27)j(A x B ) A (B x A ) =2 (IAjjBj-jAnaF) (f+") 

211)IA 2 - B2 = IAf-jAl'lBj' {!'+") 

I 
' 2l)(A x B)n(C ><D )=(A n C )x (B n D ) 
22) {Ax B)u(C x t> ) • (A xc)u(Rxl>) 
23)(A x B)n(B x A )=(A n B )21 (21).J,lo 

24)j(A x H )r.(Bx A X= IA ,-er (r..-) 

2s)l(A x B Ju(B x A ~ =21Al IB!-IAnHj2 (,...-) 

........ _ 
..................... 

t4)A X R L A X C ; i\T-C"l~ RcC 

lS)A x (B A C )=(A x B )n (A x C ). n "t ~ XIS~ l,llJ"> 

l6)A x(DuC }=(A x B )u(A x C ) U \i~ ><~~ 

17)Ax(B-C)=(AxB}-(AxC) - ~~ ><,s.11'1tc,i.:,.,; 

18)A x(D AC )=(A x B )~ (Ax C) A ~ ~ x is..itl.i t,:i.;. 

J9)(A x 11) 1--ll x A ={(x ,y):(y,x )eA xB} 
I 

20)(A x B ) =(A'x B)U (A x B ?U {A 1x B 1) 

169

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



4b~., 

~ R JS! .itl.>A .~B -......... .,.A '6,.... jl ~I,,~ 1,, A x B .;.~ .,._,.. J-1.. jl u~ .iii~ 

1., BJ~ It~ .)lal --~ 1.,A ~ ~.,. ,R cAxB.~1.~B '-'J , .,.A .. .,..,.. l144., 

~ C r4JI ~ ..J.aA ~ ih.'4 ~ ....a.) 4ali ~ .. .,..,... 

..:-! o.»A ..J.a,J&I A '"-' R ~I., If ~ A ~ ~J ,S: R ~ .~ R C A x A ~ ,;a- .JJ : ~ -,/ 

..-1B>'A,jl~.,.s:•ui..-1+cAxBwt:4C ..J 

1) 1AuB1 = IAl+1D1-1AnD1 
2)1A n 81•1AI 1181 jAuBj 
3)jA 1 IUI-IAI 
4>IA-Bl=IAl-!AnBI 
5)jAABj s IAl+IB!-21,\1181 
6)jAx nj =IB ><Al =!Alx lBI 

7)jA2l=IA ><A l=IAt x lAJ=IAr 
S)l(A ><D )n (Bx A )= 'A n Bj2 
!>)K A x B )u(B x A ~-2IA Bl-!Anol2 
tO )K A x D )-(B x A X= IAI 1Bl-1An n( 
l t)jA 2-a2j=IAf-1Anef 
12)KA><B)A (9xAi=2(IAIIBI jAnsf) 

=5><3=15 
~ .,~ J.,..,l .dy (#Nl .,.,,, _, C"'!: 

1700 ,, 1790 (' 

kA x B)u(B ><A ~=21A11B1-1An Bl2 

-2(30)(30)-(10)2-1100 
t.vl.l.,..a,c .slot, A 1-(A x B ) o tll T ,B= (d,e.f,g} J A ={a,b.c.ct.c}~: .-.:. 

5 (l 15 ty 9 (\' 12 (\ 

A2-(A x B)=(A x A }-(A ><B )=A x (A -B) 1~ 

~jA1 -(AxB~·jAx(A B~·;Alx!A-BI 

800 (\ 

:~ 

llOO (T 

'°'),1..,..-.si., {A x B }U (B x A )~l .B= {21.22. ... ,SO }J A ={1.2.3, •.. ,30}~, ~ 
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(~ ,......, ,., .II.)~,.., ).,.,..:.1 Jll.. 

(..Jll 

R = {(1,1),(1,2),~,3), (2,1),(2,2),(3,1)} 

\>'a, beA :aR b+>a+b<4 

~-'.;i.._. SR 4, 2 R. 3 itl (!!!' ·~ 2R 3~2<3 

R = {(t,2),(1,J),(1, 4), (1,S),(2,3),(2, 4), (2,5),(3,4 ), (3.S)1(4,S)} 

11.i .:....1.>11.11 A x A ~ ~ ~ ~ Jl.i.olJ jAx .Aj = 16 W IAI = 4 ~ ..:.-! ei-4 ~: ~If 

(1:) 16;15 =120 

J aR b r;-..JV i:..u- i>d'..,., ,(a,b) e R J (R. c AxB) ...tit., B ~A .;t "'-!I.,-'!! R •"_,. 1 r+" lm ,J 

.a-R- b ~ ..... ,(a,b)tf R .PJ(.al J..H.,.. f"'o1tR~l,1 U,...., ~ b JI) ~,t.a ~.,b !,a~ 

1-' •.W. ~ .:...,.,- 'It A = {I, 2,3, 4,S} .......... .,., R. ~I., : ~ 

t.:i.t.,,.\ ul.,i,..,.. ~ J' IJ.tl, ~ A = {a, b,c,d} '6,,..... ISJ,J 1 .:.-1 

2 lO (" 256 (Y 32 (\ 120 ,, 

'!.:-1 f'l.i' A t,U..1 Jl.ll!l ,~j, A ~ ISJJ ul.JI# do.,IJ 512 J.1: .:....J 

8 (i 3 (V' 6 (\' 9 (, 

A )h'w.l.1 ~ Axa ~!.,.,., ...:...,IB _ ,.i A .;I~\.,~ >,!I AxB W .¢.....! AxBCA>'<B.'.:A': dCi ">/ 

.J&4~.,...... ,11...:1 .11,t.J ,jl .0 ..,., 

JI~ 1.i ,:w..1.>!I.Jf ~ B ~ m ~..,..... ~ A ~ n ~ ,jl <>1.P..r 45: 114t. do.,I., J~ : ff"~ a/ 
2••,v'*I AxB ~.\Ii> 

,i., .-1 ..1t'.H .:..11..,i A 11.J.J u1.Ji,.,. 45: ..J.t, 4'otv .11~ • .i.:.i., '6.JMlfA n t.,,..... &,, A •",,- :,..... ~ ..J 
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-~ ! ti,f:,S el""""' H·-'-1 ~.,' M 
y > x 2 °*) ;a:o t .as:.,..;-.:,T .s-t A (O I )u.a. =!!> .,,._, .,.i.,.. y = x 2 ..,,- J..l,1 

f < x~ I <O ,~ ~~.:,T ,1a A (O\ )~-:;:} ,:...J .,.1-P- y• =XU"+'" Ji.I., 

(t 

y=x- 

' l ~ ~ • t 

'I' • • 

' .. 
• 

t • • • • 

b 

'I' 

R::{(x.y)EA 2, x ly} ,A= {l.2.3,6} (':' 

:R = { (1, 1 ),(1,2), (1.3 ), (1, 6),(2, 2), (2. 6}, (3, 3 ). (3,6).(6, 6)} 

·~"' ~ w.JJ J ~ ~"' ,,;:,µ x 3 + y3 < I iiJ,.ita..U l.ll ., ......,, -~J ~ .,u.,.A x 2 + y1 = 1 wt.... 
.....t.1,i..;- 
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l)(x,y)c R•Kf-A A y,.B 

2)(x.y)t!'R*xtA V y§!B 
3)(x ,r)eR*(y,x)eR I 

4)(x,y)eR# xR y 
!!)(x ,r)~ R4*x~ y 
6)R.-1 = {(y,x): (x,y }eR} 
7)(R 1 U R z)-1 = R , I ,JR.21 
8)(R 1 n R ,rl "' R 1 1 "'1.R.% I 

9){R , ·-R 2) 
1 =R~'-R..i1 

10)(R1A R 2} •• =R 11A R ~' 

lt)(lt, x R 2r1 =R 2 x lt, 

12)(R-1) 
1 
='R 

I3)Rxcl>'"" q,><R = q> X<!> = ¢ 

R -1 {(3, 2), (5, 4)} 1 .~1 R - {(2, 3}, (4, S)} ot!J,11 .Jl1.. 
"'-fl.,~e 

1 ~~~~,J •.>.t- ~ IJ ,:,1., f"i"'l<I" .:,w.:. RC~ :R.1 .1Wt., I...IR ..:41... 41..it.,..i,,1 ~ 
'Re =R'=(A xA )-R 

R. = {(x ,y)n c C A , y c:B } 

R-1-{(y,x ):x C A , yl!:B} 

~v~~;t.,~ 
i$U[J.J r~ ~ w l&..,._ ~ j ~1., .;il u.J., .~I"' J,1 '-?~ U ~,J.J JJ 111:aulJ.- ui. ~.,.... "-i 

•rt>.$!¥* J.:1,; ,:,i J,>1 ·.:il ~>' 

<.L.,t., -'t .:..,.,\.1 

R ~t.i w.11.1 ~f"I"' ~ 4¥.,1.:,T ~ "l.lr..1-> uf.il/., x t.,.,> 4- ~ I+ jl ..S: .=,...J c.sl""-tb ,J.:l.1,.>1o W.1\J 

,..a., .... _, ll 11.,, 1 ,.,...,.,._ . ., 
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~Jf.i4 Lt.)l.i'I ,.1.,,4 
4o&..- 

'( y 
'I" 0 

l \ o 
0 oY 

.J)• jlJll S ~ 3 ~ ~ l.ll 

: .::....1 ._.. T ..,,.; ~ .,1.4 ~ S u 2 i,LAu..,..,.. isl.A;ivl'· ,.!JM : m ..J 

~ 3 ,;1,>11 •{{I}, {2}, {3}} 
~2111Aj\.lil•{{l. 2}, {3}} , {{1}, {2, 3}} 4 {{1. 3}, {2}} 
c., ........ l i,l.a.;l..,»•{{1, 2, 3}} 

jl,,ill - 
~ .:, l "~ ..i,.; A. , ... , A 1 , A 1 ~ ,.Ji,.Ji ., ~.; ~ ,j-4 I., A (ull,I,, ~) 11fJ U t..,..,.. 

: •1'...>A ·~ A .....,...... w,,,,ioa D jl.Jil ~ l.,1 { A , , A 2 , •h ,A, } .....,...... 

,....W.I, ~..l:!A A , ••• ,A 2 ,A 1jl tt.iS:JA(\ 

• .i.t.l,j ~ ,Y ~ .,.j .:t!I 1SJJ 4t .J.A ...Sl;u.l ('f 

~ A ...,... 11;1'- ,I.A 4o&..- ~ .,;I W tt..:i,.1 (T 

''• Uol v A ·{l,2 ,3}t...,,, ·111Ajl..,W~:Jtie 

R 1 = {(:Z.2),(3,3),(3.2),(4,4),(4,3),(4,2)} 
R 2 = {(2,1),(3,2),{4,3)} 
R , n M.2 ={(3.2),(4,3)} 

(R 1 n R 2) '= {(2.3),(3,4)} 
Rj1 = {(2,2),(3,3), (2.3), (4,4),(3,4),(2.4)} 
R 11 ={(1,2),(2.3),(3.4)} 
Rj1 n R21-{{2.3),(3,4}} 

(x,y)E(R 1-R 2f1 * (y,x )e(R 1-R 2)#(y,x )eRi A (y,x )¢R 1 
*(x,y)eRj1 I\ (x ,y)¢1t;1 *(x ,y)eR.j '-Ri1 

{
.R1 = {(x,y)eA 2: x ? y. A = { 2, 3 ,4}} 

"""'J" .is: .... : J~ R i ={(x ,y)e B1 :x =y+ I, B={l ,2,3, 4}} 

<t....S~I., (Ri na2r' =R, 1nR/ll.,1J 
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'lfx ,y, zEA:(x.R l', y R z)•x R. z 

{X!Y ,,.X=Y},,.x =z ,,.x R z ./ 
Y AZ~Y=.Z 

t.:.-111,j,JI r,A ~.i .S,,A 1$,1.) .>i> A•..i ,.1.i:s:, A •{L 2, 3 A ) ·~: .:.-'I 

R 2 = {(1.2).(2,3),(3,2)} (" R 1 ={(1.l),(Z3),(3,2).{4.4)}(, 
R 4 ={(I.1),(1,2).(2.1),(2,l),(3,3),(4.4)} (t R , ={(1,2)}(Y 

V x.,yeA :x.R Y•YR x 
V x ,yEA :xJl y=9-x =y..>y=x ,...yR x ./ 

\fxeA:xRx 
V x eA :x -it-)x R x ../ 

, c:. !., .-. c,j,11 ~ tl.,l.1 ~ A ,,.,.., R t.,1 d: ~ ~ 

c.,tt.ll.i (\ 

w.i1,...~1., 

..wl.i 4l..3.l.a IJ .Jtj ..:.,,..!. """ ./II .. ~ ,,_.,. ~I ~ ~t, ~ A ~ IIJJ l,1 ,..., t W. 11kl.,l,1 

.(4 ~l,1 ~I., J,.a.,i,, It.,....,. ~) ,X -x I ~ a.lit.a x EA .,. .1:,1 ~ I (c.,ttljl.i) ~ ..:.,,..!. (\ 

~1,1 x It ~ y .t.4\t ~1.a ~· ... y 4 x .,ct ..;,..) • y - x .1'1 l x - y .JJ x , y e A .JA ,1:,1 ~ 1 c.,l..,ID ,.,. & ("r 

.(.i.t,4 .a.s.t.a 

y 4 x ..,c, .;a.l .x - z .wt . Y. -z., x - y ..,ct ,x , y , z 1= A ..,. ,tt " 1 ""'~ 1,i ,.-i,t.,J i. 11.1&1 • .,.. .~ ('r 

.(~ 441,1 ~ Z l.i ~ X •.i..Mt Goll.I ~l,1 Z It Y .1 

: .-1.~--1t,.:i ~ .:v...-41 A·U, 2. 3.,4 .s} ..... .-w.i R ll.,t.., 1 J~ 

R={(x ,y)eA 2 : X=)'} 

IO 1-S=lS 

.s.i ~ .J ~ ~ <1,!b ,4J ~ ,J v,.I:. 3 .S,, I: ~l,i ~ jl,.ll ~ J~ ~ 1.J f4~ 5 ..... ..,...,... ~ ~I ill.Ji I e""~ 

., Jf.11,, (!)=(!)=10 ~ J,,I J.a ,{{1},{2, 3. 4. s}}. i, {{1. 2},{3, 4, s}} ~ • .;.. ~ .. ...tLI ~ 

: If .:-I ,M A IS.,,._ JJ ifl,Ajl..,11 ,1l,1a1 Ill ~~Ill'~.,,,... JI> (!) = (:) • 5 4t N<' Joa 

15 ('r 20 (Y 25 (t 
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• 
(x ,y)R (z. r), (z, t)R (m ,n ) ~(x , y)R (m.n ) ~1.;. 

{
(x,y) R ( Z.t )::::> x I= y l 

{z.t)R(m,n) 7zn=tm 
xt :rn = yztm,¢,xtJ=ym 

(x ,y)R (ir.y)=>x Y=Y X " 
• 

(x,y)R (z,-t)~(z.t)R (8.Y ) u>~ 
(x ,y)R (~ t)=> x t = y .7.:=> ,:y = t x ;=;, (z. t)R (ir.y) ..i..,1.s ,Mi 1., ~Ii>..,... 

0 (, 

'-I.It., I.> u1tif>l,, : C""'4 

1 ,,. 3 (£ 

3~1..i "'°'.,... .;1 "'.! el. ...,. ~" ti4I .:-I _...,, ~ a• -., ,(x ,y) R (~t) # x t -ya .s ~.,, .::..u 

~J.,11., 1., IS»I tJ 

..:-.I•} y+z+5 {

:x: Ry ::::, 

yRz => 
+------ 

.,....1 (,') x+2y· I I! I J() .:.-I z;:..JJ • •}:o.1,, J> ~: di 

(x+z}+{)y+10J=£;u ;::;,, . ..:-.I ~.1) x+z 
~;; 

• xRy , y.R.z=>xR z 

xRx:;. ~.l..il x +x +S=2x +5 ./' 

..-.1.a,.ii ~ y+x+S, ~ .. ,; x +y +5 ,.;a..,~ ,.::.....I .:,..,\Ly .,x 4'f ~~I.fl.JU ~..1b 1., ,jd.JJ 

0 (\ 

: l..i:,) J_µ 1., ~.;!.,, , ~ 

l ('\' 3 (l 

..I.JU 1.., ~t,;s J .,3,,11:1 • .,.t:.:,J.: ~1.,i,;. - .,.. I~ .-,1.,,.......,..! ir,i.,.$: ~ 

..i..,t.i. ~ t., t,!.l;Jl ~!..~..,~I~ ~1.11 do.fl_, 3 l,, 3 t.,._.; .. .,~ Q .,:t.;J.: ~I.. •Ri IS ~t., 

.. .µ ~t., 2 !.,, ] 1.:.1,;!.) .l.,11Jl !., .;.,1.a: >w.>~ ~l..1 1 I,: l 1.,..,:, .i.,I.M '..i ~jl,, "'~ I.J ·:ni ·ell.. -i.... ~ ,R 2 tS .a.,,., 
..1.Jl.il ~l..13 !.,, I .).., .i.,i.. do.ii., J. L,,2 J 2 !.,, 1 I~ ..._,l,il 1.., u,.~l;i ... .,~ ~1.,1 l l,, 2 Lo i 

..1..,t.. ,...i. -tmt '4t l..1 ~;;. .:.;:-1.i. t..1 ... .,1;,11., ... .,1%1.., ..,,.c.;J.: ··J 4l. R3 fS do.fl., 

~,I.,~,.., 1.4,1,-.~1., ..,..i.,.;..;1 ... J J.0..-ilst, ,x ,y E l :x RY * ~ ...... x +y+S IS ~'..1: ,:,...-: 
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Vxst 6'\;x-yJ)'~x .., ,.. 

.I.U 1,i ~i x ""y .J.l 4S:~ ~1.;;.,, .k~ .:.J.i.t,. ~ ,~l.i ..1t•Jf y '1x .lf.i .~ ~l,1 x t.,y JY Lf x .;l.l ~ 

.(y. :1.}f! R •tll T ,(it, y) eR .,tl,k., .:..1~ ~ t1A: ~ ~.., x 1.t:Y .U. ~ .w.l.p .2...t.1~ <.1.:if.,·)' 4.x. 
...A~ .:..:.I.I ~ ,, (<,t!!i.;l>'i} ~...:I ~ti. (Y' 

4 ~~ .,1 ,io,11.,... f"I ~ ~ ,, ,1JI.H J2 J J2 .1Jl,,1t.:,.. _il l 1,iT '* .JJIJ l.,1 u,.~.; 

~ 11,jJI f"I """"'., ..s.i t.J"t 

,_ , 11:,,11,.. 114.1.tt., ..s.i .......... .1..,i..;.. u..,...... JJ M ,H 1.. ~ i,1,1.,H ~ u:«.l.t•., 1tl 1 ..il1. 

I e-1,t 
.~ !.-1 .J.,.... ,J.J.,;.. .If .µ. .:,11 l,i T -> ..i.,1~ 1., u,IS.:,I., 

,4 ~-1 J.,....ll .i...-ld .:,,l J.>' .i..;. ,.w1.t ,v,oA 01 .W..,, D W. ~I ~i ""' ,.1.,1.11..> ~Iii 

J.,... D w lo.i. .>1 ~ D .&.. .~i, J...,.. D11 Jo. .Jt D' .W.. ., D ' .&.. .,, D .i..;. ~ 1,i 1 * ,.i.,l.i l,1 u,.t;.1.,;. 

....,.:.~ tl,j\J.- l)R !., D ..a: 1.>,t '.JP ,-.1 
·~ ii:,.,,,.. ,.,4.1.,1.J ,S:t ""' 

'-flil.,S~J 

~4~ v .lf.i ~t..,~..i,,11 ••\(.A f't'~"'"' fi.A ~ ~A -....-18.JJ '.., •'• * .:i..,., t11kl.jlJ 

~ •• 1 .. t.1. l,1 ~;,I, -.Ii.(\ 

' ~ ,.w.l, ..U.l.l 1.i (,:J,11.3 ....... } ,:ulZ ~ i:op.U.. ('f 

-+ ,J..,1,1) ,., ~.)l.i 
.... .~_, ,111 ~ ,.., ~.)',/a 

·JP ,_ ,>l.,,. .,.,1..., .,4 .,i,1 l,i l 

.~4 ~..- ,>A IJA .f; oat~,_. 1.;,..... ua .,.il.Jt,.. ~ ~4 J2 .J,11.Jt i.,11 §.I 1:11 

-{0} &:!I ,iS.l) X J1 '- y m : ~ ,=J.A ~ .,v>c ~ .Ji! .:JI.. .,.. W J .AJ:.t., _,......, z l,i t .::,...I ~ .S ~ .:.I.I 

..i.,W I ,1 .,.il;,1.,1 .:,;,.1,i,, I~ { x . y. z,. t e ll 
..:.-1 er""" ! IS~~ ..,... 

t.-l c.t:,,11 f"I ~l,1 ~ ,I.A ,:iU IS~_,., ~ ,1.lij .:,4.l.tl.., ~j: Jl1.. 

:~ 

·~ , _ ~ ~ ,.,..& .:,11 l;,l -·> ·•Ji.l 1.., 1r.l:l.:,I., (\ 

,u;.,.t..,. ,J!l .ai;i.,l JJ d ,.,.. ,..,... '!.;-,,,.:,.. .J"'I f"I->' ,,.a.4 .p J"I.:,.. ~I "4i ,... ,J)~ ,ji ,.., .;.,~ t~ 
,f,A;.,• ~~ J"'f.:,.041.,.. ~ t~ JI ..i.s, I"" .:,..~y JI .J"'I .f;J~~.:,.. .}.l t.,l =;,.I.JI.al,.. 1.., ,.,#,;.(:, 

·~ c,l,l f"I c,c.l.fl., ~ """' 

<r.::....1 isj.JI f"I c,~I., .S, I.A ~1....11 ~ .Joi "'~ .,.ii.If ~I., I:! l : Jli.. 

: ~1.t 
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V x e1. :x R x#3j x -x =O ..i,11.il.i.,.tl)lt '7 

V XJY El :xR y#3f x -Y=* 3f y-x ,...yR x _..,1.,~1.1...,1.,111 ../ 

'rt~JAZEl, {xRy=>3lx-y 
y R z~3j y-: + 

3j.r-y+y-.-1 
3jx-z=xR~ 

:~ 

(S'l.,1 ~. ~IJ ~ !J"L..I ~ •$)1.,il .Ji' ~ .,fS.:.r' ~ ,;il~ 6J:!»U :;1.)..,I t" j$W~ l;i d"~ ~ ~ 

,IS.l)f !"" is~l...t .ii...:; • la Jl.,At ~ : ~ t).Ar, ~l,A ...,_,..:..,. ~ 

:~~_,.:;.,.J ..::...l.)YI' ~ ,., uT., ~..,.. ~ ~ t,a ~..,..,:µ.:iii: l:i (a]~!.i ua "'"' t"'~ 

[a)={x eA :x R a} 

.~~~~JI is~J-, ,,.- ...1,.,1..,.. ·~ 011 b..... ..:....I G.i.J .:,l jl ~ .a.w..,.a ~l.i d ~ .::,1,1 

,.,_, ll.,}.11 ,...~,., ~ R aj!JS. ~I) IJ.,1 -1 ·.i.t. ~ JI: Ry~ 3 j x. -y ..::,'*"' "-! z ,JJ R ~\., I J11.. 

,~ ~ ,., <S".i.11 t"' ~~ iJ41 ,d.fl" ,;,.,.M u;;.,1 ,... ..,.llS ..,.. ": '.i l ~ ~'..i .:itl ~u 

R-{(t, 1).(2.2),(3,3}} 
R.={(1,1)} 
R={(l,2)} 
R-{(3. ))} !~It ... AilJI,, .;..,u:: .1lt,1 uSJlli (J 
R -= {(1, 1), (Z 2), (3, 3), (1, 2), (2,.1), ( 3)} ,~~ .el..;t,. J.D (. 

R = {(t, 1), (1. 2) , (Z 3)} <r..w.~ ~ra.. ""' a (J 
{( = {(l, 2), (tl), (t,l)} t.w.~ .:Jti. '1," .:,,p... (,; 
R ={(I, 2}, {2, I), (2,3)} !~ G.t.~ 1., ~)f..,,;t l"l.i$f:!"(c 

,¥1.;1 ~ JA .oe$ 1,;;,... ~- .,11..l ~ 1., u.....,.. ..,T .u'*"""° ~ "" (l:.1.,1 ,-. ~., .... : ff" fi4!& ../ 

3) V x ,y.z ER:x <y.;y ~ ""* Sl: ... ..,1.,.'.t!l•.,~'11JI 

i.,.,p...,:i ~\., o$.t f"' -1 .::.-1 <.1.lJI f"'~b ~ t"' R e1» .,..:i ~., 1"1£: .:.w:.:i 

ti.,;.(~ (t 1 ('t • (T :$(\ 

,.:-1 'ri'...,:i ~,., ~ t"' .t wl t"' ~l...t ~ ("> ll 1$,J.> fS.J...l._ .s~IJ .:-1 ~ ! ~: ~ 
.....,.,,....Ja.~ 

,~,~A rs.utf~l.1..:...l<>""'"""'A·{ 1 J2 J3l .~: Jl1.. 

: IJii • .-.1...,.,;.2 <.1'1.tl..i ~ ~ ..l.1&1 "'""'.,...,... J.J (i,~.t] !U'- lt~A ~ rS d.tl..1. ~ 
1) V x E R : x '$ x. ,.>,11., 1..i .,..t..;t,. -I' 
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[1)=[2)={1,2} 
[3}= {:3} 
[4J=[S]={4, 5} 

3 ('!' 4 (t 

..i}.i JI.ii ~ ,S. JJ d !$~ JA d .:-I~ ~ .:.ti 41 .....,:I ,1,$lJI ,-. 11~1.> ~I ~.>' 111..it d .i;lS ,:il,1 

I., ,4,1.i ~1.i ,,..,,. ¢111 4 :W. ~ .d.tl-' ~ .;,Ill J,1,1 41 ~ .J 4"t 4 ,.1..,!.a 41.t1.., J,q,. l: ~I .,, .,,L 

~ 1., R i,olJ.,1.i 11i....i..1 .,1.,1,.,. .;,..1., 4f ·~ u,I 

: ~ ~Jtl .:..,u-lc,.A •{l,2, 3,4 .St11 ~ ISJ.J R w..,1,-. """°'l.i~l 1-.:S 

R ={(1, t), (1.2), (2. i), (2. 2), (3, 3). (4, 4), (4, S), (S, 4), (s. s)} 
·~ .. .,1 i,;;.,t ,... "~ ~ ·'llot'J .,,J ,te:.i 

2 (Y 1 (' 

Z i= { [0J,[1J ,[2] } 
.>",~A .(I, 2, 3, 4 ,5,6) i,'-&i"t-f 111.11 jlJll .S, B•{{t}, {2,3,4}, {5,6}h, u.,..,..1,il: Ja. 

1 ·• · · •. IJ jl..,&I 4JI.I lj _;.mo (ljJI ,... ~.> '':'I.Jf' "JJI ~ .:w,. 

: j .:i-l .:.J'*6 jlJll lJ41 .wJ,l (ll.>I ,... lll~ J ,.:..,.,.11 A jl..,11 .S, 8 4 

{
(l, 1), (2. 2), (2. 3) ,(3, 2), (2. 4), (4. 2), (3, 3),} 

R - (3. 4) .(4.3).(4. 4), (s. s), (s. G ). (G. s). (6. G ) 

, jl .Q,,l.f& d ...c,.,. jl,,iil i,lJI ,.a ~ Y 4f 1.i Z 11 '-&.....,... wl ,-. 11<1iotl.> "'' W 

w.,1 J~ .R c,4lo,I.> ~ 'lot d .-1 Z ~ jl.,11 .S, * = { [O ] ,[1] ,[2} } 11 u_,... ~ ,[2], [t], [O ] 
: ~~ ,>,.W Z, .il.u 4 1., u.,..,.. ~ ,.:-1 

:w., 
: •.>•:t4., 

: 1,r J 

!t)= {x t=Z: x =3k+l,kEZ} 

fl]={ .. ·,-5,-Z, 1,4, 7 .... } 

[2J-(x eZ,x =3k+2" x =3k-t.,kE: Z 

j2J = {" ·,-4,-1, 2, S, 8, ... } 

..a,µ .i,il ,., <111\r'.>1 "' 
l ={ .. ·,-Z 1,0,1,2, ... } .:.-lw.11,.a;J,.il.1~,.... 
[O ]={xe l: x R O}• {xe Z,ljx-0) • {xeZ:31 x }•{xeZ:x=3k,keZ} 

[OJ= f ··,-6.-3, 0.3. 6, ... } : u,J.,,Uf 
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R .s~l ~\,..:; A 1$~' ~I....: 
.:-!..,.ti~~~ R' ..)_, ·~~ .,.ll:.,~ t;.,~ ~R-1 &;l ,~\.iA ISJ.> ~,;t,,. (.llklott,R:~I $ 

R.~ .... :tt~.>t-A 

(cl.)b) {Sj}f-A ~ .. [(a.&)j={CJt.y) :(x ,y)R (a. b)} 
!(t. l)]=e{(ic, y}:(., y)R (l,2)} 

={(,t", y):~1 +y2 =12 +:.?1} 
-{(~ y).;Jt1 +Yi =5}= t;>!U 

YiV J dl>' t'- IP'l-,.;..1~ Jlc- c,)il. ~4 ~I.>~ C!'4 ff" i)I$ 
:ytll~ 

~ ~ ., .. ..i..t.~ ~1., ~ ( a., a) ,a: tz A .lii!. ~ .:.., ,Jt'-. ,.l.i1 <It d ~ ,_,.t:it~ ~I., &. ,;.~ ~ 
,.,._, ...,1:;:,4 l.l,. .R u:41.> ,!,»'"'"' 

. .:-1 (lfl:i.ilt •)JJ> A 2 "-"""" .,,i .,t, ~ ~:k: .!! 1:1"' .{,.,.:;) .iv ,s ..... I.) ., 

: •1$:.T ..w,~ A .su- is.v ~1:1;,4 isld.tl., R fi1 x 

•.>;!I.I (r J..i.. ('I' ~ (\ 

. ~ -,.l..... 1., [(1, z)j ~1.. ~1,-. ~ S:l .:....1.,11', H 
: ISJ..t l .i\j 

(-"'-' ~ ..l..,.»l R~ «;s., R ~1,.i) ~..:1.:.h -N. ~., <S,j.il f" .. lAt':l....l: ,=-i 

{x .y)R(z,t} # X3 I l =2:2+t? 

.......... ,.1. . 31 . ~ :c-::1 

R !St...a.l~~tjJ R.= A:uA ;u ... uA ;, .1!.l .~ A ~.>t .;1.;1 ~ B={A ,. A ? ..... A .}.1!>6 :<& '4 
; ~-'"1'..w 

13 (Y 14{T 15 (t 

4 .jl~I .'..ill ),\u:.. tr.i.11 ~~I.,~ 'R = {{ 1, 2}, {3, 4, 5}, f 6}} .:,»'"'"' <It .A~ .;!..,ii _fl : .:...'l 

~~ .. IJ ""'-"' i;:.Li 
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..111 ~ ."'i.,... .. a.' JR. '~T ~ ~lalR. .,Ct :r 

R,. R-1 .,S, .wa J.,S, .::-' .;.JIZR .i 

, .tel .....t.l,A f6J.J ~ A t., Joi ~ J ll, .C..,.a .o 

..:-1.;..11JJ 1tin ~(J11 
~.;..PJ R1UR1(.,. 

..:-I ,i,..11'1. ll, R 2 (G: 

..:.,..J ,i,.11JJ R , A ~ (o1 

~ l,i ~ .;.flJ ~ R , oR.2 (• 

~ .:,:~Ut ~ .,tb~ ~ • R: .J.1 ~ .J:1:,1, .Joi .,.a Rj1 • R 1 
1 W .a.I .Jljl, R1 J R 1.:..,.. : ~ 

~1 Jl:Jt <.> J (.,.) ~ .I.Ii .(6) ~ 

~ 

.:,l ~ (b J a) .J., .a.Mt ..,iJ .,...a... ( a J b) ~...,:.,a• b .a;.1 <If 4S-..;. .;.;m ..,._, .S. .;~.,.. 
.-,J. .;,.}Z W.....,. wl.a ~"' ~.,,,.... ~ ~.,.. ,~1,1 

~.;,.11JJ•}~A J J·~~.,.\ 
: ,....., .... ;,.,.... ~ .;,p. R .,Ct .Y 

: ~1. ~ A 16.JJ u,1b;,I, ~ .J.1,R1,., R , 61$..,. ., 

4...1.Jl~A 4'» .R.1 n~(' 
4...1~1,AISJJ ll,U R 2(Y 

~ w,b~ A d.U R1 -R1 (T' 

·~111\J:JtAl6.1.> R.1 AR.1(t 

..:-lvJG:>,A w.> R 1 o R 1 (• 

..:-I e,1..ii ~ D ;.t ~: ~ 

~ ~ ,M.j -,1,,,, ;.t ll ~ ,R.1 J R , """'~ J....,.141: .:....1 

ll, oll.i' <, a;• n .a.;' (.,.. Rt 1 ~R:(..JII 

2~ I~ O ~ 

R-1 R-' ( I - 2 ,1 

3 (I 

1 .. ={(x.x):x eA } 

.I..., c R 4S .,S, Joli .1 .,S, .:-1..,P;.I, A IIJJ ll ~J .o 

: ~. ~A W.J;.,. ~-' IJI,. : WJ T .it, 
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~ R1 u R, = {(.J.2). (2,1)} 

. .-1 (a, a} .,..,.,... 4t >.'+N:i tl..1 •""'1.t .;.111a ·~ ~ .J ,;./.J: f"", ""-t'.i.,.. ., 
(r,11. .w.it ~ ~) ,.::.-1.;.,IJ:l.l~ .R = {(a,b)}~ R ""{(a,a)} .:.;u- 'f ~ ..S'I ~t".,.. ,w 

RnR-1c1na-1c11<> .-1,:um..i. R.., 
• ~, ~ A """ w!ai .alt 11d.tl.1 ..... Ri.., Ri .~.,. .v 

..-.1.;.,ll'l .ai. !tin R1 (-UI 

...t.!rl ~ .w.~ .:,.,t.:i ~ a:J,Ar• R.1 u R i ('r' 

'J11. 

• • {(1,2), (2,1), (3,2)1 

.; . 
{(t,2)} 

{(1, t)} 

{ (1, 2), (2, 1)} 

R 

.:,,,tn. ,;.,,- , y = x W. ,,hJ .::.-1ita ..., "'.>t .Mil_,. c:,,.,IL y = x J.... ..., ~ ,> .,~.,,.. ...t.lt ,.;JtJtJ R ~ ., 

.J,H .-,.,. "'-!ti 

• .au.,ILA W,J, ., .. JI' RuR-1 J R n R -1 • ....t.!tA 1UJ •l.,Ui csk!.il,1 R .~~ ,V 

..-, ~.111:l R. = {{a,11)} .:,~..., rs,.. .42 ~t.,.,.. ./\ 
.;..,111 ~ 

~ .,..i ..ai..t,4 "'-,1.J .,..._ (b..1 a) ,1 (a., b) ..jl.,. G,tJ ,1..1 JA ,a""' b o l.)I ~ 4 ~ .:utn. .1'4 .U.,l,1 ~ ,;»- ..... 
,.-.! .:,.,IL ..i. t.,.. ,•.w. wt.a c,cl.,1., .:..u- .,.1 

. .:-1 .:i.,tn. 11'4 ,~ 'll.t.~ ......... ~ .1.11 A di T J..,.t. ._, A>< A .)., .:-1.:,.,m. o1'4 a WJ cp c, cl.,l,1 • \ 
~ ,.,i... RI ~ ... l.i.lf ,.;.,111 .il,i • .,,.,... R •I ~, ,.....i,4 ,.;.,Ill. 11i. R. .,SI ,'( 

• .w4 ,.;.,111 11'4 f"" ..1 ,.;.,ID f"" ~l..i'i,0 cl.,l.1 ~ ,'f 

A.(t.,2.,3} ·~ 

~ R1 oR1 •{(1,4)} 
R1 = {(1.4). (4,1)} .:....... ,j)lfi 

R, = {(JJ), (1. 1» .....- .J,J'J; 
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Nf+'~~ 
• .-.1-,.;..1,-.A 16JJ ~ R.1 f'IR.2, ~lot ".:U1 ,-. .A 41.» R 2 .1 R , ~ ., 

. .:-1 ~ ,..A {$.JJ ~ a-1• ~ 11.:u1,... .A IIJJR. ~ :r 
IS.I~ (a J a) ~I. ~ .,.J,;& ct ,,vb ,., ~.il ., .;.,IJI .ilc ,.;.,Iii ~,.J)tJ ~1., .S,. ~1 .,....,.~ '-''.>t :r 

~ .IN ...i..-. ,...ii.A ....... ~ d'. .:,,.....1.-li,;lf Jil Joli ,rt,iloll 

.o..1.)4A "~,., ... .,1.i 1., ~jJ., .;.,Iii J\j .J .,\.ii.ti •1.1ttiJ\i ~;;....., .. ~.,.. 4' :Jld.tl.1 \4li ., 

~.A,. ;Ji:, "Jl,,l "~1., l> ~,., ~ 
A..,. jl.Jil <S.JJI t"' 111.aU....\ '1.f 1., A "'-.,._ <'11.tl.1 ~I .IQl ~ w.J1 t"' "~1., ~ A !U.J R ,I.I .o 

R1 = «1,2)} .::......,, ,,.'~; 
R, = KJJ)) ..:....... ,.;t'4.I; -+R1 .dR1 •R1 uR, •«J,2),(2,J) 

(f'Ao .Im! u,ib Jtlo) ..:-1,.1,~ {(11,b)} \, {(11,11)}.::...i- Cf~ .11 c,d,,,1..1 ~ ., 

..-.. ji 1,#NIJ1 1..:1. ,.w4 _;..,tzJ. Jlc ,-. J ,.;.,114 ,-. d ~1.,1 JA J 

: .~ .AoMt A l#JJ !INIJI Al.1 ~ R a J R , .,jll .o 

,.:,....1 .,,.~1,jl R 1 n R 2 (..All 

. ..i..t.lji Iii ~\j .,NJI ~~.,. R1 fl. R.z., R.i-RJ, R.1 UR.1(..,. 

R.-{(1, l)} .:-A .,J'Y.IJI 

R.'=(A x A ) R.={(2.1),(1.2),(2.l)} -=-.t1....il,el.,,:1 

(t,2)eR' , (2.l)eR L...!+ (1,1)¢R' 

~ 

dot'.,.~ (a.., c) i)., ~ odi.tl.J _,..,. (b., o) ., (a., b) .il1I. ..,s~ "",j ,.,.. d ~ IJdl,IJl 41.,1., .s,. ~.,.,_ ~ 
..:-1 ~f.tljJ 1..1. w.1 •~I.a i,~t., ~.,.,,_ ~I .Jil. .,." ,4 

~ 1Jd'-dl.J1 •.J~ A 2., lj> ~ 41.,1., .\ 

~ I.! ~4 .-\!.~ ~"° R 1~.,-.111!."'IJI • .,i,...a R.-1, ~4 ~,;R.ill,Y 
A -11.., 2} : JL 

.:...I .;.,illl ~ R., R1 (~ 

~ Ir .wa~ .;fl:! Jl,j J.ll.,s,.,.- R,A R 2 (J 

:~ 
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)E n 1 

' (x.y)eR n 1.-1 .... (y,x )eR.n 1.-1 

l
(x,y)eR.,.(y, x )eR -11 

(x ,y)e R n R '..., .11,x It R ...,( 
(x,y)eR -' *(Y ,x)eR 

.,l.h • .,..,.. (~ .Ji) ~ .imt .,,;J,J .JII. J.,l .;..,t. _..,~ w -..I~..;.~~~ .J ~ ~ 
-'~·~~J.-1 

.Ju)A.A f$J.> RuR-1 J Rn1.-· .~A &6J,> ·t,.11~.,R.,iSI• Gil ,J 

: a.na-1 ~~~I.fl' 

..-1 ,p,,l- J wlL ,.i. ,WL .&6 ~ I 4Q " 

~~d,lj 

(.r • y)e; ' (JI' .r)•; 

' fy,y}E::R' , (y,x)e1.-• ..., x =y 'Jl=, 

[al={x eA : x R a} 

~.""'1,.,-.A, ;, ""-""'"" 'JIL-1..v)).~~~,....~.ll~ ... .A 

. (a)=(b)4'o,iii.,.i, ae[b)a ,be(a).P-' 
..:a-1 u.,.... uT .u--...... .s. w.J ,....~• ~tl4' ·' · 

.al).li ~µ.I. i. J .d ~ lj c,j),....,.,... .,rJ "". ,, 

~ ~ .;\,11,S:C ,...;.,, ,.... ~ ,\'I' 

_,, chi dtil ll h ~ 
..:a-I .»IL ,ale R IU.> ~ R.-1 • .a.II, .»rr.. ,ale .A ISJJ R. .JJ: 4C -.J 

:~ 

..,,..., ~Jt u.,.... ul ($JJ w.J,.... ~., .a1.a-J It....,......~ <SJ.> ,;.,.;;.,at J1.aaJ ·' 

:3 .:-1.:..,"' a w.,I,.... ~ ..wl, isjJI,.... ~.,~A 1$.J..J R. ,.J,1 ,V 
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R ={(-.a), (b,b) ,(c,c), {d, d), (a, b), (a. c), (c,aj, (a.d), (d. c)} 
.,;.J.,.,.. 'll.,t.. ,:,J ~ ~ ·~~JI:!~.,;..~~,.,...,.. .,..l, ~.,I.a~ ~I.,.(~., .. UJJT ,11:j 

1..1..al.,,C J ~ ~~ 

.-.1..,..,.,1. R. ~b ~ ~ )4 ~ J.l.,S 

~ 'll.,l.111..it.. '-"'l,1 ;.;» ;;ii I_. .,am. .,1.i ""*' ..ii_,$ ..s_p JJi.., _A .::.-1 r.b)~ R ~., ., 

a "-f b _;I ,....to r-.1.11.I ~ ..,J1t .b "1• .;I ~.,tJ ~ ..il.,,C.,.. ,cS Al t,D .., fl-=-1 t,.,U..R ~., .Y 

·~ ·~ f':""V <$.)"' ,=,ff, J1t l!i 
b .)I •• ~ ,-., ..,t.. .:...,.. ..,11:! .b "-f a ~t ,J,):.ilt. .,1.i .:..., ..JI.,( ~ .4 fl ~ .., fl .:...I .ut:L .a'4 R ~I., ,f 

~ o.i.t.:.,......., cs.,1.a ~ JI:! a "-f 
~., cs.11.a ~ JI:! c ~ b )I., b ~ a :,I ,iJ,.jl.ln. ..,I~ ~ .JI.} .,.. .4: fl ~ ,, fl -=-' ~~I~ R ~1., .t 

: _jl .:...I,=,..,~ 

..i.1.1i-. ~·., ~ i.i'N ,.,I.I ~ .... ,~ ~ J!lu ,i.)I/Sl,,..J:I 

, ,::...,1..1,11. .:..u- ~ G .,1~,JA -{a, b .c .d}~ 0 = (A.R).,t.a "'*" ..JI.,'~ ~l.i: J~ 

Jot~ ..Jl.,f J ~., ~ l.lA;I 

csl.J:1.., ~..,- R. <'~!., ~ ..,i;.tn. J~ 1., G = (A. R ) .,J.i .:.+f' JI.;$' .w.!.t A~ ,_. <S.J.I ~., ~ R ;.! 

,~~ R ~ Jlol,. (a..,b).....la u!"# §.!.., ..11.,( ,.,..,,s., ,;,141"" 41 l.,A 1.1W...14' ~11"' J,..;. .::..,_ ~t ~ .:,l r--1 
,f'i'(,.,.. f""V b ~ a .;t ..,,..... ~ >. .b "'"1., ~ a "'"t.,J1 

: !"'..JI.I .,.....,,..s,; _,lo) _., .. ,., .R -{(x .y):x, )'EA , x ( Y } 11 ~.,.,A .. {7, 8,9, 10} ~: J11. 

R={(7,8), (7,9),(7, 10),(B. 9),(8, rn ),(9, 10)} 
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""' ~ ~ .:w..- ~"" c,.IJ,... olSl 

..:-116"1.1"' ~> .;.,.,. V':!Jll. i.l:' ·' 
~ t ., o .:ii i,~1~ ,.\..ri s 

. .u.1.t ,:,Jli. •-"" -:.f+ Jl..,C .:..1.1lt,.o ~ d: .. .,~ ~ ;r 

1 2 3 

M(B)•m : :J 

{
1 • (v1 R v ,) 

m ,,= o ) , (V 1 j V J 

~ A ={l.2,3} ~ ,.,,,., d: R={(l,l),(2,1),(3, 3),(J, 2)}11 41.t1.,~ .. .,;..,~L.1 ~ 
t"it1- l,1 .-I ...ti 

rs.ii.I ~ Jl,r 2 4.f S jl o:i.,.. ~ u,tl,jl., U'<f ,,1_,1.I; d.,L, ,4 l.l"f..i ~ tJ,IJ Joi ..i.J.ltll" c:=-,- ! ~ I C- ~ 
"JN .,, ...... J~ t olf 3 jl ., 3 ~ 1 ;ii ~ ~ , ;:,.,.,;. .;,i. ..;.,iz. ..,.. ,IJ~ .i..,,..., S 4-t 2 jl ..,J., • .,l.i olJf>J 

·-=- ~ 4' "J,J,U"' ~ ~'- 4-t iJ., .w,4 ~ .w ,.;.,Ill ~ U"4 ..a.,1.i 

l+)T ~ ~,1..Jl,,C. ~ 

.Jl,,C .:. l c..,,;.,,.. U'll.ill.. f't. <If "' ., .,,_ vwJI.. "' ...,i.. ..Al.I, ~ ;,.~ ~~ ..Jl,,C J-a "" "' .,.,i. .:i'­ 

, j "'"'., <If i ..,..!,, :,I .,.. "' w.,L, 't .. .,1.1.i..,,..., ~ J .,,_ U"'_.,."I.. "' :w, .,1.1 ..... .Jl,,C .>' ,.,.,.,, ,.W ... 1.i ,-...I 

rs..il.i o:.f1o J1:i f'I j u-1.. ~ f'I i ""'\:, :,1 ,P J .-I ,", .1.16 ~I.. f'f lj 11 ~_,.. .i.!A;i C:Ul.i .i,n,J rs.11.i .:.t,, JI:! 
...... 1,;.- 4,.l.i,1 uf ·~ 4.ti~ ,IJN 

.J-1 .),,,I 111.t11i1v,1 4' ••I... .JI.I, ~.,,,i.,.. NL. .J31. .11 ,.i.,1.i "Jf>J ~ d.,L, ..,t.i .:.,,. ..Jl,,C .,.a ..:,.,. t.i....i. 
~ R ,P W • .a:..M., .,,_ 'i, .S. ~illl" .),,,,J .),,,I ~l.,.i ,,11.i ~ ..Jl,,C .::..,.,~ Y"'....i21. ,1.1 ·~ _,1.. J,I 

4'f n x n .-1 ,.,-_,ii. .R. At., 4 Jl,U\. ~ .~ A ,.,.,..._ n. ~ ,.,.,., 41.tlJ 
1 .ii.,J,.,. ..Jt~ .,..; .:.,J.J<-A 't ,:,l ~'Joi d: M (R)= [m lJJ .::..,.,.. 
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~ ! ;,l .wu o~ .,.....,.-i. .)-J j,J <SJJ csl.M...,Lt 191.o"', P lfOl J fit .:-I flu!tt).p R ,\ 
..:...l...t..~..dul • .s..·--~ .t,•.1.., • .; ';;;,4& .......... ~ ... 

• .. ,..., -~~~- - \.I::" •• ,.,,..... • 

~.,..rt..~~~ ,.o.Mt ;,.,tlli. M(R.).;-..} ._,;;.;. .,...fl,. cS: .IJ lfAl J fl o..J ..:,.,11..o,t R .'( 

•.ii- ..N-t ""-fl.,~~ ,;..,bl u•.r "-" ..m ~ ~ -..;s 1: ~ ;,.,IL ,,>,,,J J,J ~ ~ ,M(R)~ 
-~ 

.,a-) ~ t .;Tr' j i cs~_,.~ I ': ~Jt M (R.).,..._;a. rl Ucs <1:11_,. ~ "".,.a -1 ~ .y R s 

.,"1 w.., ~I_,. d .:-I c--'J ~~ _,.;.ila. .J..-1 .)J «,!~Lt~ .,..~.:..,~ ~ i;cj,(~ 

• ~ .......... ~ ,d.:I., ~~,;..,tr. -lit _, .. .t, ~;;AS:;~~-..;;.~~ 1 ~ 0 ..,,,..,...,. (i = j) ..,i..t 
1 :,;. ;:} ,., i k {$ ~-J<A ..tt.l ~ I ~.n .M (R) ..-_;a. ,.t j k J cJ ij(llA y_,. ,P •",\ .:-I ~~I;.. R .£ 

~ 1111:,, ..; -"' -1 ).,.t.., ~ .J ~ i),,:, '"',!;. ~., ,S: ~ ,J.1_;;. u•.# •; .Ge ..;J ~ ~_;;. t, ~ 

J'.1 ~~ ~} ~., ~ ._"1.Je ~.ii a•i; •; :sl;,t .,:..,_, .;,1.,.i d ,u~ .:,~ ~ 

~ ~1~1 .M (R)===I! ! ~ J£-,. 
1 0 I O O 

,...c,a:.'i 

: .is:-.T ~~R ~., ~ .,&;u... ..,..._,.i.. M (R.)A!S:.,a 

~ .... 
..,,...1 .,MS: ,R -'...11.,S: ... ,h,o ..,...,;L ~ csl;)f -...LI: R .J., ~ ,.j,jfi .:..u~ ..,.._;;4 M(R)fil ·" 

""f"'...lJl ~ 1., M (R ).,..._;:i..~.,:: 

........ .;K, R.11,e R C Jl,p. ... ~ .... >~.;. d;)f ~R. .,~ ~ Jj_fi ... ~ ..,....,."\;,, M(R).P .\\' 
tiJ' .,-J& 1., 1 JO P-M ..,.._;a._,.. 

:Je... 

~l ~o ....r.,;;.,....,T ,J-1.JJ4SJJc~l,.a.t 

~.,..,.._..JI!~ l!- 4la...,. 11.... ~ La .J.! $ Jl.i,,l ~AA~$ .al,a.l .o 

..wv ;,it: >m- .... 1., ~114fv,1 ~ ;Js. •.J-. .>A~ JI.I.;., 

~ .,,T ~>t:-..,.1., CS".u., ir,._,. ~ ;)& ~JA ~ .,t,..: y 

~~ ,,T ~.,.. rt.. ad: .-I .,.._,.t... ....... ~., 1:~ .... >.J. 
~ ~ ;,l ~1...,.1 t1..1, ...... , _._;a..R = A x A cs d.:I., ~ )i&n. ..,..~ .'\ 

,;.... t.. ~.,., ~., -S: .:.,T µ .,w is.u ~_,. r!...'16 .,,....1,..-_;A....;,...,. ~., ~ J.AL ..,...,Jll.a ., , 
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1-1-1 
.:» Pz• ~ 

0·1=0 

0,0=0 

~ ;ii., ,;.t ~ GU .,1..,a C ..,.°" .t B ~ ~ iJ/111.-.:.....,.. .-, P1 J P, ~ ~ .ljS ..,.v: wl.,f ......,.. 

·~ .>JW .Ji-~'"' .:, 1 .:,.a,t.. ~ J I t, l, ..,.-, .:,.a.t. ~J.J JO 4 1.., ,} ~ ~ J I 4 1.., ~ ~.H ~ 

l~ft6..,. 

• 
I + 1 • I 

• 
0 + 1 = I 

~ 

Pi ;i A A ·i~ 
B ~ P. B 

• • I + 0 • I J..}S~, ..t-0 + 0 - o ~ 
"' ..... "'~' "',JS .:..,,.;., 

0 0 I 
0 0 0 
I O 1 

~ ~~J~ (C) ..,.1 JB .,A "tW~ _,, iJ11 c,.i1.,. ,=,,,u-4t P1., P, ~ .ljS .Ai':wl.,, C"'" 

~ J.!W O 4 1., .:,l ~ .>~., I 4 1., ..,.., .,....,. ~., 0 4 1., ~T ~ ;it, J I 4 1., ~.,,,.,, c:1-, 

"f"Uu 

+ 0 1 
0 0 I 
1 1 I 

{.h.k,IIJ C'."!:l ch~ 
.aU~ ,ht .J.-1 "t d tA,a -'u-l ..v .:...,,,_ ~ 1., .,...,.... .t ~J... _.,.. {O ' } cs...._ CS4J 
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(a,b) eR O R#3ceA :(a,c}eR , (c.b)ER 

a(ROR )b#:lceA :aR c , c.R.b 

W .J t'....,i... .wl,. . .J + :;;..,t._,; ., J... •l..1 (,!I l.i l.. )4, JJ. Jil .J w6[, 4.1 r- <it t'.J" J... al_, .S: J.j$. .:,1,1 :J{,ll 

•N-ffl ... is 't .... J.,I Jo. •l.1 .:-I ,Ji+.~ 

... .,1., JJi M (ll 1,t M2 ~ ~ ,:;ts :.FJ, V 
d.tl..1,fl~ 

1., RO R. ~A WJ ~IJ ~ R rf'Sw ......... us,,,,_,~""'~:;;.~ ..... ~ S:i lUJ ~1. .. .,,) ~ 

,JUl.i A~.,.. b .,a feA<? ,Jl,,Ji ,,.µ.r J._,.:l .I.!.:, ..:..,'14"' 4-t 1., .:,T., ff'.P<~ .J,,J.,4. ~ R .:s~I., ..,./>) 

U1 c R b., aR e d <SJJ. ~ ~l.i G..:,Li .>.J<N A .,~e ~I... isfo...>.,...... .S: j.,11.i R O R (S ~1., b 4 a.,..~ 
: ~().;r..,. 

=ro ~1 0~11=r1 l] [o + 1 1 + l I l 

1] !o 1]= (o !:i er)~ (t 01)(0 $1)~ (101)1 
I l l (0 0 0) + (l 0 l)(t 01) t (10 1) 

- 
~ 1 ~ 0 .::-1,:;f.wtt· l J-1.a. ~ ...,.t 11:! 0 .......J ~ a+ 0 J-1.. d II'»- fl 

M .,..._;;;L. .,)P. N j u1Jl} ·~ ~ ~ f"Jj <JIJl <S'~ 1 • • ..P •.J,#f ..,...,.... J e"'l" ..J....JAl ~ ~ 4 i '1 ..J 

-~~ .,l.,i I.,! J.1& <4Al ~ .......... Jdl:. ~\;Id l.,':$..,.. <~ .:,W M121 I, t.., 

~~ .,.1- t., M l"l. M = [~ ~, •11;,a: ~ 

{ 
a-1 =I 
a0 0=0 

~ ;;f ~ ·~ J1..&.1..,..1.,..., ~a-o ~ {O , l} ii~ (S.J.) ._.J~ ~., ~ J1-1:,... ~ .[ 
..i.,j, .,..(M.,, -l,3 a~) I ,,o .l'~~ (S.11..i,.,;1.~ ..,..,...,, c-. ~ .te !:!" is-. .6,..J ... .,...,,.. 

: r=,JJ .• ~T (1 ~ lJ "'t-) ...t.l.i ~ a , !'+" ~ ..J 
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R O R =f(l, 1),Q.2),(1,3),(2,4)} 

1 l O 
0 0 1 
0 0 0 =M (R O R )=t- 

0 0 0 

4 0 0 0 0 

l t 0 0 1 l O O 1 

!M (R)\ !2) = 0 0 1 0 0 0 1 0 0 = 0 0 0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

J 2 l 4 
I I l O O 

M (.K)=2 0 0 1 0 
3 0 0 0 1 

R O R ={(1, t), (1, 2), (1,3), (2, 4)} 
R )iln. ,.,..~t.. M (R ) •ll,i.o\ -w.lt A !S.JJ ~l.1 ~ R J n E '!ii !(l_,.J,.a n ~ ~ A Ji& ,.;,)J : ~ 

I f".Ji.l •.14>~ 

R.-4>~ p l i.,i:s .t .ill(~~ M(R.)uu ~1.,, ;1"'"6 ~) M(R) [0)1,1 (...All 

R. =A x A d ..Si ~J j:I(~ &, M (R )11L.r. ~l.1~ ~ ~ M ('R) !tJ ••. , (.,. 
r 

M (R ')=[M(R)j ~ 
M(R')-[lj-M{R) (.r 

:M(R ,O R ~)=M (R 1) M (R2)(• 

M( R O R)= !M (R.)f\, 
,,=-I"""'"""" .R •• {(1,1),(1,2),(2,3),(3,4)} .:..,..,... 'if A <AN R 4f~l,.1 J A•( I 2 .3 .4} ~: J1.. 

. RORd~t....,-1~ 
I f'«,,,11.t .::.J.>1"8 t>i,1 .1• ·~ 'R "~'.1 ~ )!,bl. ~;t.. M (it)~.,. """Ji: e-lc 

t~.,.t........l.1 RO k, R -·{(1,l),(1,2),(2,3),(3,4)}.,A -{l .,2,,3 ,4} .~.,...,~ 

(1,l)ER ,(1,l)eR ,.,> (l,l)eR O R 

(1,l)c R ,(l,2)€R .,._ (1, 2)eR O R 
(1.l)ER ,(2,l)eR ..._ (1,3}eR O R 
(2,3)eR,(3,4)eR =1- (2,4)eR O R. 
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.v 

.o 

A <<B ::/>, B<<A 

( t·t.) "- u. ,JJI) A<<A 

,.)[O J<<A 

IV A <<[l] 
A <B .iB <C ~ CC (u,1~1.,il) 

A <:<B .,0 <<A ~ -B (cj.Jla...~) 

B rs.t"- ~ J:X:.. _S. 11LA.,....,:a1.. .. ~ • 2 ".ft"'""• 21 • 32 
, .1o.,..,. ~ A ~ ..t...:a woM.t ~ J .Ji- lJ'IIJ1Lo ~ D ~ ., 

2 D~- : I., ..::r...l .Jfl,)I ,B<<A (...lll 

2 8"'"41•""' d-, .-.1...,1.,, ,A <<B(~ 

, ,....,i.. A ~ ,Sit., .Ji- ~I. .,. isl.>! .r 

~.....il'weB- ~ ~ ! !J~w-~~1.,o~o11.a.l,,=.....:1 
0 0 0 I 

32(& 4(1' 21 (T 24 (\ 

.1:1 11'-dl.,.i ..>-' ,JJI "<IIQ ~ ,:,.»- ~' ,>,t , A < < B , 4' !NJ. <If .i.t.t., 3 X 4 lr"'ll.;t. A ~ ,.;,.~ : e-1.i 
1:i O ..ilA,- A .1 .. ..;.~ ~·Joi .wit., 1 dB ~1.,.i .,. J .wit., .Ji- +. ,;,i A .J .. ~ 11<1tlJ.J ·~ .Ji- d 

..1" ~1.,.1 S ~I .jl ~ ..>-' Ill .~ 1 ', 0 ~"" A ..1• ct!Jol 5 .iJ ,.....i I ,B ~I.. ,N l.>J 5 .:i.,.. JI-. ,.wit., l 

: NJl.i ... .,... J-1 .J!1. .:i,l..,tb, ,1 ~., ... ,:JI. 2 .A 

Ii I 

a,J •O => b,1 •O 
a1J • 1 => b,1 = I 
b,1 =O => a,1 =0 
h,; =J => a., -o 

.S,,1,Ji-~~(<<) ~tJ~""f*".:O~ 

: HJLiB .,A~ ~.,,Ji- ~I..~.>-' ,sl,1t.\ 

A << B * V l!i : a 1J 9 ,, 

LA ..,..,.,J2Lo ~ ~ l,i ~ 

:~.,-., .:...! B ,u- 1,i ~A~~~ ""1->" ,...1., 0 ~Lo.,.iB .,A~ u,V 

:~·•iJ S bu:~ 4lAl.i j_, i..>-' .1,;1~4'~.i.u.,~.A <<D 
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M 1 << M 2 .. M , AM;<< M2 

, .iiJIJI.H *JI.,.. Jjj .:.l$i ....t.lt .:.,l },1,1:a.. '-""IJlL. M .J A ~ n ~ 11.JJ (lkl,,.,I.., .R. •1',>t,: ~ 

.(.:-1 n x n ~ ..,..,.,n.. ,I,,) I,,<<: M ..S: ~ 1¢.., .,C, ..:-I ,itl.lltll 1 \ c,<IC:I -.J 

~.:,...,,! M ;1wlfilJI MT ) M7 = M di ~I l+ll .J ~I .-1.:,.,1&. R. 1 ! c,4:ISJ 'V 
, M(aJ < < M ..s: ~I lfll .J ~1 .-I ,r.l,IJl R., ! ~ ,J 

ul,! d!J. "-! 4.IIJ. 'r'~ ,A ,11..:. .)1 .....,r.u.} M A M r < < l" 4 ~I lfl:I ., .P .-1 .:,.,11:A. -lit R : ! c,~ ,J 

~-, 
,ol;jl.i ,.., .::.,..~ ..,i.,.. JA .J _ , ~ ~ ~ R 11~!.,1 ,M -1. ·~ 1 _! c,cS 'V 

• .:-1 wf.l'r.. ~1,i., i;.t.ilt R ($UOt ,.., ,M A M T = 1. """" , ~ ~ ..J 

0 1 1 
, ~l ~ R 11~1J ;i,u.. u""'.J'-t. M = O 1 O fit , ~ 

0 1 1 

M=M1(t MxMr <<11 {\" MAMT <<ls {T !, <<MAM'(\ 

LA 1 J t.,. 0 , M (R) <l'M~L. ,1J .;...,i. j1 , M • M 7 ~ J.J ., a.i,l!l .;.Pl R UI ~ ,:ulll.. i.J"tJII.. .:.,,.. : 6'-lt 
ll! ..:.,w.t ~lJi->i M A M ·r <:<I,11 dotl.., d: ~"-!~It lll J .:-1.:,..,ta.. ..t,, R IJ"C .~ t" IS.JJ ..,, .,., 

. .:....1~2~~ 

j
M A M 1<< M 

~A M T<< M' 

l:!1 AM2 << M, 

M 1A M 1<< M 2 

... i.,i,..,:i .)1., ~ ul .tJii. .:,1 ,,>1 w~.Jl JJ w1., .s,. ""-AIJ.o .,..,.... -'c ., ,,... ~uw:!;l. .., ... ;..,.. ·'' 

1 ~ •.1..1/ .... 1..p 11.J~ ~ .;,<,$ .J,I 

·~ w.,I f"' 114iotl., ~ ·~ J _.1- ~v,tt _;l.. ~ <S.JJ << :s ~I.., .A 

a~ Jl.>al .~....,.... ~I ~ ~ R 1 a ~J"!'"' ,...,J R 1 J ..w.4 A ..,.,._ 11-N ~1.., .JJ R.., ., R 1 ,P .'I 

: ..;,,.,, ·~.wt»~ ,R , .r:......,t,;.;. u-:.1''1... al.I~ ..l.a.l ,ii R1" ""':I.; ~..1.N-- ..,..,..;it... 
R, C R l ~ M 1 << M.) 

~l. .,~ :,1 ,s.i ~ w"- ~~,{A )""">.,., a""J.. 't~ ,.S,., ..i1- ii~~ • ..,1..,.... ., . 
' ~ ... .Jt ..al_,. 

192

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



M- 

,rx n 

0 0 ·---0 
o u----o 

I , I 
t t ' ' . ' I t O o u----o 

:~~~·.,.. 
n2-w ~ .... ~.il.laJ(, 

n• .)-,,1.J.a <s.t.J "~.,.. .at...l (~ 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

0! = 1! = 1
,
n! = n(n -1)(n - 2)...×3×2×1  n! = 1×2 ×3×...×(n - 2)(n -1)n






  : لیفاکتور
n( باشد یح حساب ی صح ی عدد nد  یفرض کن  Î w = N È{0}(   ن صورت ی، در ا !n ) د  یبخوانn است که   یتابع) لی فاکتور 

  : شود یف میر تعریبه صورت ز
f : w N
f(n) = n!

→  

1                                                :شود یف میر تعری به صورت زn!که در آن  ,(n = 0 1)
n! =

n(n -1)...3×2×1,(n > 1)




  

  :میف فرض دارین طبق تعریبنابرا
  
  
  
  : ر ممکن استیر، غی است و لذا موارد زیعی طبیشه عددی ، هم!nد که حاصل یتوجه داشته باش: نکته √

2..., n! = -8,n! = 0,n! = ,n! = 3/53  
  : دیر را به خاطر بسپاریر زید مقادی کنیسع: نکته √

4! = 24
5! = 120
6! = 720






           و                
0! = 1! = 1
2! = 2
3! = 6






  

  :یعنیست ی نی تابع چهار عمل اصل،لیفاکتور: تذکر مهم
4!+ 3!¹ 7!
9!- 5!¹ 4!
3!×6!¹18!
16! ¹ 2!
8!









  

                                                                                                                                          :مناًض






≠

≠

!5!25

!9)!3( 2

  

  : لین فرمول فاکتوریمهمتر √
! ( 1)!

( 1)! ( 1) !

n n n

n n n

= × −


 + = + ×

  

  :دیر توجه کنی زیها به مثال

( ) ( )

9! = 9×8!
22! = 22×21! = 22×2!×20!
(n + 2)! = (n + 2)(n +1) n n -1 !
(2n +1)! = (2n +1)(2n)(2n -1)!
(n - r +1)! = (n - r +1)(n - r)!









  

!n                                                                                                                               :نکته مهم  √ = n
(n -1)!

  

 يا

 يا
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

!n                                                                                                                       : اثبات n(n -1)!= = n
(n -1)! (n -1)!

  

                                                                                             :مثال

9! 9
8!
10! 10 9 8 7! 10 9 8 720
7! 7!

n! n(n -1)(n - 2)! n(n -1)
(n - 2)! (n - 2)!


=


× × × = = × × =


 = =

  

n)عبارت مقدار : تست 1)!
(n 1)!
+
−

  )72-یاضی ریسراسر( کدام است؟ 

1(n(n+1)      2(n(n-1)            3(n 1
n 1
+
−

            4(n(n 1)
2
+ 

n)2: پاسخ 1)! (n 1)n(n 1)! (n 1)n n n
(n 1)! (n 1)!
+ + −

= = + = +
− −

  . صحیح است1لذا گزینه ی  

     د؟یسیک عدد بنویل یر را به صورت فاکتوریحاصل عبارات ز: مثال
4835!4)1 ××  

!4                                                  : پاسخ  5 7 6 8 8!= × × × × =  
814!527)2 ×××  

5!)32(9987!                                                   :پاسخ =××××× 
3)(n2+2n)(n2-1)(n-2)!                                                                                                                     

                                                     !n(n+2)(n-1)(n+1)(n-2)!=(n-2)!(n-1)n(n+1)(n+2)=(n+2)= : اسخ پ
A=9!-8!+3حاصل عبارت : تست   کدام است؟×!7

1(171!3 +×     2(9!7!3 +×     3(!727×          4(!767× 

A                 :پاسخ  7!(9 8 8 3) 67 7!= × − + = ×    
   x=1ا ی x=0 ، آنگاه x!=1هر گاه : نکته √
  x=1ا ی x=2 ، آنگاه x!=xهر گاه : نکته √

  ح دارد؟ ی چند جواب صح1=!(x2-2x) ی معادله: تست
1 (2              2 (1              3(3              4(4  

                                 :پاسخ 
2

2

2

x 2x 0 x 0 2
(x 2x)! 1

x 1 2
x 2x 1

 − =
= − = ⇒ ⇒ 
= ± − =

  

  .ح استی صح1 ی نهیاند، لذا گز حیرا صحی قابل قبولند  ز2 و 0اما فقط دو جواب 
) ی جموعه جواب معادلهم 1: تست )2x 3x 2 ! 52+ +   ، چند عضو دارد؟ =

  0)4              1)3              2)2          شمار یب) 1
ن یر ممکن بـوده و بنـابرا      ی غ xر  یقادمع  ی فوق، به ازاء جم    ی ود، لذا معادله  شی نم 52 برابر   یچ عدد یل ه یچون فاکتور : پاسخ

  .جواب ندارد
  
  

 يا
 يا
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  ) :اصل شمارش( اصل ضرب 
ن راهها، انجام گرفـت،     ی از ا  یکین  عمل با     یمختلف انجام شود و پس از آن که ا        )  راه   n1( ق  ی طر n1واند به   ت ب یهر گاه عمل  

ک از آنهـا،  ی ـ هر یرد و پس از اتمام عمل دوم، برایق مختلف انجام گی طرn2 به ن راهها، عمل دوم بتواندیک از ا ی هر   یبرا
  ی ب، پـــس از اتمـــام مرحلـــه  یـــن ترتیرد و بهمـــیـــق مختلـــف انجـــام گ یـــ طرn3 بتوانـــد بـــه  یعمـــل ســـوم 

(k-1) ام، عملkبتواند به  ام nkن ی ـن صـورت، ا ی ـرد، در ایق مختلـف صـورت پـذ   ی طرk   تواننـد بـه    یگر، م ـیکـد ی عمـل بـا
1 2 3 kn n n ... n× × ×   .رندیق صورت پذیطر×

  د؟یک کت و شلوار پوشی شلوار، 2 کت و 3توان با  یق میبه چند طر: مثال
  ) ستندیها و شلوارها، مثل هم ن کت(

  .ردیپذ یق صورت می طر3×2=6ن عمل به یطبق اصل ضرب، ا: پاسخ 
  : جاده وجود داردC ، 3 به شهر B، و از شهر )  راه 2(  جاده B ،2 به شهر Aمطابق شکل مقابل، از شهر : مثال
   نباشد؟یکیکه راه رفت و برگشت، یم، به طوری برگردA رفته و مجدداً به C به A توان از  یق میبه چند طر) الف

  
  

رگشت بـا راه  را راه بیز(  برگشتA  بهCز توان ا یق میطر 6-1=5 رفت و به C به Aتوان از  یق می طر2×3=6به : پاسخ
6، پس طبق اصل ضرب به       )باشد  ی نم یکیرفت،   کـه راه   ی رفـت و برگـشت، بـه طور        C بـه    Aتـوان از      یق م ـ یطر ×30=5

  .  نباشدیکیه رفت ابرگشت، با ر
  گر، خارج شد؟ی دی در شد و از در5 با یتوان وارد اتاق یق میبه چند طر: مثال
  5×4=20                                                             :پاسخ
  ه دارد؟یس چند دراین ماتری ستون باشد، آنگاه ا3 سطر و 4 ی، دارایسیهر گاه ماتر: مثال

  4×3=12                                                            :پاسخ 
m یسهایتعداد ماتر: مثال n×د؟یابی هستند، را ب1ا ی 0 آنها فقط یها هی ، که درا  
mس  یک ماتر ی Aم  یکن  یفرض م : پاسخ n× ) یدارا m    سطر و n یس داراین مـاتر یباشد، لذا ا)  ستون m n×ه ی ـ ، درا

، )ریبه صورت ز  (  مربع شکل،  ی ک خانه ی، با   ها را   هیراک از د  ی باشند، اگر مکان هر      1ا  ی 0توانند    یک از آنها م   یاست که هر    
  )  پر شود1ا ی 0تواند با دو رقم  یرا هر خانه میز(ق پر شود ی طر2 بهم، هر خانه یش دهینما

A

 
 
 =
 
 
 

"
"

# # " #
"

  

  
  : مین طبق اصل ضرب داریبنابرا

m n

m n

2 2 ... 2 2 ×

×

× × × =��	�
m یسهایتعداد ماتر= n×1 و 0 یها هیبا درا  

  توان نوشت؟  ی م1 و 0 یها هی، به درا2×2س یچند ماتر: تست
1(22              2(42 )2(            3(2*22            4(162  

162: پاسخ 2*2    1 و 0 یها هی با درا2×2 یسهایاترتعداد م==

                     :سها عبارتند ازین ماتری از ایتعداد























11
11

,...,
00
01

,
00
00  

A                  B                    C 

  1 يا0  1 يا0  1 يا0

  1 يا0

  1 يا0  1 يا0  1 يا0

  1 يا0  1 يا0

 مرتبه
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

} ی چند تابع از مجموعه: مثال }A a,b,c=ی به مجموعه { }B   توان نوشت؟ یم=1,2,3,4
  .)دباش ی مA تمام ،ن توابعی ای دامنه(

 ک از یتوانند هر   یز م ی ن f(c) و   f(b)ب  ین ترت ی باشد، به هم   4ا  ی 3ا  ی 2ا  ی 1ر  یک از مقاد  یتواند هر     ی م x=a   ، f(a) یبرا: حل
34444از،عبارتست B ی  به مجموعهA ی ند، پس تعداد توابع از مجموعه باش4ا ی 3ا ی 2ا ی 1ر یمقاد =××   
}              :  ازابع عبارتندون تی از ایتعداد } { }f (a,1), (b,1),(c,1) , g (a,1),(b,4), (c,2)= =  

  : ، برابر است بای عضوn ی ک مجموعهی به ی عضوm ی ک مجموعهی، تعداد کل توابع، از یبه طور کل:  مهمی نکته √
nm = دوم مجموعه یتعداد اعضا (اول مجموعه یتعداد اعضا(  

  :اصل جمع
 به صـورت تـوأم،   B ای Aد و ضمناً امکان انجام دو عمل ق، قابل اجرا باشنی طرn به Bق و عمل ی طرm به Aهر گاه عمل 

ر اسـت، بـه     یق، امکـان پـذ    ی ـ طر m+n، به   )نه هردو با هم   ( Bای A از اعمال    یکین صورت، انجام    یوجود نداشته باشد، در ا    
A) و جدا از هم باشند     یمتناه ی دو مجموعه  B و   Aگر، هرگاه   یعبارت د  B )∩ = φ   ی، آنگاه تعداد اعضا A B∪  برابـر

  :یعنی، B ی با تعداد عضوهاA یاست با مجموع تعداد عضوها
A B A B∪ =   ای +

  .باشند یم A ینشانگر تعداد اعضاAا یn(A)د که یدقت کن
ک نـوع غـذا   یتوان  یق، مین رستوران، به چند طرید است، در اتزا موجوی نوع پ 4چ و   ی نوع ساندو  5ک رستوران   یدر  : مثال

  سفارش داد؟
ر یق، امکـان پـذ    ی ـ طر 5+4=9ن کار طبق اصل جمـع، بـه         یم، پس ا  یتزا را ندار  یچ و پ  یچون قصد سفارش توأم ساندو    : پاسخ
  .است
    ):بیا ترتیل یتبد(گشتیجا

ک ی ـگر را،   یکـد یف، کنـار    ی ـک رد ی ـء در   ی ش nن  یگرفتن ا قرار  ) هر طرز  ( ی م، هر نحوه  یز داشته باش  یء متما ی ش nهر گاه   
  .ندیء گوی شnن  ی از ای تائn) بیا ترتیل یتبد( گشتیجا

  د؟یسی را بنوb و a ی دو حرفیها گشتی جای هیکل: مثال
   ab,ba                                                            :پاسخ

  د؟یسی را بنوc وb وa سه حرف ی سه حرفیگشتهای جای هیکل: مثال  

abc                                        :پاسخ bac cab
, ,

acb bca cba
  
  
  

  

  !nز برابر است با یء متمای شn )ی حرفn ( ی تائn یگشتهایتعداد کل جا:  مهمی نکته √
  ستند؟ی، کنار هم با)صف ( ف یک ردیتوانند در  یق می نفر به چند طر5: مثال
   5=!120                                                            :پاسخ
  ) بدون تکرار( توان ساخت؟  ی می رقم6 چند عدد 9و3,6،2،7،1با ارقام : مثال
  6=!720                                                            :پاسخ
 7 ی گر، چنـد کلمـه    یکـد ین حروف در کنـار      ی ا ی م، با قرار دادن همه    یا  دهیرا از چوب تراش   » Victory «ی حروف کلمه : مثال
  توان ساخت؟ ی میمعن ی و بی با معنیحرف
7!67!50407207                                :د لذا حرف دار7چون : پاسخ =×=×=  
  2,3,5,0,9,6,1با ارقام : مثال

N(A B) N(A) N(B)∪ = +
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  )بدون تکرار( توان ساخت؟  ی می رقم5 زوج چند عدد) الف
  : کانش زوج باشد لذای زوج است که یعدد: پاسخ

  
 6    5    4    3طریق    1      اصل ضربطریق       360

  
 5    5    4    3طریق    2      اصل ضرب   +   طریق600

   طریق960⇐  طبق اصل جمع              
  )بدون تکرار( توان ساخت؟ ی فرد می رقم4چند عدد )ب

  : کانش فرد باشد لذای فرد است که یعدد: پاسخ
  

  5    5    4طریق    4        اصل ضرب طریق      400
  ) بدون تکرار(توان ساخت؟ ی م5 مضرب ی رقم3چند عدد ) ج

  :  باشد لذا5ا ی 0کانش ی است که 5 مضرب یعدد: پاسخ
  6    5طریق    1      اصل ضرب طریق      30

  
  5    5طریق    1      اصل ضرب   +  طریق25

   طریق55                                                   
  توان ساخت؟ ی م5000و  2000ن ی بدون تکرار بیدد چهار رقم چند ع1,2,3,4,5,6با ارقام : تست

1(120           2(180           3(240           4(210  
  

  طریق3    5    4            اصل ضرب طریق      180
  : زیء متمای شn ی حرفr یگشتهایجا

)(ء  ی ش ـ nن  ی ـء از ا  ی ش ـ r قـرار گـرفتن      ی م، هـر نحـوه    یز داشته باش  یء متما ی ش nهر گاه    nr ک صـف کنـار     ی ـ را در    ≥
  .ندیگو یء میش nن یاز ا) ی عضوr ( یی تاr گشتیک جای،گریکدی

  د؟یسیرا بنو» ابر« ی  ساخته شده با حروف کلمهی حرف2 یگشتهای جای هیکل: مثال
  ب، ار، با، بر، را، رب: پاسخ

rا ی p(n,r)ز را با نماد یء متمای شn ی عضوr یگشتهایجا: نکته √
npا ی(n)rدهند یش می نما.  

   n از rگشت ید جای را بخوانr(n) :نکته √
)(ز یء متمای شn ی عضوr یگشتهایتعداد جا:  مهمی نکته √ nr   : برابر است با≥

r
n!p(n, r) (n)

(n r)!
= =

−
  

   !p(n,n)=n ، آنگاه r = nدر فرمول فوق اگر : تبصره
  توان ساخت؟ ی میمعن ی و بی با معنی حرف3، چند »فوتبال «ی با حروف کلمه: مثال

3                                  :پاسخ
6! 6!P(6,3) (6) 6 5 4 120

(6 3)! 3!
= = = = × × =

−
  

  ...فوت، بال، تبل، تاب، فال، لوت، فول، وال، تول و : ن  کلمات عبارتند ازی از ایتعداد

0

 6 يا 2

 9 يا5يا3 يا 1

0

5 

  4يا3 يا 2
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  :»یخوارزم «ی با حروف کلمه: مثال
  توان ساخت؟ یم یمعن ی و بی با معنی حرف4 ی چند کلمه) الف

!7                                   : پاسخ 7!p(7,4) 7 6 5 4 840
(7 4)! 3!

= = = × × × =
−

  

   ختم شوند؟»ر« شروع و با »خ«توان ساخت که با ی می حرف4 ی چند کلمه) ب
  : پاسخ

20     ⇒     1       4   5      1  
  ل دهند؟یفره تشک ن3 یتوانند صفها یق می نفره، به چند طر8ک گروه ی یاعضا: مثال

8!p(8,3) 8 7 6 336
5!

= = × × =  
  : کهیستند به طوریک صف بایتوانند در  یق می نفر به چند طر5: مثال
  ستد؟یشه اول صف بایک نفر مشخص، همی) الف

     4! 24⇒ = 1     2     3     4           1  
  
  شه وسط صف باشد؟یک نفر مشخص، همی) ب
  

     4! 24⇒ = 1      2       1        3     4  
  کدام است؟)p(n,2)=30 ،n)7هر گاه، : تست

1(7!       2(6!       3(7       4(6  

n   : پاسخ 6
n! 7!p(n,2) 30 30 n(n 1) 6 5 n 6 (7) (7) 7!

(n 2)! (7 6)!
= ⇒ = ⇒ − = × ⇒ = ⇒ = = =

− −
  

 یسراسـر ( کـدام اسـت؟   xء باشد،یش 5ء از  ی ش (x-1) یلهایء برابر تعداد تبد   ی ش 5ء از   ی ش x یلهایاگر تعداد تبد  : تست
  )62-یاضیر
1(3              2(4              3(5              4(6  

      :پاسخ
p(5,x) xxp(5,x 1)

5! 5! 1 1 1x x 1 x x 6 x x 3
(5 x)! (5 x 1)! (5 x)! (6 x)! 6 x

= −

= × ⇒ = × ⇒ = × ⇒ = − ⇒ =
− − + − − −

  

2 ی  از رابطهnمقدار : تست 22(n) 50 (2n)+   : برابر است با=
(1 5              (2 10       (3 25            (4 15 

     : پاسخ
2 2

2

n! (2n)!2 50 2n(n 1) 50 2n(2n 1) 2n 2n 50 4n 2n
(n 2)! (2n 2)!

2n 50 n 5 n 5

× + = ⇒ − + = − ⇒ − + = −
− −

⇒ = ⇒ = ± ⇒ =
  

  :بیترک
ب انتخاب یبدون در نظر گرفتن ترت( ء ی شnن یء از ای شrن صورت هر انتخاب یم، در ایز داشته باشیتمامء یش nهر گاه 

ء ی ش ـ nن  ی ـ از ا  ی عـضو  r ی ر مجموعـه  یگر هر ز  یان د یند، به ب  یگو  یء م ی ش nن  یاز ا ) ی حرف r ( یی تا rب  یک ترک یرا  ) آنها
 .ندیگویء می شn ن یاز ا) ی حرفrا ی ییتاr (ی عضوrب یک ترکیز را یمتما

ست، بـه  ی ـاء مهـم ن یب انتخـاب اش ـ ی، ترت)گشتیجا(ل یب، بر خلاف تبدید که در ترکی دقت داشته باش :ار مهمی بستذکر √
  ب ی انتخاب بدون ترتیعنیب یگر، ترکیعبارت د

ر خ

 تفر مشخص

 تفر مشخص
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

rا ی c(n,r) یز را با نمادهایء متمای شnیی تاrباتیتعداد ترک: نکته √
nc ا یn

r
 
 
 

  .دهند یش می نما

n:نکته
r
 
 
 

 n از rب ید ترکیرا بخوان

  د؟یسی را بنوa,b,c سه حرف یی تا2بات ی ترکی هیکل: مثال
  . هستندیکی cb با ca  ،bc باba ،ac با abد که ی ، البته توجه داشته باشbc,ac,ab: پاسخ

r)ز، یء متمای شnیی تاrبات یتعداد ترک:  مهمی نکته √ n)≤برابر است با:  
n n!c(n, r)
r r!(n r)!
 

= =  − 
  

n:  ، آنگاه n=rدر فرمول فوق اگر : تبصره
c(n,n) 1

n
 

= = 
 

  

  م؟ی سه کتاب را انتخاب نموده و بخریک کتابفروشیز در ی کتاب متما5ان یتوان از م یق میبه چند طر: مثال

5                                        :پاسخ 5! 5 4c(5,3) 10
3 3!(5 3)! 2
  ×

= = = =  − 
  

   مهره به تصادف انتخاب کرد؟2کسان، ی ی  مهره9 شامل یا سهیتوان از درون ک یق میبه چند طر: مثال

9                                                :پاسخ 9! 9 8 36
2 2!7! 2
  ×

= = = 
 

  

) گـشت یجا(ب  ی ـز ترت د ا ی با یه مسائل ب و در چ   ید از ترک  ی با ید که در چه مسائل    یآ  یش م ین سوال پ  یمعمولاً ا : تذکر مهم  √
 nان  ی ـء از م  ی ش ـ r است که هر کجا بحث فقط انتخـاب          ین نکته ضرور  ین سوال، توجه به ا    ی پاسخ به ا   یاستفاده کرد، برا  

گر مهـم   یکـد یاء کنـار    یب قـرار گـرفتن اش ـ     یب استفاده کرد، اما اگر ترت     ید از ترک  ی، با )ب انتخاب مهم نباشد   یترت( ء باشد یش
  .استفاده نمود) شتگیجا( ل یتبدد از یباشد، با

  : دیر توجه کنی ساده زی به دو نکته
  ..اء مهم استیدن اشیل، انتخاب و چیدر تبد) الف
  .اء مهم استیب، فقط انتخاب اشیدر ترک)ب

  .دیر، به دقت توجه کنی زیبه مثالها
   کتاب را انتخاب کرد؟4 کتاب، 6ان یتوان از م یق میبه چند طر: مثال

6                                                      :پاسخ 6! 15
4 4!2!
 

= = 
 

  

  د؟ی کتابخانه چی  کتاب انتخاب نموده و آنها را در قفسه4ز، ی کتاب متما6ان یم توان از یق میبه چند طر: مثال

6                                                                                                          : پاسخ
4!

4
 

× 
 

  (6)4ا ی 

r                              :می دارید که در حالت کلیالبته توجه داشته باش

n
(n) r!

r
 

= × 
 

  

   دارد؟ی عضو3 ی ر مجموعهی، چند زی عضو4 ی ک مجموعهی: مثال

4                                                            :پاسخ
3
4

=






  

  )باشد یک مجموعه، مهم نمی یب نوشتن عضوهاید که ترتیشتوجه داشته با( 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  دار انتخاب کرد؟یک سرای و یک منشیس، یک رئی نفر، 7ان یتوان از م یق میبه چند طر: مثال

3                                              :پاسخ
7!(7) 7 6 5 210
4!

= = × × =  
   واقعند، یا رهیدا) ط ی محیرو( رامون ی نقطه پ7: مثال
  توان ساخت؟ ی نقطه م7ن یچند وتر با ا) الف

21                                                          :پاسخ
2
7

=






  

  
  ) AبهBا ازیم یوصل کنBبهAازکند که  ی نمیدر واقع فرق( کند  ی نمی فرقBAبا وترABد که وتریتوجه داشته باش

  
  
  
  
  

 ی رأسـها  ی ، شروع کرده، بـه همـه      Aثلاً مانند   ک رأس م  ید، ابتدا از    ی وتر را رسم کن    21ن  ی فوق ا  ی رهید که در دا   ی کن یسع
 وصـل نـشده اسـت و در واقـع     B که قـبلاً بـه    Aبه جز رأس    (گر  ی د ی رأسها ی  را به همه   Bد، سپس رأس    یگر وصل کن  ید

با به صـورت    یار ز یک شکل بس  ید داشت، البته با     ی وتر خواه  21د،  ید وترها را بشمار   ا، تعد ... د و   یوصل کن ) شود  یتکرار م 
  :ریز
  
  
  
  
  توان ساخت؟ ی نقطه م7ن یچند بردار با ا) ب

42212                                                :پاسخ
2
7

!2)7( 2 =×=







×=  

  توان ساخت؟ ی نقطه م7ن یچند مثلث با ا) ج

7                                                :پاسخ 7! 7 6 5 35
3 4!3! 3 2
  × ×

= =  × 
  

  
  
  
  
  

  :کهی نفره انتخاب کرد، به طور6 یا تهی، کمی فرانسو5 و یرانی ا8ان یتوان از م یق میبه چند طر: مثال
   باشد؟یرانی ا4قاً شامل یته دقیکم) الف

 ←ی فرانسو2 و یرانی ا4 یعنی: پاسخ







×







2
5

4
8  

B 
A 

B 

A 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

   باشد؟ی فرانسو4 یته حداقل دارایکم)ب
  : مین داری، بنابرایرانی ا1 و ی فرانسو5ا ی یرانی ا2 و ی فرانسو4ا ی یعنین یشتر و ایا بی ی فرانسو4ا ی یعنی: پاسخ

5 8 5 8
4 2 5 1
     

+     
     

  

  .باشد ی نفر م5ها، کلاً یرا تعداد فرانسوی باشند، زیتوانند فرانسو ی نفر نم6د که هر یتوجه داشته باش
   باشد؟یرانی ا3 یته حداکثر دارایکم) ج

، ی فرانسو5 و یرانی ا1ا ی عی فرانسو4 و یرانی ا2ا ی، ی فرانسو3 و یرانی ا3ا ی یعنین یمتر و اا کی یرانی ا 3ا  ی یعنی: پاسخ

                                        : مین داریبنابرا















+
















+
















5
5

1
8

4
5

2
8

3
5

3
8  

امکـان  ن  ی ـ باشـند کـه ا     ید فرانسو ی نفر با  6ن صورت هر    یرا در ا  ی باشد، ز  یرانیتواند بدون فرد ا     یته نم ید که کم  یتوجه کن 
  .ندارد

  شتر باشد؟یته بی منتخب در کمیهایرانیتعداد ا) د
  : مین داری، بنابرایرانی نفر ا6ا هر یو  ی را فرانسویرانیا هر ای،ی فرانسو2 و یرانی ا4ا ی یعنین یا: پاسخ

8 5 8 5 8
4 2 5 1 6
       

+ +       
       

  

 یبـه معنـا   » و«و  ) اصل جمع (  جمع است  یبه معنا » ای«ز،  ی ن ید که در حل مثال فوق و به طور کل         یتوجه کن :  مهم ی نکته √
  .دین نکته را فراموش نکنی، خواهشاً ا)اصل ضرب( ضرب است 

رون ی ـ مهره با هم به تصادف ب      3سه  ین ک ی سبز است، از ا    ی  مهره 2 و   ی آب ی  مهره 6 قرمز،   ی  مهره 7 ی حاو یا  سهیک: مثال
   :ر است مشروط بر آنکهیپذ ن عمل امکانیق ایم، به چند طریآور یم

  ) باشندی و از هر رنگیتوانند به هر تعداد ی مهره م3ن ی ایعنی(سه مهره دلخواه باشند ) الف

                                                  :پاسخ







⇒=++

3
15

15267  

  ک مهره سبز باشد؟یدو مهره قرمز و ) ب
7 2

2 1 2 1
      

× =      
      

  

  )د همرنگ نباشنیا چ دو مهرهیه( ک رنگ باشد؟ یهر مهره از ) ج

                                                            :پاسخ























1
2

1
6

1
7  

   سه مهره همرنگ باشند؟هر) د
  پاسخ 
  شکلم؟ یل داریدر شکل مقابل چند مستط: تست

(1 11
2
 
 
 

         (2 6 5
2 2
   

+   
   

        (3 6 6
2 2
   

×   
   

        (4 6 5
2 2
   

×   
   

  

 ی خط افق5 و ی خط عمود 6لذا چون   ،  شود  یجاد م ی ا ی با دو افق   ی خط عمود  2ل از برخورد    یهر مستط  م که یدان یم: پاسخ

6                             :لها برابر خواهد بود بایم، تعداد مستطیدار 5
2 2
  
  
  

  

  )باشد یح نمین مطلب صحیل است، اما عکس ایک مستطید که هر مربع، خود یدقت کن

7 6
3 3
   

+   
   

    قرمزها سبزها    
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

n n(n 1)(n 2)20 20 n(n 1)(n 2) 120
3 6

n(n 1)(n 2) 6 5 4 n 6

  − −
= ⇒ = ⇒ − − = 

 
− − = × × ⇒ =

  :  برابر است باn×n شکل ی شطرنجی  صفحهیتعداد مربعها:  مهمی نکته √
2 2 2 2 n(n 1)(2n 1)1 2 3 ... n

6
+ +

+ + + + =  

5
6

)5)(3(2
521  یا   = 22 =+  

ــال ــکل : مثـ   چند مربع وجود دارد؟در شـ
  
  : است بابرابر  n×mصفحه شطرنجی شکل  یلهایتعداد مستط:  مهمی نکته √

m 1 n 1
2 2
+ +  

  
  

  

 :  برابر است با n×mتعداد مستطیلهای نابرابر از لحاظ طول و عرض صفحه ی شطرنجی شکل : ی مهم نکته √

   نابرابریلهایتعداد مستط=لهایتعداد مستط -تعداد مربعها
، در کـل چنـد      )ی شـطرنج معمـول    ی صـفحه (  مربع وجود دارد   8 در هر طرف آن       مربع شکل،  یک کاغذ شطرنج  یدر  : تست

  )72-یاضی ریسراسر( مربع موجود است؟ 
(1 240      (2 204            (3 196            (4 169 

6482  کوچک ی مربعها دتعدا:  پاسخ ه ل شـد  ی ضلع مربـع کوچـک تـشک       2 که هر ضلع آن از       ییها  باشد، تعداد مربع    یم=
4972 3662 کوچک باشـد     ی ضلع مربعها  3 ی که هر ضلع آن مساو     ییو تعداد مربعها  باشد    یم= ن یو بـه هم ـ   بـوده   =
  : میب داریترت

2 2 2 2 2 n(n 1)(2n 1) 8 9 178 7 6 ... 2 1 204
6 6

+ + × ×
+ + + + + = = =  

د تـا   یسپاربرا به خاطر    ر  یز نکات ز  ینجا ن ید، در ا  یکرد  ی، جدول ضرب را حفظ م     یی ابتدا ی د همانطور که در دوره    ی کن یسع
  .دی داشته باشیشتریدر انجام محاسبات، سرعت عمل ب

nر یقادم از یحاصل برخ
r
 
 
 

:  

n n(n 1)
2 2

n n(n 1)(n 2)
3 6

  −
= 

 

  − − =  

)3                     

n
n

1

n
n

n 1

 
= 

 

  =  − 

)2  

n
1

0

n
1

n

 
= 

 

  =  

)1  

nهر گاه : مثال
20

3
 

= 
 

 ،nد؟یابی را ب  

  
  

  
n n
r n r
   

=   −   
)4  

10: مثال  10
3 7

  
  
  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

p q
n n
p q

p q n

=
    = ⇔    
     + =

)5  

18هر گاه : تست 18
6 n 2
   

=   +   
 ،nکدام است؟   

(1 11            (2 6              (3 4              (4 12  

                                  :پاسخ
n 2 6

18 18 n 4
6 n 2 n 10

n 2 6 18

+ =
=    = ⇒ ⇒    + =     + + =

  

  .ح استی صح3 ی نهیلذا گز
p q p q

p q
+ +   

=   
   

)6  

n                                                 :مثال k 1 n k 1
n k 1

+ − + −   
=   −   

  

nهر گاه : تست n
5 15
   

=   
   

n، حاصل 
2
 
 
 

  کدام است؟

(1 210            (2 190            (3 380            (4 45  
n                                             :پاسخ n n 20 20 19n 5 15 20 190

5 15 2 2 2
        ×

= ⇒ = + = ⇒ = = =       
       

  

n                                          :قانون پاسکال« n n 1
r 1 r r

+     
+ =     −     

)7  

  .شود ی منجر م پاسکال-امیخ لثن قانون به مثیا
n! n!

(r 1)!(n r 1)! r!(n r)!
= +

− − + −
  اثبات→طرف اول

                                                                             r(n!) (n r 1)n!
r!(n r 1)!
+ − +

=
− +

  مخرج مشترک

                                                                  

n!(r n r 1)
r!(n r 1)!
n!(n 1) (n 1)!

r!(n r 1)! r!(n r 1)!
n 1
r

+ − +
=

− +
+ +

= =
− + − +

+ 
=  
 

  

5                                                      :مثال 5 6
2 3 3
     

+ =     
     

  

5حاصل : تست 5 6 7
2 3 4 5
       

+ + +       
       

  : برابر است با

(1 8
6
 
 
 

            (2 7
6
 
 
 

            (3 9
6
 
 
 

            (4 8
5
 
 
 

  

 يا

 يا
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

                       : پاسخ

( ) ( )6 7
3 4

5 5 6 7 6 6 7 7 7 8
2 3 4 5 3 4 5 4 5 5
                   

+ + + = + + = + =                   
                   


���� 
����

  

nn n n n
... 2

0 1 n 1 n
       

+ + + + =       −       
)8  

55                                         :مثال 5 5 5
... 2 32

0 1 4 5
       

+ + + + = =       
       

  

   عضو باشند؟2 یر مجموعه دارد که حداقل دارای، چند زی عضو6 ی ک مجموعهی: تست
(1 53            (2 57            (3 58            (4 62 

66                    :پاسخ 6 6 6 6 6 6
2 64 (1 6) 57

2 3 4 5 6 0 1
              

+ + + + = − + = − + =              
              

  

( )nn n n n n
... 1 0

0 1 2 3 n
         

− + − + + − + =         
         

)9  

  یا
n n n n n n

... ... 0
0 2 4 1 3 5

              
+ + + − + + + =              

              
  

n(aوتن یــ نیا  بــسط دو جملــه  اســتفاده از9و 8ک روش اثبــات نکــات  یــ: تــذکر b)+اگــر در بــسط  باشــد، ی مــ 
n n n nn n n

(a b) a a b ... b
0 1 n
     

+ = + + +     
     

 a  ،1 ی و اگر به جـا     8 ی م، نکته ی قرار ده   را 1عدد   b,a ی هر دو  ی، به جا  

  : دید دی خواهی بعدین فصل و در قسمتهاین مطلب را در همیشود ا ی ثابت م9 ی م، نکتهیقرار دهرا  -b ،1 یو به جا

                                              n 1n n n
... 2

0 2 4
−     

+ + + =     
     

)10  

6                                      : مثال 1 56 6 6 6
2 2 32

0 2 4 6
−       

+ + + = = =       
       

  

n 1n n n
... 2

1 3 5
−     

+ + + =     
     

)11  

25512                              :مثال
9
9

2
7
9

5
9

3
9

1
9 819 =−=








−=








+








+








+







 −  

  .دیر کم کنگیکدیگر از یگر جمع و بار دیکدیکبار با ی را 9و8 ، دو فرمول 11و 10 اثبات نکات یبرا: تذکر
n n 1 n 2 n m n m 1

...
n n n n n 1

+ + + + +         
+ + + + =         +         

)12  

n یابتدا به جا  : اثبات
n
 
 
 

n فوق،   ی، در سمت چپ تساو     1
n 1
+ 

 + 
nد که   یالبته توجه کن  ( م  یده  یقرار م  n 1

1
n n 1

+   
= =   +   

 (

  : میلذا دار








 +
++







 +
+







 +
+








+
+

=
n
mn

n
n

n
n

n
n

...
21

1
  طرف اول1

                                                                                                   n 2 n 2 n m
...

n 1 n n
+ + +     

= + + +     +     
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

                                                                                                n 3 n 3 n m
...

n 1 n n
+ + +     

= + + +     +     
   

n                                                                                                     :  و بالاخره m n m
n 1 n
+ +   

= +   +   
  

                                                                                                        n m 1
n 1
+ + 

=  + 
  

  .می ، استفاده کرد7اً از قانون ی، ما متوال12 ی د که در اثبات نکتهیدقت کن

                                          : )وتنیاتحاد ن( 







−
−









=
















rk
rn

r
n

r
k

k
n)13  

  . استیهیب، اثبات بدی با استفاده از فرمول ترک:اثبات
m n m n m n m n

...
0 p 1 p 1 p 0 p

+          
+ + + =          −          

)14  

  : دیر و حل آن توجه کنی زی ن نکته به مسألهی اثبات ایبرا
  :مسأله
)( نفر p زن، m مرد و nان یتوان از م یق می به چند طر: اولاً nmp   را انتخاب کرد؟>+

mبه : پاسخ n
p
+ 

 
 

  قیطر

mpاگر : اًیثان npو≥   :دی کنثابتباشد، ≥
m n m n m n m n

...
0 p 1 p 1 p 0 p

+          
+ + + =          −          

  

  : ر استیر امکانپذی زی نفر فوق، به صورتهاm+nان ی نفر از مpانتخاب : پاسخ

←                       نفر از مردها باشند  pهمه) الف
m n
0 p
  
  
  

  

←ه از مردها باشند   یک نفر از زنها و بقی) ب
m n
1 p 1

       − 

  

←ه از مردها باشند    یدو نفر از زنها و بق) ج
m n
2 p 2
  
  −  

  

#                  #              #    
←                       نفر از زنها باشند   pهمه )ه

m n
p 0
  
  
  

  

  .شود ی مثابت فوق ی اعداد فوق و توجه به قسمت اولاً، تساوی با جمع کردن همه

5حاصل : تست 6 5 6 5 6 5 6
A

0 3 1 2 2 1 3 0
           

= + + +           
           

  : ابرابر  است ب

(1 8)11(            (2 3)11(            (3 







8
  چکدامی ه4)            11

5                      :ح عبارتست ازیصح  قبل، پاسخی طبق نکته: پاسخ 6 11 11
A

3 3 8
+     

= = =     
     
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

2 2 2 2n n n n 2n
...

0 1 2 n n
         

+ + + + =         
         

)15  

n                           : اثبات n n n n n n n
...

0 0 1 1 2 2 n n
           

= + + + +           
           

  طرف اول

                                           n n n n n n n n
...

0 n 1 n 1 2 n 2 n 0
           

= + + + +           − −           
  

n            ی قبل طبق نکته n 2n
n n
+   

= =   
   

  

n 1n n n n
1 2 3 ... n n2

1 2 3 n
−       

+ + + + =       
       

)16  

                                                                              :اثبات
n n

r 1 r 1

n n!r r
r r!(n r)!= =

 
= = ×  − 
∑   طرف اول∑

     

n

r 1

n

r 1

n 1

(n 1)!n
(r 1)!(n 1 (r 1)!)

n 1 n 1 n 1 n 1
n n ...

r 1 0 1 n 1

n2

=

=

−

−
= ×

− − − −

− − − −        
= = + + +        − −        
=

∑

∑  

  
  )8( ی طبق نکته

0)1(...
3

3
2

2
1

1 =







−+−








+








−








n
n

n
nnn n)17  

                                             : اثبات







−
−

−= ∑
=

+

1
1

)1(
1

1

n
n

n
n

r

rطرف اول  

  :می دار15مشابه اثبات 
n 1n 1 n 1 n 1

n ... ( 1)
0 1 n 1

n 0 0

−− − −      
= − + + −      −      
= × =

  

p(n, r) r! c(n, r)= ,p(nا   ی  × r)c(n, r)
r!

=) 18  
  ا ی

 r

n
(n) r!

r
 

= ×  
 

rnا   ی    (n)
r r!
 

= 
 

  

nهر گاه : مثال
20

3
 

= 
 

 ،3(n)د؟یابی را ب  

3                                       :روش اول

n
(n) 3! 3! 20 120

3
 

= × = × = 
 

  

  :روش دوم
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

3 3

n n(n 1)(n 2) 6!20 20 n(n 1)(n 2) 6 5 4 n 6 (n) (6) 6 5 4 120
3 6 3!
  − −

= ⇒ = ⇒ − − = × × ⇒ = ⇒ = = = × × = 
 

r(n)هر گاه : تست nو =60
10

r
 

= 
 

 ،n+rبرابر است با :  

(1 9              (2 8              (3 10            (4 7  
r                                                :میداشت: پاسخ

n
(n) r!

r
 

= ×  
 

  

n 3

60 r! 10 r! 6 r 3
n n n(n 1)(n 2)10 10 10
r 3 6

n(n 1)(n 2) 5 4 3 n 5 n r 8

=

= × ⇒ = ⇒ =

    − −
= → = ⇒ =   

   
⇒ − − = × × ⇒ = ⇒ + =

  

2n یاز تساو: تست n
11

3 3
   

=   
   

   کدام است؟n، مقدار 

(1 6       (2 7              (3 9              (4 10 
  :پاسخ

 

2n n 2n(2n 1)(2n 2) n(n 1)(n 2)11 11
3 3 6 6

4n(2n 1)(n 1) 11n(n 1)(n 2)
n(n 1)(8n 4 11n 22) 0 n(n 1)( 3n 18) 0

n 0
n 1
n 6

    − − − −
= ⇒ = ×   

   
⇒ − − = − −

− − − + = ⇒ − − + =

=
⇒ =
 =

  

n=6قابل قبول است .  

n مثلاً یعنید که با توجه به صورت تست یتوجه کن
3
 
 
 

 ،nباشد3 یا مساوید بزرگتر ی با .  

 آن ی چهـار عـضو  یهـا    ر مجموعـه  ی باشد، تعداد ز   45 ی ، مساو  یا   مجموعه ی دو عضو  یها  ر مجموعه یاگر تعداد ز  : تست
  است؟چقدر 

(1 180            (2 210            (3 240            (4 120  

                               : پاسخ

n n(n 1)45 45 n(n 1) 10 9
2 2

n 10 10! 10 9 8 7n 10 210
4 4 4!6! 4 3 2

  −
= ⇒ = ⇒ − = × 

 
    × × ×

⇒ = ⇒ = = = =    × ×   

  

44                      : دی کنثابتها،  به کمک مجموعه: مثال 4 4 4 4
2

0 1 2 3 4
         

+ + + + =         
         
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

} ی مجموعه: اثبات }A a,b,c,d=   42ن مجموعه،   یم ا یدان  ید، م یریرا در نظر بگ ر ی ـ ز یر مجموعـه دارد، از طرف ـ     یز=16
  : ن مجموعه، عبارتند ازی ایها مجموعه

φ  1  یچ عضوی هیها ر مجموعهیز) 1
0
4

=







 یها  ر مجموعه یتعداد ز =

   یچ عضویه
}  ی تک عضویها ر مجموعهیز)2 } { } { } { }a , b , c , d  4

1
4

=







 یها ر مجموعهیداد ز تع=

  یتک عضو
{  ی دو عضویها ر مجموعهیز)3 { } { } { } { }a,c , a,d , b,c , b,d , c,d

  
6

2
4

=







 یها ر مجموعهیتعداد ز =

  یدو عضو
{  ی سه عضویها ر مجموعهیز)4 { } { } { }b,c , a,b,d , a,c,d , b,c,d

  
4

3
4

=







 یها ر مجموعهیتعداد ز =

  یسه عضو
}  یوض چهار عیها  ر مجموعهیز)5 }a,b,c,d  1

4
4

=







 یها   ر مجموعه یتعداد ز =

  یوچهار عض
  

                                         :نیبنابرا
44 4 4 4 4

2
0 1 2 3 4
         

+ + + + =         
           

  یا
1+4+6+4+1=16 

nn اتحاد یتوان درست یبه روش فوق م: تذکر n n n
... 2

0 1 2 n
       

+ + + + =       
       

  .دی کنثابتز یرا ن

  : ارد، مطلوب است عضو د10 یا مجموعه: مثال
   آنی عضو5 یها ر مجموعهیتعداد ز) الف

                                                              :پاسخ







5
10  

   عضو دارند؟8 از آن که حداقل ییها ر مجموعهیتعداد ز) ب

10                                                    :پاسخ 10 10
8 9 10
     

+ +     
     

  

   عضو دارند؟3داکثر  از آن، که حییها ر مجموعهیتعداد ز)ج

10                                              :پاسخ 10 10 10
3 2 1 0
       

+ + +       
       

  

   آن برابر است؟ی چند عضویها ر مجموعهی آن، با تعداد زی عضو7 یها ر مجموعهیتعداد ز) د

10ی                   سه عضو                                                                :پاسخ 10
7 x 10 x 3

7 x
   

= ⇒ + = ⇒ =   
   
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  که مجموعشان فرد باشد؟ی، دو عدد را انتخاب کرد، به طور20 تا 1ان اعداد از یتوان از م یق میبه چند طر: مثال
  :ن برابر است باک زوج باشد، لذا تعداد حالات ممیگری فرد و دیکید ینکه مجموع دو عدد فرد باشد، بای ایبرا: پاسخ

1001010
1
10

1
10

=×=














  

  که مجموعشان زوج باشد؟ی، سه عد را انتخاب کرد، به طور30 تا 1ان اعداد از یوان از مت یق می به  چند طر:تست
1(2030            2(2030            3(2010            4(1910  

گر، فرد باشـند،  یک رقم زوج و دو رقم دیا یا هر سه رعم زوج باشند، ید ینکه مجموع سه عدد، زوج باشد، با  ی ا یبرا: پاسخ

15                      : رابر است بالذا تعداد حالات ممکن ب 15 15
2030

3 2 1 3 2 1
         

+ = + =         
         

  

  شکل
  : ، در حالات مختلف)گشتها یتعداد جا( لات ی تعداد تبدی محاسبه
p(n,n)        :ء برابر است باین شی ایگشتهایم، تعداد جایز داشته باشیء متمای شnهر گاه  )1 n!= 

  توان ساخت؟ یم) بدون تکرار حروف ( یمعن ی و بی با معنی حرف5 ی چند کلمه» معشوق «ی با حروف کلمه: مثال
 !5: پاسخ

r)زیء متمای شn یی تاr یگشتهایتعداد جا )2 n)≤برابر است با :  

r
n!p(n, r) (n)

(n r)!
= =

−
  

  توان ساخت؟ ی میمعن ی و بی با معنی سه حرفی ، چند کلمه»Flower «ی با حروف کلمه: مثال

3                                               :پاسخ
6!(6) 6 5 4 120
3!

= = × × =  
 :ء مشخص باشند برابر است بایک شیکه، شامل یز، به طوریء متمای شn یی تاr یگشتهایاجتعداد  )3

n 1
r!

r 1
− 

× − 
 

nز  یء متما ی ش nن مطلب،   ی درک ا  یبرا 2 1a ,...,a ,a    لات  یافتن تعـداد تبـد    ی ـ یم، حال برا  یریگ  ی را در نظر مr  نی ـ ا یی تـا n 
ان ی ـء را از م   یش ) r-1( است ابتدا    یبه کار رفته باشد کاف    1aء بخصوص، مثلاً    یک ش ی آنها،   ی  که در همه   یء، به طور  یش

(n-1) ن عمل به    یم ا یدان  یکه البته م  ( مانده انتخاب کرده    یء باق ی شn 1
r 1
− 

 − 
 لاتی، سپس تعداد تبـد    )ر است یق امکان پذ  یطر

ق اصـل ضـرب، جـواب مـسأله     ب و بالاخره طr!شود یم که میحساب کن) شوند یمء  ی ش rکه جمعاً   ( را   1aء و ی ش r-1ن  یا
  : عبارت خواهد بود از

n 1
r!

r 1
− 

× − 
  

   باشند؟a حرف توان ساخت که شامل ی می حرف3 ی ، چند کلمه»Woman «ی با حروف کلمه: مثال

3!36                                                :پاسخ
2
4

!3
13
15

=×







=×








−
−  

p(n             : ء مشخص باشند، برابر است بایک شیز که فاقد یء متمای شnیی تاrلات یتعداد تبد  )4 1, r)−  
  .میکن یحساب ممانده را یء باقی ش(n-1)، یی تاrلات یء راکنار گذاشته و تعداد تبدیدر واقع، آن ش

   به کار نرفته باشد؟5چکدام از آنها، رقم یکه در هیتوان ساخت، به طور ی می رقم4 چند عدد 8,6,9,1,7,5,2با ارقام : مثال

 زوجها  فردها       زوجها
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

p(n!6                              :پاسخ 1, r) p(7 1,4) p(6,4) 6 5 4 3 360
2!

− = − = = = × × × =  
  :  است باء مشخص باشند برابری شkز که شامل یء متمای شn یی تاrلات یتعداد تبد): 3 ی م نکتهیتعم(  )5

!r
kr
kn

×







−
−  

 :ء مشخص باشند برابر است بای شkز که فاقد یء متمای شnیی تاrلات یتعداد تبد) : 4 ی نکتهم یتعم(  )6
p(n k, r)− 

  .میکن یممانده را حساب یء باقی ش(n-k)، یی تاrلات یص را کنار گذاشته و تعداد تبدخء مشی شkدر واقع آن 
ن یچگاه در ایکه دو نفر مشخص، هی نفره بسازند، به طور    5 یف، صفها یک رد یتوانند در     ی نفر م  9ق  یند طر چ به: مثال

  صفها نباشند؟

p(n!7                                    : پاسخ k, r) p(9 2,5) p(7,5)
2!

− = − = =  
  : باء مشخص، همواره کنار هم باشند، برابر استی شrکه در آنها، یز، به طوریء متمای شn یی تاnلات یتعداد تبد)7

                                                                                                 np r! (n r 1)!= × − +  
ء در نظر گرفتـه و  یک شیء را ی شrن ی، سپس ا )!rشود  یکه م ( ء را حساب کرده     ی ش rیی تا rلات  یدر واقع تعداد تبد   

شـود    یکـه م ـ  (راحساب کـرده    ) ءی ش n-r+1شوند   یکه جمعاً م  ( مانده  یء باق ی ش (n-r) ء با یک ش ین  یلات ا یتعداد تبد 
(n-r+1)! ( م یکن یان از اصل ضرب عمل میو در پا.  

ن افـراد   ی ـ ا ی ق همـه  ی ـگر حضور دارند، بـه چنـد طر       ی نفر د  8ر از عروس و داماد،      یک مجلس عقدکنان، به غ    ی در   :مثال
که عروس و دامـاد، همـواره کنـار هـم     یندازند، به طوری عکس ب ی و دسته جمع   ستندیک صف کنار هم با    یتوانند در     یم
  ستند؟یبا

ه یک نفر در نظر گرفته، که با بق       یستند، حال عروس و داماد را       یتوانند کنار هم با     یق م ی طر !2عروس و داماد به   : پاسخ
 ×!9ن عمل به ی ضرب، ااصلق بذا طستند، لیتوانند کنار هم با یق می طر!9ن نه نفر به ی نفر و ا9=1+2-10شوند  یم

  .ردیپذ یصورت مق یطر !2
و ... ز مثل هـم،     یگر ن ی د ی تا 2n آنها مثل هم،     یتا  1nکه  یم، به طور  یز داشته باش  یء متما ی ش nهر گاه   ): 7 ی م نکته یتعم( )8

)...(ز مثل هم باشند،     یمانده ن ی باق یتاknبالاخره   21 nnnn k ن یتوان ا   ی که م  یین صورت تعداد کل حالتها    ی، در ا  +++=
nاء مثل هم، همواره کنار هم باشند، برابر است بایکه اشیک صف کنار هم قرار داد، به طوریء را در ی ش :  

1 2 kn ! n ! ... n ! k!× × × ×  
ز کنار یکه پسرها کنار هم و دخترها نیستند، به طوریک صف کنار هم بایتوانند در ی دختر م5  پسر و3ق یبه چند طر: مثال

  هم باشند؟
 5ء و یک ش ـی را  پسر3ستند، حال اگر یک صف بایتوانند کنار هم در    یق م ی طر !5ق و دخترها به   ی طر !3پسرها به   : پاسخ

تواننـد کنـار هـم     یق م ـی ـ طر!2 بـه  ) دختـر 5 پـسر و  3 (ءی ش 2ن  ین صورت ا  یم، در ا  یریء در نظر بگ   یک ش یز  یدختر را ن  
باشـد، لـذا طبـق اصـل      یش پـسر م ـ یش دختر وپ نمـا ی نماد) ا پ پ پ د د د د د    ید د د د د پ پ پ         : دیتوجه کن ( ستند  یبا

!3                            : ضرب پاسخ برابر است با 51 2!× ×  
  : ستند، مشروط بر آنکه یک صف کنار هم بایتوانند در  یق می طر، به چندی مشهد7 و ی اصفهان6 و ی تهران5: مثال
5!6!7!3!                                                                                           ستند؟یها همواره کنار هم بایهمشهر) الف ×××   
  ×5!14!                                                                                                                 ستند؟یها کنار هم با یتهران) ب
75!8!                                                                              ستند؟یها هم کنار هم بایها کنار هم و مشهد یتهران) ج ××  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  : باشند برابر است باء مشخص کنار هم نی شrکه در آنها یز، به طوریء متمای ش nیی تاnلات یتعداد تبد) 9
n! (r! (n r 1)!)− × − +  

  : میا ر استفاده کردهی زی در واقع از نکته
   مشخص کنار هم نباشند  ءی شrکه یز به طوریء متمای شn یتائnلات یتعداد تبد=

  =ءی شn ی تائnلات یتعداد کل تبد-ء مشخص کنار هم باشندیکه شیز به طوریء متمایشn ی تائnلات یتعداد تبد
  : کهیستند، به طوریک صف کنار هم بایتوانند در  یق می نفر به چند طر10: مثال
10!)2!9!(                                                                                               نفر مشخص، کنار هم نباشند؟ 2) الف ×−  
10!)3!8!(                                                                                                 نفر مشخص، کنار هم نباشند؟ 3) ب ×−  

   نفر مشخص، کنار هم نباشند؟kکه ینند به طوریف کنار هم بنشیک ردیتوانند در  یق می نفر به چند طرn: تست
(1 n! k1−        (2 n! (k! (n k)!)− × −      (3 n! (k! (n k 1)!)− × − +      (4 (n k)!−  

  .باشد یح می صح2 ی نهی قبل، گزی طبق نکته: پاسخ
  رند؟ی کنار هم قرار نگ8,9که ارقام یتوان ساخت به طور ی می رقم5 چند عدد 7,1,8,9,5با ارقام: تست

(1 24       (3 72            (3 48            (4 108  
!5                                           :پاسخ (2! 4!) 120 (2 24) 72− × = − × =  
  87915,87159,78195,…: ن اعداد عبارتند ازی از ایبرخ
!n                                     : ز برابر است بایاء متمای از اشیی تاn ی ان دو دستهیک در میلات ی تعداد تبد10) n! 2!× ×  
  ستند؟یک صف بایان در ی در میکیتوانند  یق می دختر به چند طر5 پسر و 5: مثال
!5                                                          :پاسخ 5! 2!× ×  

  : ز برابر است بایاء متمای از اشیی تا(n-1) ی ک دستهی و یی تاn ی ک دستهیان یک در میلات یابتدا تبد: تذکر مهم
n!(n 1)!−  

  ×4!3!            ؟ستندیان بایک در میک صف، یتوانند در کنار هم در  ی سرباز م3 افسر و 4ق یبه چند طر: مثال
  : ز استک حالت وجود دارد که عباراتیرا فقط ی ندارد، ز!2گر ین حالت، دید که در ایتوجه کن

  افسر، سرباز، افسر، سرباز، افسر، سرباز، افسر
ک صف کنار هـم     یان در   ی در م  یکیز را به صورت     یء متما ی ش nز و   یء متما ی ش mتوان    ی م یفقط هنگام  : 2تذکر مهم    √

و ی ـد را 6ون و   ی ـزی تلو 4توان    یک واحد اختلاف داشته باشند، به عنوان مثال، نم        یn,mا  ی برابر باشد    nا  ب mا  یقرار داد که    
  .رار دادقف کنار هم یک ردیان در ی در میکیرا به صورت 

  !(n-1): رند برابر است بایگ یکنار هم قرار م) یحلقو ( یا رهیز، که به صورت دایء متمای شnلات ی تعداد تبد11)
  د؟ی را حساب کنc,b,a سه حرف ی حلقویگشتهایتعداد جا: مثال
 !6: ک صف عبارتست ازی به صورت c,b,a سه حرف یگشتهایاجد تعداد یدان یم: پاسخ

cab
cba




        ،     bac
bca




    ،  abc
acb




  

  : دیآ ید میر پدی حالت ز6م یش دهی نمایا رهیگشتها را به صورت داین جایاگر ا
  لت  حا!2ا ی حالت 2 حالت در واقع 6ن یشود که ا یده می دقت دیاما با کم

  . هستندیکیز با هم ی ن(2) با هم و سه حالت (1)باشند، در واقع سه حالت  یم
  
  

a 
 
 

c        b 

b 
 
 

c        a 

c 
 
 

b        a 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

(1)   (2)   (1)        
 
 
 

(2) (1)           (2)            
  

   ک حلقه، کنار هم قرار داد؟ی را به صورت 4و3و2و1 رقم4توان  یق میبه چند طر: مثال
 6=!3=!(1-4)                                                         :پاسخ
  : دی حالت توجه کن6ن یبه ا

  
  
  

(6)     (5)    (4)    (3)      (2)    (1)   
  

 حالـت   24ن  یم که ا  یف کنار هم قرار ده    یک رد یم در   یتوانیق م ی طر 24=!4 رقم فوق را به      4م  یدانیاما همانطور که از قبل م     
  د؟یابد دقت کنی یل میر تقلی حالت ز6 به یبه صورت حلقو

  (1)حالت  = (1)شکل → 1234-2341-3412-4123
  (2)حالت  = (2)شکل → 1243-2431-4312-3124

#  
  (6)حالت  = (6)شکل → 1423-4231-2314-3142

  نند؟یان بنشی در میکیز گرد، یک میتوانند دور  ی دختر م4 پسر و 4ق یبه چند طر: تست
(1 7!              (2!3!3×            (3!4!3×            (4 8!  

تواننـد بـه      یق م ـ ی ـ طر !4 دختـر بـه      4نند، پـس از آن      یز گرد بنـش   یک م یتوانند دور     یق م ی طر !3=!(1-4) پسر به    4: پاسخ
 ×3!4!: اد طرق ممکن برابر است بانند، لذا تعدین پسرها بنشیان، بی در میکیصورت 
  . است!nه، همان ی است، در مورد بق!(n-1)د که فقط گروه اولیتوجه کن

نند بـه   یف کنـار هـم بنـش      ی ـک رد ی ـ در   ی سـوئد  5 و   ی آلمـان  2،  ییکای امر 4،یرانی ا 3اولاً به چند صورت ممکن است       : مثال
  ت کنار هم باشند؟یکه افراد هم ملیطور
3!4!2!5!4!                                                       : خپاس ××××  
  ر است؟ ین  عمل به چند صورت امکان پذینند، ایز گرد، کنار هم بنشیک مین چهار گروه بخواهند دور یاگر ا: اً یثان

ممکن برابـر اسـت     ن تعداد طرق    یبنابرا. نندیتوانند بنش   یق م ی طر !(1-4)ز گرد به    یک م ین چهار گروه دور     ین حالت، ا  یدر ا 
3!4!2!5!)14!(                                                                                                                                  :با −×××× 

ن، در کنـار هـم      یکه همواره دو نفـر مع ـ     ینند به  طور   ی شکل بنش  یا  رهیز دا یک م یتوانند دور     یق م ی نفر به چند طر    10: تست
  باشند؟

(1 9!× 2!         (2 8!× 2!          (3 9!              (4 !8!2!2 ××  
ک ی ـن دو نفـر را  ی ـسـپس ا . نندیتوانند کنار هم بنش یق می طر!2ح است، در واقع ابتدا آن دو نفر به      ی صح 2 ی نهیگز: پاسخ

توانند کنار هـم      یق م یطر!(1-9)    شکل به  یا  رهی نفر به  صورت دا     9ن  یشوند که ا   ی نفر م  9گر  ی نفر د  8نفر فرض کرده با     
  !8 ×!2: نند، لذا تعداد طرق ممکنه برابر است بایبنش

a 
 
 

b        c 

b 
 
 

a        c 

c 
 
 

a        b 

1     2 
 
 

4        3 

1     2 
 
 

3        4 

1       3 
 
 

2        4 

1     4 
 
 

3        2

1     4 
 
 

2        3

1     3 
 
 

4        2
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

داشـته  180°ن  حلقـه بتوانـد در فـضا دوران           ی ـرند و ا  ی شکل کنار هم قرار بگ     یا  رهیز به صورت دا   یء متما ی ش n اگر   12)
تعـدادحالات ممکـن    ...) ح،  ی تسب ،بند  دستبند، گردن ( مانند)  باشند  را داشته   وارونه شدن  تیاء قابل یگر، اش یبه عبارت د  ( باشد

n):برابر است با 1)!
2
−   

  توان ساخت؟ یچند دستبند م)  مختلفی مهره به رنگها11( ز ی متمای  مهره11با : تست

(1 11!            (2 10!            (3  5×9!         (4 
2
!11  

                              :می فوق داری طبق نکته: پاسخ

  !95
2

!910
2

!10
2

)!111(
×=

×
==

−  
   شکل قرار داد؟یا رهید دایک دسته کلید را در ی کل6توان  یق میبه چند طر: تست

(1 720            (2 120             (3 360            (4 60  
60                                                                                                                     :پاسخ

2
120

2
!5

2
)!16(

===
−  

  :ل با تکراریتبد
 تکـرار   بـار rل، یء بتوانـد در هـر تبـد   ی که هر شیز، به قسمتیء متمای شn یی تاrلات یتعداد تبد:  الف-ل با تکراری تبد13)

  rn:شود، برابر است با
  )ز استیتکرار جا( توان ساخت؟ ی می رقم3 چند عدد 6,7,1,4,2با ارقام : مثال
  : پاسخ

35   طریق5       5     5     اصل ضرب       =125
  ) ز استیتکرار جا( توان ساخت؟ ی می رقم4 چند عدد 7,1,0,2با ارقام : تست

(1 4!              (2 44           (3 334×         (4 343×  
  : پاسخ

33    طریق    3    4     4      4       اصل ضرب      ×4

  
  

   5 تا1با اعداد از : مثال
   (x,y) ⇒   5    5    اصل ضرب      =25                           توان ساخت؟ یچند زوج مرتب م) الف

  
 (x,y,z) ⇒    5    5    5  اصل ضرب   125                                     توان ساخت؟ ی مرتب مییچند سه تا)ب

  )ز استیتکرار جا( توان نوشت؟  ی م7 ی در مبنای رقم4چند عدد : مثال
  .میکن ی استفاده م6,5,4,3,2,1,0 رقم 7 از یسی عددنوی،برا7 یم در مبنایدان یم: پاسخ
  :مین داریبنابرا

33      طریق6     7    7      7       اصل ضرب      ×7

  : که تکرار مجاز باشد برابر است بایز، به طوریء متمای شnیی تاrلات حداکثر ی تبدتعداد: ب-رارل با تکیتبد -14
rn 1n

n 1
−

×
−
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

کـه در آنهـا تکـرار    ( ز را   یء متما ی ش n ساخته شده با     یحرف rو  ...  و   ی حرف 2،  ی حرف 1لات  ی است تعداد تبد   یدر واقع کاف  
  : میم لذا داریمع کنم و سپس با هم جی، حساب کن)مجاز است

2 3 r

2 r 1

2 r 1

r

n n n ... n
n(1 n n ... n )

(n 1)(1 n n ... n )n
n 1

n 1n
n 1

−

−

+ + + +

= + + + +

− + + + +
= ×

−
−

= ×
−

  

  )تکرار مجاز است(  ساخت؟ی رقم3توان اعداد حداکثر  یق می، به چند طر5 تا 1با ارقام از : مثال

155315                                          :پاسخ
4

1245
15
155

3

=×=×=
−
−

×  
 را که در آنها تکرار مجـاز        5تا  1رقم از    5 ساخته شده با     ی و سه رقم   ی، دو رقم  یک رقم ی است، تعداد اعداد     یدر واقع کاف  

  :میاست حساب کرده و با هم جمع کن
2 35 5 5 5 5 5 5 5 5 155⇒ + + =  

  : که یز وجود داشته باشد به طوریء متمای نوع شkم که در آنها یء داشته باشی شnم یکن یفرض م: ج-ل با تکراریتبد-15
1nتا از آنها مثل هم  
2n تا از آنها مثل هم   

1:  است که  یهیبد(  مثل هم باشند،     زی ن  تا از آنها   knو بالاخره    2 kn n ... n n+ + + لات ین صـورت تعـداد تبـد      ی ـ، در ا  =
  : ء برابر است بای شnن یز ایمتما

1 2 k 1 2 k

n n!
n ,n ,..., n n ! n ! ...n !
 

=  × × 
  

  )باشد ی داده شده، مجاز می  رقم به اندازهرتکرار ه( توان نوشت؟  ی می رقم5 عدد   چند2,2,2,1,1با ارقام : مثال

10                                                      :پاسخ
2

45
!3!2

!5
=

×
=  

   22112,21212,11222,… : ن اعداد عبارتند ازی از ایبرخ
کـه   ( 2و سـه رقـم      ) ر است یامکان پذ ق  ی طر !2ن کار به    یکه ا  ( 1 دو رقم    یید که در اعداد فوق جابجا     یاما دقت داشته باش   

ن علـت اسـت کـه حتمـاً     ید، به همی به وجود آیدی جدی رقم5شود که عدد  یباعث نم ) ر است یق امکان پذ  ی طر !3ن کار به    یا
  .میم کنی تقس!3 ×!2 را به !5د یبا

   دو تخته مستقر شوند؟ک اتاق سه تخته و دو اتاقیتوانند در  یق می مسافر به  چند طر7: تست
(1 360            (2 210            (3 180            (4 120  

ن عمل به    یم، ا یکن  ی اتاق سه تخته انتخاب م     ی نفر را برا   3ابتدا: پاسخ







3
 نفـر   4ن  یرد، سـپس از ب ـ    یپـذ   یق صورت م ـ  یطر7

بهن عمل یم که ایکن ی اول انتخاب می  اتاق دو تختهی نفر برا2مانده، یباف







2
 اطاق یو بالاخره برارد،یپذ یق صورت میطر4

ن عمل به    یم که ا  یکن  ی نفر انتخاب م   2مانده،  ی نفر باق  2 دوم، از    ی  تخته 2







2
 لذا طبق اصل ضـرب      ردیپذ  یق صورت م  یطر2

  :میدار

+ +
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

7 4 2 7! 4! 7!1
3 2 2 3!4! 2!2! 3!2!2!
7 6 5 4 210

2 2

   
= × × =   

   
× × ×

= =
×

  

  توان ساخت؟ ی میمعن ی و بی با معنی حرف8 ی ند کلمهچ» یپ یس یس یم«ی با حروف کلمه: تست
(1 840            (2 720            (3 680            (4 5760  

  :می لذا داری-ی-ی-ی-پ-س-س-م: ن کلمه عبارتند ازیحروف ا: پاسخ
8! 8 7 6 5 4 7 6 5 840

4!2! 2
× × ×

= = × × × =  
ز مثـل هـم هـستند،       ی ـمانـده ن  ی باق یتـا 2nل هـم و      آنهـا مث ـ   یتـا 1nکـه   یبـه طور   (ءی ش nتوان    ی که م  یتعداد طرق : تبصره

1 2n n n+ : ک صف کنار هم قرار داد برابر است بای را در )=
1 2

n!
n ! n !×

 

 سـال  یمیمـثلاً ش ـ (  مشابه یمی کتاب ش(k-1)و ) ک سال اولیزیمثلاً ف( ک مشابهیزی کتاب ف nتوان    یق م یبه چند طر  : مثال
  د؟یف چیک ردی، در  کتابخانهی ک قفسهیرا در ) سوم

n          :پاسخ k 1
n

+ − 
 
 

 ای 
1 2

n k 1n! (n k 1)!
k 1n ! n n!(k 1)!
+ − + −

= =  −× −  
  

  م؟یف کنار هم قرار دهیک ردیکا را در ی پرچم امر2ران و ی پرچم ا5توان  یق میبه چند طر: تست
(1 7!              (2 35            (3 21            (4 !2!2!5 ××  

21        :می فوق داری  ندارند، پس طبق تبصرهی هر کشور، با هم تفاوتیچون پرچمها: پاسخ
2

67
!2!5

!7
=

×
=  

ا بـالا   ی ـن فرض که فقط به سمت راسـت         ی برود، با ا   B ی  به نقطه  A ی ، بخواهد از نقطه   ری ز ی  در شبکه  یاگر متحرک : مثال
  حرکت کند، 

  ست؟ی او چیه برا ممکنیرهایتعداد مس: اولاً
       
       
       
       

  
 B ی  بـه نقطـه  A ی نکـه از نقطـه  ی ایم، بـرا یده ـ یش م ـی نما I را با ی و هر پاره خط افقj را با یهر پاره خط عمود: پاسخ

!9          :م، لذا تعداد حالات برابر است بای کنی را طی پاره خط افق6 و ی پاره خط عمود3د یم، کلاً بایبرو
3! 6!
↓ ↓
×

  

  jی حالات تکرارiیحالات تکرار  
  ز بگذرند چقدر است؟ی نC به صورت فوق که از B به A از یرهایتعداد مس: اً یثان 

  ) یک پاره خط عمودی و ی پاره خط عمود5: (  برابر است باC  به A ز ایرهایتعداد مس: پاسخ

!1!5
  )یک پاره خط عمودی و ی پاره خط عمود2: ( برابر است باB به C از یرهایو تعداد مس6!

!1!2
!6: اً برابر است بایق اصل ضرب، پاسخ حالت ثانی، لذا ط3! 3!

5! 2!
×  

  

                                        i     i      B 
 

                                      j 
                       i       i 
 
                     j 
 

        i     i                             C 
 j 
A 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  :د -ل با تکراریتبد-16
  : ر قابل محاسبه استی هستند، از دستور زء آنها مثل همیش1nکه یء به طوری شn ییتا rلات یتعداد تبد

1 11)if r n , n r , r n n< < < − ⇒  

11 r 1 r 1 1 r 2 1 r n
1

rr r
(n n ) (n n ) (n n ) ... (n n )

n1 2− − −

    
= − + − + − + + −    

     
  لاتیتعدد کل تبد

1 1if r n , r n , r n n< < < − ⇒2) 

1 r 1 r 1 1 r 2

r r r
(n n ) (n n ) (n n ) ...

1 2 r− −

     
= − + − + − + +     

     
  لاتیتعداد کل تبد

  ان ساخت؟تو یم» یروزیپ «ی  با استفاده از حروف کلمهینمع ی و بی با معنی حرف6 ی چند کلمه) الف: مثال

!                    6←15 ز -و -ر -ی - ی – پ :پاسخ 3 5!
2!

= ×  
  توان ساخت؟ ی میروزی پی  با استفاده از حروف کلمهیمعن ی و بی با معنی حرف4 ی چند کلمه) ب

1 1n 6 , r 4 , n 2 , r n n= = = > −  

4 3 2

4 4
(6 2) (6 2) (6 2)

1 2
   

− + − + −   
   

→لاتیتعداد کل تبد= )16(  

4 3 2

4 4
(4) (4) (4)

1 1
24 4 24 6 12
24 96 72 192

   
= + +   

   
= + × + ×
= + + =

  

  : دیگر حل شده است، توجه کنی دیا ر که به گونهی درک بهتر مطلب به مثال زیبرا
ن قطعـه چوبهـا کنـار هـم، چنـد           یم، با قرار دادن ا    یا  دهی هفت قطعه چوب تراش    یرا رو » SPEAKER «ی حروف کلمه : مثال
  د؟یآ ی به دست می سه حرفی کلمه
   : ساخته شده ممکن استی سه حرفی کلمه: سخپا

  . باشدEشامل هر دو حرف )  ج     باشدEک حرف یشامل فقط ) ب    باشد، Eفاقد حرف) الف
 را  S-P-A-K-R حـرف    5 ی حرف ـ 3 یگـشتها یتعداد جا  باشـد،  E مورد نظر، فاقد حـرف     ی سه حرف  ی که کلمه یدر حالت ) الف

  :اد برابر است بان تعدی ایم که مشابه حالت معمولیکن یحساب م
5!P(5,.3) 60
2!

= =  
مانده ی حرف باق2ن صورت ابتدا لازم است که ی باشد، در ا  Eک  ی مورد نظر، شامل فقط      ی سه حرف  ی  که کلمه  یدر حالت ) ب

ن کار به یا( گر انتخاب کرده ی حرف د5ن یرا از ب







2
 2 ن ی ـ ایحرف ـ سـه  یگـشتها ی، سـپس جا )ر اسـت  یق امکان پذیطر5

ن صـورت  ی ـدر ا) ر اسـت یق امکـان پـذ  ی طر!3ن کار به یا( م یسیرا بنو ) شوند ی حرف م  3که جمعاً    ( Eحرف با آن حرف     
  : میطبق اصل ضرب دار

5
3! 60

2
 

× = 
 

  

 حـرف  1ن صـورت ابتـدا لازم اسـت کـه     ی ـ باشـد، در ا E مورد نظـر، شـامل دو حـرف       ی سه حرف  ی  که کلمه  یدر حالت ) ج

ن کار به    یا( گر انتخاب کرده    ی حرف د  5ن  یمانده را از ب   یقبا







1
 سـه  یگـشتها ی، سـپس تعـداد جا    )ر اسـت  یق امکان پذ  یطر5
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

ن کار به    یا( م  یسیرا بنو ) شوند  ی حرف م  3که جمعاً    ( Eک حرف با آن دو حرف       ین  ی ا یحرف
!2
) ر اسـت یق امکان پـذ  یطر3!

  :میرت طبق اصل ضرب دارن صویدر ا

15
!2
!3

1
5

=×






  

135156060: ن جواب مثال فوق برابر است بایبنابرا =++  
  : می دار16 ی نکته) 1( با استفاده از قسمت ←: روش دوم

1 1n 7 , r 3 , n 2 , r n n= = = > −  

3 2 1

3 3
(5) (5) (5)

1 2
   

= + +   
   

  ⇒لات ی تعداد کل تبد

60 3 20 3 5 135+ × + × =  
  توان ساخت؟ ی می سه حرفی ، چند کلمه»ابانیآس «یکلمه با حروف : تست

(1 3)7(            (2 
!3
!7           (3 61            (4 73   

3               : ابر است باا اصلاً الف ندارند بریک الف هستند و ی که شامل ی سه حرفیتعداد کلمات: پاسخ
5!(5) 60
2!

= =  

12                                                                                   : که دو الف دارند برابر است بایتعداد کلمات
!2
!3

1
4

=×






  

  1:  که سه الف دارند برابر است بایتعداد کلمات
7311260: خ برابر است بالذا پاس =++  

اه وجود داشته باشـد  ی سی  مهرهqد و  ی سف ی  مهره p،  ی آب ی  مهره n زرد،   ی  مهره mسه،  یک ک یهر گاه در    :  مهم ی نکته √
  .می مهره برداشت تا از هر چهار رنگ، حتماًَ برداشته باشm+n+p+1د حداقل ی ، آنگاه باm>n>p>q: کهیبه طور
د برداشت تا از هـر سـه        ید است، حداقل چند مهره با     ی سف ی  مهره 8 سبز و    ی  مهره 5 زرد،   ی  مهره 7 ی حاو یا  سهیک: تست

  م؟یرنگ حتماً برداشته باش
(1 13            (2 16            (3 14            (4  4  

  16=1+8+7 : فوقی طبق نکته: پاسخ
  :بات، در حالات مختلفی تعداد ترکی محاسبه

  :ء برابر است بای شnن ی ایی تاn) یانتخابها( بات یم، تعداد ترکی باشز داشتهیء متمای شn هر گاه 1)
n

c(n,n) 1
n
 

= = 
 

 

  ل، هر سه را انتخاب کرد؟یب اتوم3ان یتوان از م یق میبه چند طر: مثال
  قی طر1: پاسخ

n                             : ز برابر است بایء متمای شnیی تاrبات ی تعداد ترک2)
c(n, r)

r
 

=  
 

  

  : ء مشخص باشند برابر است بای شk که شامل یز به طوریء متمای شn یی تاrبات ی تعداد ترک3)
n k

, (k r n)
r k
− 

≤ ≤ − 
  

} ی مجموعه: مثال }10,...,3,2,1=Aباشند؟5,7 دارد که شامل ی عضو6 ی ر مجموعهیچند ز   
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

                                                      :پاسخ







=








−
−

4
8

26
210  

ن انتخابهـا  ی ـم، تعـداد ا یکن ـ یگر انتخـاب م ـ ی عضو د8ن یمانده را از ب  ی عضو باق  4 را کنار گذاشته، سپس      7,5 واقع ابتدا    در
                                                            :برابر است با

      







4
8  

  : ت باء مشخص باشند برابر اسی شk که فاقد یز به طوریء متمای شn یی تاrبات ی تعداد ترک3)
n k

, (k r n)
r
− 

≤ ≤ 
 

  

 مشخص، جـزو    ی زهیک جا یکه  یزه را انتخاب نمود، به طور     ی جا 3ز،  ی متما ی هی جاز 12ان  یتوان از م    یق م یبه چند طر  : مثال
  ز منتخب نباشد؟یجوا

ن ی ـد ا م، تعـدا  یکن ـ  یگـر انتخـاب م ـ    ی د ی زهی جا 11ان  یزه را از م   ی جا 3 مشخص را کنار گذاشته و سپس        ی زهیآن جا : پاسخ
  : انتخابها برابر است با

12 1 11
3 3
−   

=   
   

  

} ی  مجموعهی عضو5 یها ر مجموعهیچند تا از ز: تست   باشند؟  ی م3,2,1 یضوهاع، فاقد 3,2,1,...,10{

(1 3
5
10

−






       (2 







2
7            (3 5)7(            (4 








7
10  

  :میم، لذا داریکن یگر انتخاب می عضو د7ان ی عضو را از م5  عضو را کنار گذاشته و 3آن : پاسخ
10 3 7 7

5 5 2
−     

= =     
     

  

 کـه   یم بـه طـور    ی انتخاب کن  ی نفر 5ک گروه   ی نفر که دو نفر آنها با هم قهر هستند،           10ن  یتوان از ب    یق م یبه چند طر  : مثال
   انتخاب نشوند؟آن دو نفر با هم

   دو نفر مشخص با هم انتخاب نشوندکه آنی نفر به طور10ان ی نفر از م5تعداد حالات انتخاب =          :پاسخ
 5 تعدادکل حـالات انتخـاب   -که آن دو نفر مشخص با هم انتخاب شوند ی نفر به طور   10ان  ی نفر از م   5تعداد حالات انتخاب    

  = نفر10ان ینفر از م
10 10 2 10 8
5 5 2 5 3

−       
= − = −       −       

  

  
  : مهره و جعبهیق مدلهایشمارش از طر

نکه در هـر    یز باشند و ا   یا متما یکسان و   یها    اء و جعبه  ینکه اش یا بر حسب    میع کن ی، توز    جعبه kء را درون    ی ش nم  یخواه  یم
  :میر را داری، چهار مدل متفاوت ز)ا نباشدیتکرار مجاز باشد (ا نباشد، ی آزاد باشد ،یء تکراری، گذاشتن شجعبه
  : زیز متمایها ن ز و جعبهیاء متمای اش)الف
  ر ممکن است رخ دهندینجا سه حالت زیدر ا

چ یهـا، ه ـ     از جعبـه   ین امکان وجود داشته باشد که در برخ ـ       ی ا یرد، حت یء، بتواند قرار گ   ی ش د در هر جعبه هر تعدا     i))مهم(
nk نباشدیا ءیش ←  
(iiردیار گء، قریک شیقاً ی در هر جعبه، دقp(n,k) ←  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

(iii ردیء، قرار گیک شی در هر جعبه، حداقلk! s(n,k)× ←  
 از  ن تعـداد  ی ـاش داده و    ی نمـا  s(n,k) را با نماد     ی عضو n ی ک مجموعه ی ) یا   مجموعه k (ی عضو k یتعداد افرازها : تذکر

  : دیآ یر به دست میدستور ز
k

i n

i 0

k1s(n,k) ( 1) (k i)
ik! =

 
= − − 

 
∑  

  :  برابر است باA ی باشد تعداد کل افرازهای عضوnک مجموعه ی Aهر گاه : تذکر

[ ]
i k

i n

k 1 i 0

k1 ( 1) (k i)
ik!= =

 
− − 

 
∑ ∑  

1 ی براs(n,k)ر یر، مقادیدر جدول ز: تذکر k 6 , 1 n 6≤ ≤ ≤   .محاسبه شده است≥
r→  تعداد کل

  افرازها
6 5  4  3  2 1 

↓ n 
1 0 0 0 0 0 1 1 
2 0 0 0 0 1 1 2 
5 0 0  0  1 3 1 3 

15 0 0  1 6 7 1 4 
52 0 1 10 25 15 1 5 

203 1 15 65  90 31 1 6 

                                  :د کهین به خاطر داشته باشیهمچن
s(n,n) 1
s(n,1) 1
r n s(n, r) 0

=
 =
 > ⇒ =

  

  د؟ی را حساب کنیعضو 4 ی ک مجموعهی ی عضو3 یتعداد افرازها: مثال
k

i n

i 0

3
i 4

i 0

4

k1s(n,k) ( 1) (k i _)
ik!

31 ( 1) (3 i)
i3!

1 (3 (3 16) 3 0)
6
1 12(27 16 1) 6
2 2

=

=

  
= − −  

  
  

= − −  
  

= − × + −

= − + = =

∑

∑  

  
}   مجموعهی عضو3 یبه عنوان مثال افرازها }A a,b,c,d= ری افراز ز6عبارتند از:  

{ } { } { }{ } ( ) { } { }{ } { } { } { }{ }
{ } { } { }{ } { } { } { }{ } { } { } { }{ }
a,b , c , d , a,c , b , d , a,d , b , c ,

b,c , a , d , b,d , a , c , c,d , a , b
  

ع کرد که، هر دانش آموز مجاز باشـد در          ی دانش آموز چنان توز    6ن  یز را ب  ی متما ی زهی جا 10توان    یق م یبه چند طر  : تست
  زه را به خود اختصاص دهد؟ی جا6 صورت استحقاق، تا هر

(1 6)10(           (2 106            (3 610            (4 
!6
!10  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

ن ین ا یق ب ی طر 6توان به     یول را م   ا ی زهی، در واقع جا   106:  قبل، تعداد طرق مختلف برابر است با       ی  نکته (i)طبق بند   : پاسخ
 6تـوان بـه    یز م ـی دهم را ن   ی زهیو بالاخره جا  ... ق،  ی طر 6ز به   یزه دوم  را ن    یم کرد، چون تکرار مجاز است، جا      ی نفر تقس  6

  :میع کرد، لذا طبق اصل ضرب داری نفر توز6ن ین ایق بیطر
106 6 ... 6 6× × × =  

ک ی ـ، حـداکثر      که در هر جعبه   یز قرار داد، به طور    ی متما ی  جعبه 10ز را درون    یمتما ی  مهره 6توان    یق م یبه چند طر  : تست 
  )80- یاضی ریسراسر( رد؟ یمهره قرار گ

(1 6!              (2 10!            (3 
!4
!10            (4 

!6!4
!10  

به  ن کار   یا(  جعبه را انتخاب کرد،      6،     جعبه 10د از   یابتدا با : پاسخ







6
ن ی مهره را در ا    6، سپس   )ردیپذ  یق صورت م  یطر10

  : میرد لذا طبق اصل ضرب داریپذ یق صورت می طر!6ن کار به یباشد، ا یگشت مؤثر می جعبه قرار داد که چون جا6

6

10 10!6! (10)
6 4!
 

× = = 
 

  

  :کسانیها  ز و جعبهیاء متمایاش)ب
  .ست رخ دهندر ممکن ایز سه حالت زینجا نیدر ا

(i      یا ءیچ ش ـیها ه ـ   از جعبه  ین امکان وجود داشته باشد که در برخ       ی ا یرد، حت یء بتواند قرار گ   ی در هر جعبه، هر تعداد ش 
s(n,1)                                            نباشد s(n,2) ... s(n,k)+ + + ←  

(iiردیء، قرار گیک شیقاً ی درهر جعبه، دقn
k
 

← 
 

  

(iiiردیء، قرار گیک شیداقل  در هر جعبه، حs(n,k) ←  
  کسان یها  کسان، جعبهیاء یاش)ج

  : میکن ین فرض میگردد، بنابرا ی برمn یعی عدد طبین حالت بحث به تعداد افرازهایدر ا
  p(n) =یعی به صورت مجموع چند عدد طبn) افراز(  نوشتن یتعداد راهها

                  : مین  صورت داریدر ا

1 1 p(1) 1
2 1 1 2 p(2) 2
3 1 2 1 1 1 3 p(3) 3
4 1 3 2 2 1 1 2 1 1 1 1 4 p(4) 5

= → =
= + = → =
= + = + + = → =
= + = + = + + = + + + = → =

  

  : ر استیدر بسط زnxب ی، ضریعی، به مجموع اعداد طبn یعی افراز کردن عدد طبیتعداد راهها:  مهمی نکته √
2 2 4 3 6(1 x x ...)(1 x x ...)(1 x x ...)...+ + + + + + + + +  

2                : برابر است بای هندسیکه طبق فرمول حد  مجموع تصاعدها 3
1 1 1 ...

1 x 1 x 1 x
   
   − − −   

  

2                  :ی هندسیفرمول حد مجموع تصاعدها: یادآوری √ 1x 1 1 x x ...
1 x

< ⇒ + + + =
−

  
   نوشت؟یعی را به صورت مجموع چند عدد طب4توان عدد  یبه چند صورت م: مثال

2 3 4 2 4 3 4(1 x x x x )(1 x x )(1 x )(1 x )+ + + + + + + +  
2 3 4 2 4 3 4(1 x x x x )(1 x x )(1 x x )+ + + + + + + +  
2 3 4 2 3 4(1 x x x x )(1 x x 2x )+ + + + + + +  

  :میریگ یرا در نظر م4xان فقط جملات شامل یم و در پایکن ی را حذف م4تر از  بزرگی ضرب، توانهاازد که پس یدقت کن
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

4 3 2 2 4(1)(2x ) x(x ) x (x ) x (1)+ +    4xب یضر→+
2 1 1 1 5 p(4) 5= + + + = ⇒   4xب یضر=

  . نوشتیعیتوان به شکل مجموع اعداد طب ی صورت م5 را به 4م، عدد یهمانطور که قبلاً مشاهده کرد
   نوشت؟یعی را به صورت مجموع اعداد طب5توان عدد  یق میبه چند طر: مثال

2 3 4 5 2 4 3 4 5

2 3 4 5 2 4 3 4 5

2 3 4 5 2 4 3 4 5

2 3 4 5 2 3 4 5

(1 x x x x x )(1 x x )(1 x )(1 x )(1 x )
(1 x x x x x )(1 x x )(1 x )(1 x x )
(1 x x x x x )(1 x x )(1 x x x )
(1 x x x x x )(1 x x 2x 2x )

+ + + + + + + + + +

= + + + + + + + + + +

= + + + + + + + + + +

= + + + + + + + + +

  

5 4 2 3 3 2 5(1)(2x ) x(2x ) x (x ) x (x ) x (1)→ + + +   5xب یضر+
2 2 1 1 1 7 p(5) 7→ + + + + = ⇒   5xبیضر=

ء بتوانـد قـرار     یدر هر جعبه هر تعداد ش     ( ع کرد؟ یکسان توز ی ی  جعبه 4کسان را در    یء  ی ش 4توان    یق م یچند طر به  : مثال
  )ردیگ

p(4)ق یطر: پاسخ   : دی، توجه کن=5
 

                            
                            
 1+1+1+1=4      1+1+2=4           1+3=4            2+2=4              4=4  

  
  .ن کتاب خارج استی ای ن مورد، از حوصلهیشتر در ایح بینم، چرا که توضیک ین اندازه اکتفا میبه هم) ج(درمورد قسمت 

  زیها متما کسان، جعبهیاء یاش) د
  .ر ممکن است رخ دهندیز سه حالت زیست نین  لیدر ا

چ یهـا، ه ـ     از جعبـه   یجود داشته باشد که در برخ ـ     ن امکان و  ی ا یرد،حتیء، بتواند قرار گ   ی، هر تعداد ش   در هر جعبه  ) i) مهم(

n                                          نباشدیا ءیش k 1
k 1
+ − 

← − 
nا ی k 1

n
+ − 

 
 

  

ii (حالت1 ←ردیء قرار گیک شیقاً یدر هر جعبه، دق  

n                          ردیء قرار گیک شیدر هر جعبه، حداقل )iii)مهم( 1
n k
− 

← − 
nا ی 1

k 1
− 

 − 
  

ع ی جعبه توز  k، در   (i)مانده را طبق بند     یء باق ی ش n-kء قرار داده، سپس     یک ش ین حالت، ابتدا، در هر جعبه،       یدر واقع در ا   
  : میکن یم

(n k) k 1 n
k 1 k 1

− + −   
=   − −   

  

n                                                                                    :یادآوری n
r n r
   

=   −   
n  لذا  1 n 1

k 1 n k
− −   

=   − −   
  

  د؟یخرک ی ک9توان از او  یق می دارد، به چند طری کافی فروشدواز هر نوع به اندازه یک مینوع ک5یک قنادی:تست

1( ( )59            2( 







4
13            3( 








5
9          4( 








5
14  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

7 4 1 10
120

7 7
+ −   

= =   
   

n                :رایح است زی صح2 ی نهی ج گزی  نکتهiطبق بند: پاسخ k 1 9 5 1 13
k 1 5 1 4
+ − + −     

= =     − −     
  

 10تـوان     ی کـه م ـ   ی در دسترس است، تعداد حـالات      ید، که از هر کدام تعداد نامحدود      یری کتاب مختلف در نظر بگ     20: مثال
  ختلف انتخاب کرد، به شرط آن که  کتاب م20ن ین ایکتاب از ب

  ) ک نوع انتخاب کردی کتاب را از 10 بتوان هر یعنی( تکرار مجاز باشد ) الف

10                                                 : پاسخ 20 1 29
10 10

+ −   
=   

   
  

  ) کتاب منتخب متقاوت باشند10( تکرار مجاز نباشد) ب

20                                                            :پاسخ
10
 
 
 

  

ب یخود به حالت ترک     م، بحث خودبه  ی کتاب داشته باش   1قاً  یم  و از هر نوع، دق      ی کتاب مختلف داشته باش    20در واقع هر گاه     
  .گردد یبر م) ب بدون تکرار یترک (یمعمول
 یرتقـال هـا، اصـلاً پ      ی باشـد بـه بعـض      ممکـن کـه   یم کـرد بـه طور     ی نفر تقـس   4ن  ی پرتقال را ب   7توان    یق م یبه چند طر  : مثال

  ) رسد مهم است ی که به هر نفر مییکسان بوده و فقط تعداد پرتقالهاید که پرتقالها کاملاً یدقت کن(نرسد؟
7 4 1 10

120
4 1 3
+ −   

= =   −   
  ا    ی

 kکسان درون ی مهره nم یروش تقس(  نفر kن یکسان بیء ی شnم یروش تقس:  مهمی نکته √
)(. باشدده یء رسی شrکه به هر نفر حداقل یبه طور) جعبه  nkr ≤  

بـا اسـتفاده از   ) مانـده را یء باقی ش ـn-kr یعن ـی( اء ی اش ـی هی ـم و سپس بقیده یء می شrن  منظور ابتدا به هر نفر،        ی ا یبرا

nفرمول  k 1
k 1
+ − 

 − 
n:  نفر به صورت زیر تقسیم می کنیمk بین  kr k 1

k 1
− + − 

 − 
  

  زه برسد؟ی جا4ک از آنها حداقل یکه به هر یع کرد بطورین سه نفر توزیزه را بیهفده جاتوان  یق میبه چند طر: تست
1(42              2(36              3(21              4(18  

21                                               :پاسخ
2
7

13
134317

=







=








−

−+×−  

مانـده را بـه   ی باقی زهی جـا 5 زه داده، سـپس   ی جـا  4زه برسد، لذا ابتدا به هر نفـر         ی جا 4د حداقل   یدر واقع چون به هر نفر با      

                                    .میکن یم می نفر تقس3ن یر بیصورت ز







=








−
−+

2
7

13
135  

ء ی شکیکه به هر نفر حداقل ی نفر به طورkن یکسان بیء ی شnم یروش تقس) :  قبلی حالت خاص نکته(  مهم ی نکته √
  .ده باشدیرس

  
  : میکن یم قبل عمل ی ن منظور طبق نکتهی ایبرا

n k 1 k 1 n 1
k 1 k 1

− × + − −   
=   − −   

  

  ک توپ برسد؟یکه به هر نفر حداقل یم کرد به طوری نفر چنان تقس4ن یکسان را بی توپ 10توان  یق میبه چند طر: تست

1 (







4
10            2(








10
13            3(








6
9            4(








10
14  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

10                                                    :پاسخ 1 9 9
4 1 3 6
−     

= =     −     
  

ء یش1nدر جعبه اول    که  ی جعبه چنان قرار داد به طور      kکسان را درون    یء  ی ش nتوان    ی که م  یتعداد طرق :  مهم ی نکته √
 :، برابر است با(n1+n2+…+nk=n)ردیء قرار گیشknام ، kی و در جعبه.... ء و یَش2n دوم ی در جعبه

                                                      
1 2 k

n!
n ! n ! ... n !× × ×

  

 2، بـه نفـر دوم       ی بـستن  5که بـه نفـر اول       یم کرد به طور   ی نفر تقس  3ن  یکسان را ب  ی ی بستن 11توان    یق م یبه چند طر  : مثال
   برسد؟ی بستن4 و به نفر سوم، یبستن

                                                            :پاسخ
!4!2!5

!11  
n(aوتن ی ن بسط دو جمله b)+:   

n(a به صورت    یا  هر دو جمله   b)+  هـم ارز آن را یا چنـد جملـه  (  جـواب آنـرا    یا  وتن و چند جملـه    ی ن یا  ک دو جمله  یرا  (
  . آمده استn=0,1,2,3وتن به ازاء ی نیا  جملهر دویند، در زیگو ی میا بسط آن دو جمله

0

1

2 2 2

3 3 2 2 3

(a b) 1
(a b) a b
(a b) a 2ab b
(a b) a 3a b 3ab b

+ =

+ = +

+ = + +

+ = + + +

  

  
  
  
  

  میسیر بنویب زیها را به ترتیا ن چند جملهیب ایاگر ضرا
1  

1    1  
1    2    1  

1    3    3    1  
 هـر   یدهـد و رو     ی را م  ی بعد رب سط ی از ضرا  یکیشود که مجموع هر دو عدد هر سطر،           یک مثلث حاصل م   یه  ی شب یشکل

ب ی ضـرا  یعن ـی ( ی بعـد  یبـه کمـک مثلـث فـوق، اعـداد واقـع در سـطر بعـد و سـطرها                   .  قـرار دارد   1دد ثابـت    دو ساق، ع  
5 4(a b) , (a b)+  n یع ـی هـر عـدد طب     یوتن بـرا  ی ن یا ب بسط دو جمله   یب ضرا ین ترت یدیند،  یآ  ی به دست م   )...و  +

  1  4  6  4  1: ، به عنوان مثال اعداد سطر پنجم عبارتند ازشود یمشخص م
4                                                                                            لذا و 4 3 2 2 3 4(a b) a 4a b 6a b 4ab b+ = + + + +  

  : می داریدر حالت کل
n n n 1 n 2 2 nn n n n

(a b) a a b a b ... b
0 1 2 n

− −       
+ = + + + +       

       
  

n                                                                                                                          که در آن n!
k k!(n k)!
 

=  − 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

a)4وتن، بسط ین یا  بسط دو جملهیبا استفاده از فرمول کل: مثال b)+د؟یابیرا ب  
4 4 3 2 2 3 4 4 3 2 2 3 44 4 4 4 4

(a b) a a b a b ab b a 4a b 6a b 4ab b
0 1 2 3 4
         

+ = + + + + = + + + +         
         

  

  
   :یادآوری √

n n!
k k!(n k)!

n n
1

0 n

n n
n

1 n 1

n n
k n k

 
=  − 

   
 = =   
   

    = =    −   
   

=    −   

  

  : وتنی نیا ب بسط دو جملهی ضرای روش آسان محاسبه
  :میکن یر استفاده میوتن از فرمول زی نیا  ضرائب بسط دو جملهی  محاسبهیبرا

  ب هر جملهیضر=
  

4          :مثال 4 3 2 2 3 4 4 3 2 2 3 44 1 3 4 2 6(a b) a a b a b ab b a 4a b 6a b 4ab b
1 2 3
× × ×

+ = + + + + = + + + +  
  :ر استی مهم زیهایژگی ویوتن دارای نیا بسط دو جمله

  ) شتر از توانی بیکی یعنی ( n+1تعداد جملات بسط برابر است با  )1
 .  استn ی  از درجهb,a سمت راست بر حسب یا چند جمله )2

2a همانطور که یعنی( متقارن است b,a سمت راست بر حسب یا چند جمله )3 b2م، ی دارabمیز داری ن( 

 . استn بر در تمام جملات براb,a ی مجموع توانهایعنی همگن است، یا ک چند جملهی سمت راست، یا چند جمله )4

x)13کدام جمله در بسط : تست y)+وجود ندارد؟  
1(4 9x y            2(12xy            3(5 7x y            4(3 10x y  

  13≠7+5را یح است زی صح3 ی نهی، گز4 ی طبق نکته: پاسخ
  .ندی از چپ به راست صعودb یو توانها ی نزولته راسب از چپ a یتوانها )5
 .شود ی اضافه مbک واحد به توان ی کم شده و aک واحد از توان ی قبل، ی سه با جملهیدر هر جمله در مقا )6

 . دارندیب متساویاند، ضرا ک فاصلهی که از دو طرف به ییها جمله )7

 ی  مثلاً در جملـه    b توان   یعنی( ط است   در بس )  جمله ی شماره(  جمله   ی ک  واحد کمتر از مرتبه     یشه  ی ، هم  bتوان   )8
 )  است2 برابر سوم،

ب بسط بـه  یم تا مجموع ضرا  ی را قرار ده   1، عدد   b,a ی است به جا   یکاف( n2ب بسط برابر است با      یمجموع ضرا  )9
 .)ندیدست آ

nn                                                                                                        :یعنی n n n
... 2

0 1 2 n
       

+ + + + =       
       

  

  )ی ما قبل  در جملهa توان ×ی ما قبل  ضریب جمله(
 تعداد جملات ما قبل
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

x)4ب بسط یمجموع ضرا: تست y)+برابر است با :  
1 (16              2(18              3(20              4(12  

4                                                                                                           :پاسخ 4x y 1 (1 1) 2 16= = ⇒ + = =  

                                                                         :د کهیتوجه کن
4 4 3 2 2 3 4(x y) 1x 4x y 6x y 4x y 1y

1 4 6 4 1 16
+ = + + + +

⇒ + + + + =
  

nیعنیام p ی ب جملهیهر گاه ضر )10
p 1
 
 − 

n یعنیام r ی ب جملهیبا ضر
r 1
 
 − 

 برابر باشند، آنگاه

 n n
r 1 p 1 n r p n 2

r 1 p 1
   

= ⇒ − + − = ⇒ + = +   − −   
  

n(xاگر در بسط : ستت y)+نهم برابر باشد، ی ب جملهی هفدهم با ضری جملهب ی، ضر nکدام است؟   
1(30              2(22              3(24              4(26  

17                                                                                                                    :پاسخ 9 n 2 n 24+ = + ⇒ =  
  :شوند یر محاسبه می زیام بسط از فرمولها(k+1)ام و kجملات )11

n (k 1) k 1n
a b

k 1
− − − 

=  − 
  امk ی جمله

n k kn
a b

k
− 

=  
 

  ام(k+1) ی جمله

3x)9 ششم بسط ی جمله: تست 5y)+کدام است؟  

1(3 59
(3x) (5y)

6
 
 
 
   2(5 49

(3x) (5y)
5
 
 
 
   3(4 59

(3x) (5y)
5
 
 
 
   4(4 59

(3x) (5y)
6
 
 
 

  

9                                                                     :پاسخ (6 1) 6 1 4 59 9
(3x) (5y) (3x) (5y)

6 1 5
− − −   

= =   −   
  جمله ششم

n(aدر بسط  )12 b)−ب ی، ضرn k ka b− برابر است با :n
k
 
 
 

        

3ضریب : مثال  5x y 8در بسط(x y)+        را بیابید؟                                     







3
           ای           8








5
8

 

n(aدر بسط  )13 b)− هستندیت و منفان مثبی در میکی، جملات . 

n(aمجموع ضرائب بسط )14 b)− یعنی، صفر است:                            nn n n n
...( 1) 0

0 1 2 n
       

− + − − =       
       

  

ف ی تـأل   برتـر،  ی شهی ـد فصل اول از کتاب اند     یتوان  ید م ینه آشنا شو  ین زم ی در ا  یشتریبنکه با مطالب    ی ا یبرا: تذکر مهم  √
 .دیلاحظه نمائرا م) انتشارات عابد (مؤلف 

  
  : ار مهمیار بسی بسی نکته √

1 الهیس ی  معادلهیح نامنفی صحیتعداد جوابها 2 k(k n),x x ... x n≤ + + +   : برابر است با=
n k 1
k 1
+ − 

 − 
nا             ی          k 1

n
+ − 

 
 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

 فـرض  ی خـال ی ک جعبـه یر کدام از مجهولات را   فوق، ه  ی  معادله یح نامنف ی صح یافتن تعداد جوابها  ی یدر واقع برا  : اثبات
م، در نظـر    یم کن ی تقس ی خال ی  جعبه kن  ید در ا  یکسان که با  ی ی  مهره n در سمت راست معادله را به مثابه         nم، وعدد   یکن  یم
، لـذا   .) باشـند  0هـا ،    ix از    یچرا که ممکن اسـت برخ ـ     .)( ها وجود دارد     از جعبه  ی بودن بعض  یالبته امکان خال  ( م  یریگ  یم

 جعبـه کـه از قبـل        kکـسان درون    ی ی  مهره nم  ی فوق برابر است با تعداد طرق تقس       ی  معادله یح نامنف ی صح یتعداد جوابها 
  : م برابر است بایدان یم

n k 1
k 1
+ − 

 − 
nا             ی          k 1

n
+ − 

 
 

  

1 ی عادله میح نامنفی صحیتعداد جوابها: مثال  2 3x x x 8+ +   د؟ یابیرا ب=

8                                                                                                      :پاسخ  3 1 10 10 9 45
3 1 2 2
+ −    ×

= = =   −   
  

                                                   …,(0,0,8),(0,8,0),(8,0,0),(1,0,7),(2,2,4):  ن  جوابها، عبارتند ازی از ایتعداد
در واقـع   . نـد یگو  ی م ـ ی الهی س ـ ی ک معادلـه  ی ـشتر باشـد را     ی ـ که تعداد مجهولاتش از تعداد معادلاتش ب        هر معادله :تذکر √

1 ی معادله 2 kx x ... x n+ + + kز با شرط    ین=  یق ـیعـداد حق  در ا  درجه اول است که البتـه        ی مجهول k ی ک معادله ی<1
در اعـداد   )  اسـت  ی درجـه اول دو مجهـول      یا  الهیک معادلـه س ـ   ی که   x1+x2=5 به عنوان مثال، معادله      شمار جواب دارد،  یب

ن  ی ـ از ا  یم،تعـداد ی را حساب کن   2xم و   ی بده یقیعدد حق 1xها، مثلاً     ری از متغ  یکی است به    ی کاف .شمار جواب دارد  یب یقیحق
  : جوابها عبارتند از

1 9( , ), ( 2,5 2),( 2,7), (1,4),(0,5),...
2 2

− −  
 یح نـامنف  یاند ، صح    حینکه صح یگر با وجود ا   ی د یستند و برخ  یح ن ی فوق صح  ی از جوابها  یشود، برخ   یده م یهمانطور که د  

 ی فوق دارا  ی ستند، در واقع معادله   ین







−

−+
12

ا  ی125






 −+
5

6: است که برابر است بـا    ینفح نام یجواب صح 125
1
6

=






 ،

  (0,5),(5,0),(1,4),(4,1),(2,3),(3,2)                                                      : عبارتند ازیح نامنفیصحن شش جواب یا
1 ی معادله: تست 2 rx x ... x n r+ + + =   )78د یآزاد جد ( دارد؟یرمنفیح غیچند جواب صح−

1(n
r 1
 
 − 

          2(n
r
 
 
 

            3(n 1
r
+ 

 
 

          4(n 1
r 1
− 

 − 
  

n)                                                                                                                 :پاسخ  1) r 1 n 1
r 1 r 1

− + − −   
=   − −   

  

1ی معادله) ح مثبت نه صفریصح (یعی طبیتعداد جوابها: ار مهمیار بسی بسی نکته √ 2 kx x ... x n+ + +  ، برابر است =
 :با

n 1
r 1
− 

 − 
  

 kن ی ـن ایکـسان را چنـان ب ـ  ی مهره nد یم سپس بایکن ی فرض میک جعبه خالیک از مجهولات را ین  حالت هر  یدر ا : اثبات
  :م طبق آنچه قبلاً گفته شد برابر است بایرد لذا تعداد طرق تقسیک مهره قرار گیم که در هر جعبه حداقل یم کنیتقسجعبه 

                                                                                                                                                       n 1
k 1
− 

 − 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

1 ی معادله: مثال 2x x 5+    دارد؟یعی، چند جواب  طب=

4  :پاسخ
1
4

12
15

=







=








−
  (1,4),(4,1),(2,3),(3,2):  عبارتند ازیعی جواب طب4ن ی، ا−

1 ی  معادلهیعی طبیتعداد جوابها: تذکر مهم √ 2 kx x ... x n+ + + k با شرط = n> ، برابر صفر است.  
1 ی معادله: مثال 2 3 4 5x x x x x 2+ + + +    دارد؟یعیچند جواب  طب=

  .شود ی م5 هستند و لذا جمعشان حداقل 1ک از مجهولات، حداقل ی ندارد، چرا که هر یعین معادله جواب طبیا: پاسخ 
  ): قبلی م نکتهیتعم: ( ار مهمیار بسی بسینکته  √

1 یح معادله ی صحیتعداد جوابها 2 kx x ... x n+ + + k با شرط = k 2 2 1 1x c ..., x c ,x c≥ ≥   :برابر است با≤
1 2 kn c c ... c k 1

k 1
− − − − + − 

 − 
  

k فوق ی  معادلهیعی طبیبالاخص تعداد جوابها 2 1(x 1,..., x 1,x 1)≥ ≥   :برابر است با≤
n 1 1 ... 1 k 1 n k k 1 n 1

k 1 k 1 k 1
− − − − + − − + − −     

= =     − − −     
  

  : دیم، توجه کنیگردان یبرم) حالت قبل  ( ی اثبات، موضوع را به حالت معمولیبرا: اثبات
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

k k k k k k k k

x c y x c 0 x y c , y 0
x c y x c 0 x y c , y 0

x c y x c 0 y y c , y 0

≥ ⇒ = − ≥ ⇒ = + ≥
≥ ⇒ = − ≥ ⇒ = + ≥

≥ ⇒ = − ≥ ⇒ = + ≥
# # #

  

 ی ر در معادلــهین مقــادیــ ایگــذاری، بــا جاانــد  یح نــامنفی صــحیهــا اعــدادiyن حــساب، یــد کــه بــا ایتوجــه داشــته باشــ
1 2 kx x ... x n+ + +   : می دار=

1 1 2 2 k k

1 2 k 1 2 k

(y c ) (y c ) ... (y c ) n
y y ... y n (c c ... c )
+ + + + + + =

⇒ + + + = − + + +
  

1 ی ح معادله ی صح یاما تعداد جوابها   2 kx x ... x c+ + + i، به شرط    = ix c≥      ح ی صـح  یتعـداد جوابهـا   برابر اسـت بـا
  : ر که برابر است بای اخی  معادله ینامنف

1 2 kn (c c ... c ) k 1
k 1

− + + + + − 
 − 

  

  . استثابتو حکم 
1 ی ح معادلهی صحیتعداد جوابها: مثال 2 3 4x x x x 10+ + + 4با شرط = 3 2 1x 4,x 0,x 0,x 5≥ ≥ >   د؟یابیرا ب<

i ینکه فرمول فوق برا   یل ا یبه دل : اسخ  پ ix c≥    4 ید سـه نامـساو    یبرقرار است، لذا ابتدا با 2 1x 4,x 2,x 5> > را بـه   <
  :میل نموده و  سپس از فرمول فوق استفاده کنی تبدیا مساویحالت بزرگتر 

1 1

2 2

3 3

4 4

x 5 x 6
x 2 x 3 20 6 3 0 5 4 1 9

84
x 0 x 0 4 1 3
x 4 x 5

> ⇒ ≥
 > ⇒ ≥ − − − − + −    ⇒ = =    ≥ ⇒ ≥ −   
 > ⇒ ≥

  

   (6,3,0,1),(11,3,1,5),(6,4,0,8),…                                                               :ن  جوابها عبارتند ازی از ایتعداد
  
  

231

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

   : یحیراه حل تشر
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4

x 5 x 6 y x 6 0,x y 6
x 2 x 3 y x 3 0,x y 3
x 0 x 0 y x 0,x y
x 4 x 5 y x 5 0,x y 5

> ⇒ ≥ ⇒ = − ≥ = +
> ⇒ ≥ ⇒ = − ≥ = +
≥ ⇒ ≥ ⇒ = ≥ =
> ⇒ ≥ ⇒ = − ≥ = +

  

1 2 3 4y 6 y 3 y y 5 20+ + + + + +   ی در معادله اصلیگذاریجا=

1 2 3 4

6 4 1 9
y y y y 6 84

4 1 3
+ −   

+ + + = ⇒ = =   −   
  

1 ی معادله: تست 2 3x x x 10+ + 3با شرط ح ی، چند جواب صح= 2 1x 5,x 3,x 2≥ >    دارد؟<
1(3              2(5              3(1              4(0  

                                                               :پاسخ 
1 1

2 2

3 3

x 2 x 3
10 3 4 5 3 1 0

x 3 x 4 0
3 1 2

x 5 x 5

> ⇒ ≥
− − − + −    > ⇒ ≥ ⇒ = =    −    ≥ ⇒ ≥

  

1,3حـداقل   چرا که   . ار واضح است  ین مطلب بس  ی ندارد، البته ا   یج جواب یط داده شده، ه   ی فوق با شرا   ی  معادله یعنی x ،اسـت 
3,5حداقل  است و x2 ، 4حداقل  x بزرگتر است10شود که از  ی م3+4+5=12که جمعشان  .  
1 ی ح معادله ی صح یتعداد جوابها : ار مهم یار بس ی بس ی نکته 2 kx x ... x n+ + + ixبا شرط   = p≥  ،(1 i k)≤ برابـر  ≥

  :است با

 n kp k 1
k 1

− + − 
 − 

  

                   :اثبات
1

2
i

K

x p
x p n p p p ... p k 1 n kp k 1

x p
k 1 k 1

x p

≥
 ≥ − − − − − + − − + −   ≥ ⇒ ⇒ =    − −   
 ≥

#
  

1 ی معادله: تست 2 3x x x 10+ + i(iح با شرط ی، چند جواب صح= 1,2,3)x 2=   دارد؟≤
1(15            2(12                3(18            4(8  

10                                                                                                          :پاسخ  3(2) 3 1 6
15

3 1 2
− + −   

= =   −   
  

  :یحیراه تشر
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

x 2 y x 2 0,x y 2
x 2 y x 2 0,x y 2
x 2 y x 2 0,x y 2

≥ ⇒ = − ≥ = +
 ≥ ⇒ = − ≥ = +
 ≥ ⇒ = − ≥ = +

  

1 2 3y 2 y 2 y 2 10+ + + + +    در معادلهیگذاریجا=
1 2 3 iy y y 4, y 0+ + = ≥  

ix داده شده با شرط    ی ح معادله ی صح یاما تعداد جوابها   ر ی ـ اخ ی  معادله یح نامنف ی صح یر است با تعداد جوابها    براب≤2

15                                                                                                         :که برابر است با
2
6

13
134

=







=








−
−+  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

1 ی معادله: تست 2 3 4 5x x x x x 9+ + + + 4n با شرط ی نامنفحیچند جواب صح=    دارد؟<7
1(3              2(5              3(1              4(2  

  :پاسخ 

                                                                           

1

2

3

4

5

x 0
x 0

9 0 0 0 8 0 5 1 5
x 0 5

5 1 4
x 8
x 0

≥
 ≥ − − − − − + −    ≥ ⇒ = =    −    ≥

≥

  

  (0,0,0,9,0),(0,0,0,8,1),(0,0,1,8,0),(0,1,0,8,0),(1,0,0,8,0)          :  جواب عبارتند از5ن یا
1 ی  معادلهیعی طبیتعداد جوابها: مثال 2 3x x x 14+ +   : با شرط =
1x) الف 1)، ب<4 2x ,x 1)، ج<4 2 3x ,x ,x   د؟ یابیب<4

                                -الفپاسخ 
1

2

3

x 5
14 5 1 1 3 1 9

x 1 36
3 1 2

x 1

≥
− − − + −    ≥ ⇒ = =    −    ≥

  

                                                                               -ب پاسخ
1

2

3

x 5
14 5 5 1 3 1 5

x 5
3 1 2

x 1

≥
− − − + −    ≥ ⇒ =    −    ≥

  

                                  -جپاسخ 
1

2

3

x 5
14 5 5 5 3 1 1

x 5 0
3 1 2

x 5

≥
− − − + −    ≥ ⇒ = =    −    ≥

  

3د که حداقل هر سه مجهول       یدر حالت آخر توجه داشته باش      2 15,x ,x ,x      14شـود کـه از        ی م ـ 15است، لـذا مجموعـشان 
  . نداردیچ جوابین شرط، هین معادله  با ایبزرگتر است، بنابرا

1دستگاه : تست 2 3

1 2 3 4 5

x x x 4
x x x x x 7
+ + =

 + + + + =
   دارد؟یح نامنفی، چند جواب صح

1(60              2(6 11
2 4
  
  
  
       3(6 4

2 1
   

+   
   

        4(18
7
 
 
 

  

15                                 :پاسخ 
2
6

13
134

=







=








−

−+
1 یح نامنفی صحیتعداد جوابها= 2 3x x x 4+ + = →  

4
12

123
=








−

−+
  ح ی صحیتعداد جوابها=

1ینامنف 2 3 4 5 4 5 4 5x x x x x 7 4 x x 7 x x 3+ + + + = ⇒ + + = ⇒ + = →  
1هـا مرتـب       یی دستگاه ، به صورت پنج تـا       ینکه جوابها یاما با توجه به ا     2 3 4 5(x ,x ,x ,x ,x  هـر دو    یمتـشکل از جوابهـا    (

  15×4=60         :  دستگاه برابر است بایح نامنفی صحیاصل ضرب تعداد جوابها است لذا طبق  معادله
1 ی  نامعادله یح و نامنف  ی صح یتعداد جوابها : ار مهم یار بس ی بس ی نکته √ 2 kx x ... x n+ + + برابـر اسـت بـا تعـداد        ≥

1 ی  معادلهیح و نامنفی صحیجوابها 2 kx x ... x y n+ + + +   :ر است با که براب=

 n (k 1) 1 n k
k 1 1 k
+ + − +   

=   + −   
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  .باشد ی ، مk+1ر برابری اخی د که تعداد مجهولات معادلهیدقت کن
1 ی  نامعادلهیح و نامنفی صحیتعداد جوابها: تست 2 3x x x 11+ +   :برابر است با>

1(







3
12            2(








2
12            3(








4
13            4(








10
13  

1                                                                                       :پاسخ  2 3 1 2 3x x x 11 x x x 10+ + < ⇒ + + ≤  









=








=







 +
⇒

10
13

3
13

3
310  

3 ی معادله: تست
1 2 3 4x x x x 7+ + + ixبا شرط = ∈Ζوi(i 1,2,3,4)x 0=   چند جواب دارد؟≤

1(







+








2
8

2
7        2(








+








7
9

5
7        3 (








+








7
9

6
8        4(








+







+

2
8

2
7

1  

را اگر به عنوان مثال     یز.(  باشد 1ا  ی 0تواند فقط     ی م 1xاند، لذا     ینامنفها  ix  و باشد  ی م 7چون طرف دوم معادله     : پاسخ   
1x 823باشد آنگاه =2   : ر وجود داردی، لذا دو حالت ز) بزرگتر است7شود که از  یم=

1 2 3 4 2 3 4

2 2 3 4 2 3 4

7 3 1 9
x 0 0 x x x 7 x x x 7

3 1 2

6 3 1 8
x 1 1 x x x 7 x x x 6

3 1 2

 + −   
= ⇒ + + + = ⇒ + + = ⇒ =    −    


+ −    = ⇒ + + + = ⇒ + + = ⇒ =    −   

  

                 :ستفاده از اصل جمع برابر است با  معادله با ایلذا تعداد جوابها







+







=








+







6
8

7
9

2
8

2
9  

  :اصل شمول و عدم شمول
2 باشد و    ی دلخواه و متناه   یا  مجموعه Aم  یکن  یفرض م  1p ,p ن دو مجموعه باشند، اکنـون      ی ا ی در مورد اعضا   یژگیدو و

  :میریگیر در نظر میر مجموعه از مجموعه را به صورت زیدو ز
}x یژگی و p1      1} را داشته باشد وA x : x A= 2A} را داشته باشـد و     p2 یژگی و x{ و    ∋ x : x A= ن ی ـدر ا∋

1 یرا دارنـد، برابـر اسـت بـا تعـداد اعـضا             p2ا  ی ـ p1 یژگ ـی که و  A از   ییصورت مجموعه اعضا   2A A∪  ی و مجموعـه 
1ی  مجموعـه  ی را ، برابر است با تعداد اعضا       p2 یژگی را دارند و نه و     p1 یژگی که نه و   A از   ییضااع 1 2A )A A∩   مـتمم 

2 1A ,A متممA2است  (  
  : ر برقرارندین دو فرمول زیبنابرا

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

A A A A A A , (1)

A A A A A A A

 ∪ = + − ∩


∩ = ∪ = − ∪
  

n(A، همان فرمـول     )1(د که فرمول    یتوجه داشته باش   B) n(A) n(B) n(A B)∪ = + − ، 1A آنباشـد کـه در        یم ـ∩
  . استA1 ی تعداد اعضایعنی n(A1)همان 

1     ،» ن دمورگانیقوان «                                                                  :یاد آوری 2 1 2

1 2 1 2

A A A A

A A A A

 ∪ = ∩


∩ = ∪
  

1 ی  مجموعه ی اصل شمول و عدم شمول است، چرا که در شمارش اعضا           یبرا یهی، توج )1(فرمول 2A A∪  ی ، اول همه 
1ین صورت اعضا  ی چون در ا   یول) شمول( م  یشمار  ی را م  A2,A1 یاعضا 2A A∩    شوند، آنهـا را از     ی ـ دوبار شـمرده م

م یر تعم ـ ی ـز به صـورت ز    یشتر ن یا ب ی سه مجموعه    یتوان برا   ی م را) 1(فرمول  ) عدم شمول ( م  یکن  یشمارش خود خارج م   
  : داد
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

1 2 1 2 33

A A A A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A

 ∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩


∪ ∪ = − ∪ ∪
  

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 1 3 1 4 2 3

2 4 3 4 1 2 3 1 2 4 1 3 4

2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

A A A A A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A A

A A A A A A A

A A A A A A A A A

 ∪ ∪ ∪ = + + + − ∩ − ∩ − ∩ − ∩

− ∩ − ∩ + ∩ ∩ + ∩ ∩ + ∩ ∩ +


∩ ∩ − ∩ ∩ ∩
 ∪ ∪ ∪ = − ∪ ∪ ∪

  

} ی چند عضو مجموعه: تست }S x N : 1 x 200= ∈ ≤   ؟5رند و نه بر ی بخش پذ2نه بر ≥
1(80              2(60              3(40            4(20  

  : میکن یفرض م: پاسخ 
  A1=رندی بخشپذ2 که بر Sز  اییتعداد اعضا

  A2=رندی بخشپذ5 که بر S از ییتعداد اعضا
1=رندیبخشپذ)10بر  (5 و هم بر 2 که هم بر S از ییتعداد اعضا 2A A∩  
  : میاکنون دار

1

2

1 2

1 2 2 1 21

1 2 1 2

200A 100
2

200A 40
5

200A A 20
10

A A A A A A 100 40 20 120

A A S A A 200 120 80

 = =  
 = =  

 ∩ = =  
⇒ ∪ = + − ∩ = + − =

∪ = − ∪ = − =

  

: برابر است بارند ی بخشپذk یعی که بر عدد طبn یا مساوی کوچکتر یعیتعداد اعداد طب : یادآوری √




k
n  

  :رند برابر است بای بخشپذk یعیکه بر عدد طب)n,m)n>m یعین دو عدد طبی بیعیتعداد اعداد طب: یادآوری √
n m 1
k k

−   −      
  

شـد   با1ه  مشترکشان یم علن مقسویم هر گاه بزرگتریگوئ) نیمتبا(  را نسبت به هم اول  a b,حیدو عدد صح  : یادآوری √
  ...و ) 15و 8(ا ی) 19و7(مانند 
کننـد و نـه    ی م ـی نفر هم نه فوتبـال بـاز       3کنند و     ی م یبال باز ی نفر وال  31 نفر فوتبال و     24،  ی نفر 50ک  کلاس    یدر  : تست
  هند؟د ی را انجام میبال، چند نفر هر دو بازیوال
1 (11              2(8              3(10            4 (5  

  : پاسخ 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

1

2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

A 24

A 31 A A A A A A 47 24 31 A A

A A 50 3 47

A A 55 47 8

 =


= ⇒ ∪ = + − ∩ = = + − ∩
 ∪ = − =

∩ = − =

  

} ی چند عضو مجموعه: مثال }S 1,2,3,...,100=  
  رند؟ی بخشپذ5ا ی 3ا ی 2 از اعداد یکیحداقل بر ) الف
  ستند؟یر نی بخشپذ5و3و2چکدام از اعداد یبر ه) ب

  : میکن یفرض م) الف پاسخ
 A1=رندی بخشپذ2 که بر S از یی اعضای مجموعه

  A2=رندی بخشپذ3 که بر S از یی اعضای مجموعه
 A3=رندی بخشپذ5 که برS از یی اعضای همجموع

1=رندی بخشپذ3و2 که برS از یی اعضای مجموعه =رند ی بخشپذ6گر بریبه عبارت د 2A A∩  
1=رندی بخشپذ5و2 که برS از یی اعضای مجموعه =رند ی بخشپذ10گر بریبه عبارت د 3A A∩  
2=رندی بخشپذ5و3 که برS از یی اعضای مجموعه =رند ی بخشپذ15گر بریبه عبارت د 3A A∩  

1=رندی بخشپذ5و3و2 که برS از یی اعضای مجموعه =رند ی بخشپذ30گر بر یبه عبارت د 2 3A A A∩ ∩  
  : مین داریبنابرا

1

2

3

1 2

1 3

2 3

1 2 3

100A 50
2

100A 33
3

100A 20
5

100A A 16
6

100A A 10
10
100A A 6
15

100A A A 3
30

 = =  
 = =  
 = =  

 ∩ = =  
 ∩ = =  
 ∩ = =  

 ∩ ∩ = =  

  

  : میاکنون دار
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

A A A A A A A A A A A A A A A
50 33 20 16 10 6 3 74

A A A S A A A 100 74 26

∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩

= + + − − − + =

∪ ∪ = − ∪ ∪ = − =

  

  : تند از  عدد عبار26ن یا
1-7-11-13-17-19-23-29-31-37-41-43-47-49-53-59-61-67-71-73-77-79-83-89-91-97 

  شوند؟ یک بار ظاهر می حداقل 7و3و1 ارقام  آنهاک ازی که در هر یپنج رقم یها مطلوب تعداد شماره شناسنامه: مثال
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

8 9 9 9 9
, , , , ,

  S=×4109 یتعداد کل اعداد پنج رقم                            

9 10 10 10 10
, , , , ,

      4
1 98×=→ Aاز ییتعداد اعضا S 1=  در آنها اصلاً بکار نرفته است 1 که رقمA  

4
2 98×=→ Aاز یی تعداد اعضا S در آنها اصلاً بکار نرفته است 3 که رقم  =A2 

4
3 98×=→ Aاز یی تعداد اعضا S در آنها اصلاً بکار نرفته است 7 که رقم  =A3  

7 8 8 8 8
, , , , ,

    4
21 87×=∩→ AAازییتعداد اعضا S 21= اصلاً به کار نرفته است3و1 که ارقام AA ∩  

4
31 87×=∩→ AAازییتعداد اعضا S 31= اصلاً به کار نرفته است7و1 که ارقام AA ∩  

4
32 87×=∩→ AAازییتعداد اعضا S 32= اصلاً به کار نرفته است7و3 که ارقام AA ∩  

4
321 76×=∩∩→ AAAازییتعداد اعضا S 321= اصلاً به کار نرفته است7و3و1 که ارقام AAA ∩∩  

4 4 4 4
1 2 3 4 1 2 3 4A A A A S A A A A 9 10 3 (8 9 ) 3 (7 8 ) (6 7 ) ∪ ∪ ∪ = − ∪ ∪ ∪ = × − × × − × × + ×   

1 ی ح معادلهی صحیتعداد جوابها: مثال 2 3x x x 4+ + )3,2,1(30کهیرا بطور= <≤= ixiد؟یابی ب  
م که یکن ی را محاسبه م  معادلهیح و نامنفی صحی جوابهای هیم، ابتدا کلیکن یاز اصل شمول و عدم شمول استفاده م    : پاسخ  

15: برابر است با  
2
6

13
134

=







=








−

i0ی  خارج از محدوده   ی جوابها ی هی، سپس کل  +− x i0ای ≥3 x 2≤ را حـساب   ≥

  :میده ین منظور، قرار می ایم، برایکرده و از آن کم کن
I=1,2,3}3 از معادله که در آن ییجوابها≥ixباشد .}     iA=}. باشدix<2 از معادله که در آنییجوابها=}

بـه  )  باشـد  ix<2 از معادلـه کـه در آنهـا فقـط            ییجوابها (A1 موجود در    ی تعداد جوابها  ی  محاسبه یبه عنوان مثال برا   
1                                                        :میکن یر عمل میصورت ز 1 1 1 1x 3 y x 3 0,x y 3≥ ⇒ = − ≥ = +     

3ر ی مقادیگذاریبا جا 3 2 2 1 1x y ,x y ,x y 3= = =   : می داری اصلی در معادله+
1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x 8 y 3 y y 8 y y y 1+ + = ⇒ + + + = ⇒ + + =  

3: ر، برابر است با   ی اخ ی  معادله یح و نامنف  ی صح یتعداد جوابها 
2
3

13
131

=







=








−

1Aلـذا   , +− ب ی ـن ترت ی، بـه هم ـ   =3

2 3A A 3= م بـه صـورت     یان کرد یم با توجه به آنچه قبلاً ب      یتوانست  ی را م  A3,A2ن  ی و همچن  1A ی، البته تعداد اعضا   =
                                     :میابیز بیر نیز

1

4 3 0 0 3 1 3
A 3

3 1 2
− − − + −   

= = =   −   
  

: باشـند لـذا   ) 3 یا مـساو  ی ـا بزرگتـر    ی ـ (2زرگتـر از    ر آن، ب  ی ـ باشـد کـه دو متغ      ی جـواب  یاند دارا تو  یحال چون معادله نم   
1 2 1 3 2 3 1 2 3A A A A A A A A A 0∩ = ∩ = ∩ = ∩ ∩   : مین داریبنابرا=

1 2 1 2 33A A A S A A A 15 (3 3 3 0 0 0 0) 6∪ ∪ = − ∪ ∪ = − + + − − − + =  
  (2,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(2,2,0),(2,0,2),(0,2,2):  جواب عبارتند از6ن یا

1 ی معادله: مثال 2x x 10+ 10ح با شرط یچند دسته جواب صح= x 7≤ 22و≥ x 8≤   دارد؟≥
2 کهی به طور  از معادلهیی جوابها{                                :میکن یفرض م: پاسخ  1x 2,x 0≥   s=}باشد ≤

10                                        : ن یبنابرا 0 2 2 1 9
s 9

2 1 1
− − + −   

= = =   −   
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  :میکن ین فرض مینهمچ
2که ی از معادله به طورییجوابها{ 1x 8 0 x> 1A}باشند ≥ =  

2جوابهای از معادله به طوریکه { 1x 9 , 0 x≥   =}باشند≥

1

10 9 0 2 1 2
A 2

2 1 1
− − + −   

= = =   −   
  

  
  

  :میکن ین فرض میهمچن
2که ی از معادله به طورییجوابها{ 1x 1 7 x≥ 2A}باشند > =  

2جوابهای از معادله به طوریکه {    1x 2 , 8 x≥   =}باشند≥

2

10 8 2 2 1 1
A 1

2 1 1
− − + −   

= = =   −   
  

2که ی از معادله به طوری جوابها{ 1x 9 , 8 x≥ 1}باشند≥ 2A A∩ =  

1 2

1 2 1 2

10 8 9 2 1 6
A A 0

2 1 1

A A S A A 9 (1 2 0) 6

− − + − −   
∩ = = =   −   

⇒ ∪ = − ∪ = − + − =

  

 (7,3),(6,4),(5,5),(4,6),(3,7),(2,8)                                    : جواب عبارتند از6ن یا

ک جـواب   ی ـز  ی ـن) 0و10(ن  ی باشـد، همچن ـ   7 یا مساو یوچکتر  د ک ی با x1را  یست، ز یک جواب معادله ن   ی) 8و2(د که یتوجه کن 
  . باشد8 یا مساوید کوچکتر ی با2xرا یست، زیمعادله ن

1ح معادله ی صحیتعداد جوابها: مثال  2 3x x x 17+ + i2ط ی را تحت شرا= x 7<   د؟یبه دست آور) i=1و2و3 (>
  

  ):یحیراه تشر: ( پاسخ 
N

i

i i i
y

i i i

2 x 7 3 x 6 3 3 x 3 6 3

0 y 3 , x y 3

< < ⇒ ≤ ≤ ⇒ − ≤ − ≤ −

≤ ≤ = +
  

1 2 3y 3 y 3 y 3 17+ + + + +   یگذاریجا     =
i 2 3x x x 17+ + =  
1 2 3 iy y y 8 , 0 y 3+ + = ≤ ≤  

م یکن ـ  ی معادله را حساب م ـ    یح و نامنف  ی صح یم، ابتدا تعداد جوابها   یکن  یو عدم شمول استفاده م    ن جا از اصل شمول      یدر ا 
  :که برابر است با

 45
2
10

13
138

=







=








−

i0 ی  خــارج از محــدودهیجوابهــا  یهیــ، ســپس کل+− y 3≤ را حــساب نمــوده و از آن کــم ≥

  :میده ین کار قرار می  ای، برامیکن یم
(i=1,2,3) }از معادله که در آنها ییجوابها iy iA}است≤4 =  

  : به عنوان مثال
} { 1 2 3y 4, y 0, y 0= ≥ ≥ 1y معادله که در آنها فقط یجوابها≤ 1A}است≤4 =  

1 1 1 1 1 1y 4 z y 4 0 z 0, y z 4≥ ⇒ = − ≥ ⇒ ≥ = +  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

1ر یگذار مقادیبا جا 1y z 4 0= + 2و≤ 2y z 0= 3و≤ 3y z 0=   : میدارy1+y2+y3=8 ی در معادله≤
Z1+4+z2+z3=8⇒ z1+z2+z3=4 

  
  :ر برابر است بای اخی  معادلهیح و نامنفی صحیتعداد جوابها

 15
4
6

13
134

=







=








−

−+  

  
  :میلذا دار

 1A 15=  
  :بین ترتیبه هم

2 3A A 15= =  
1 یاکنون تعداد اعضا   2A A∩  ،2 از معادله ه     یی جوابها یعنی 1y 4 , y 4≥ البتـه در   (م  یکن ـ  یماً حساب م  یرا مستق ≤

3xن حالت یا   : می، دار) است≤0
{ }1 2 1 2A A (4,4,0 A A 1= ⇒ ∩ =∩  

1 یالبته تعداد اعضا( 2A A∩1م به صورت یتوانست یرا م
2
2

13
130448

=







=








−

  )میابیز بین−−−++

1                                          : بین ترتیبه هم 2 2 3A A A A 1∩ = ∩ =  
  : نی باشند، بنابرایا مساوی با هم بزرگتر x3,x2,x1ر یی ندارد که در آن هر سه متغیچ جوابیواضح است که معادله، ه

1 2 3A A A 0∩ ∩ =  

                      : میلذا دار
( ) ( )

1 2 3 1 2 3A A A S A A A

45 3 15 3 1 0 45 42 3

∪ ∪ = − ∪ ∪

= − × − × + = − =  
  

و  xi=yi+5 فرمــول  طبــقی اصــلی  معادلــهین جوابهــای ، بنــابرا(2,3,3),(3,2,3),(3,3,2): ن ســه جــواب عبارتنــد ازیــا
(i=1,2,3) عبارتند از:                                                 

(6,6,5),(6,5,6),(5,6,6)  
1 ی ح مثبـت معادلـه    ی صـح  یتعداد جوابها   :مثال   2 3x x x 8+ + 3ط  یرا تحـت شـرا    = 2 10 x , 4 x 9 , 1 x 3< ≤ < < ≤ 

  د؟یابیب
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1 1

2 2 2 1 2 3

3 3 3

1 x 3 2 x 3 0 x 2 1
4 x 9 4 x 8 0 x 4 4
0 x 1 x 0 x 1

0 y 1 , x y 2
0 y 4 , x y 4 y 2 y 4 y 1 8
0 y , x y 1

< ≤ ⇒ ≤ ≤ ≤ − ≤ 
 ≤ < ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ − ≤ 
 < ⇒ ≤ ≤ − 

≤ ≤ = +
⇒ ≤ ≤ = + → + + + + + =
 ≤ = +

  

1 3 1 3
y1 y2 y3 s 3

2 1 1
+ −   

⇒ + + =⇒ = = =   −   
  

  :میکن یحال فرض م
}y1,y2,y3کهی از معادله باشند به طوریی جوابها  

1 1 1 1 1 1y 2 Z Y 2 0 Z 0, y Z 2≥ ⇒ = − ≥ ⇒ ≥ = +  

 جايگذاری
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

1A 0⇒ 1 نداردیجواب نامنف= 2 3 1 2 3Z 2 y y 1 Z y y 1+ + + = ⇒ + + =   یارذگیجا  −
}y3,y2,y13کهیبه طور از معادله باشند یی جوابها 2 1y 0, y 5, y 0≥ ≥ 2A} باشند≤ =  

2 2 2 2 2 2y 5 Z y 5 0 Z 0, y Z 2≥ ⇒ = − ≥ ⇒ ≥ = +  
1 نداردیح نامنفیجواب صح 2 3 1 2 3y z 5 y 1 y Z y 4+ + + = ⇒ + + =   یارذگیجا −

2 1 2 1 2

1 2 1 2

A 0 , A A 0 A A 0

A A S A A 3 (0 0 0) 3

⇒ = = = ⇒ ∩ =

⇒ ∪ = − ∪ = − + − =
  

1 ی  بـود کـه معادلـه      یهیالبته بـد   2 3y y y 1+ + ط ی توجـه بـه شـرا    بـا  ،=
1

2

3

0 y 1
0 y 4
0 y

≤ ≤
 ≤ ≤
 ≤

 یهی سـه جـواب بـد   یفقـط دارا 

3 یرهـا یر متغیی ـن بـا توجـه بـه تغ   یباشـد، بنـابرا   ی م(0,0,1)(0,1,0)(,1,0,0) 3 2 2 1 1x y 1,x y 4,x y 2= + = + = +  ،
  (2,4,2),(2,5,1),(3,4,1)                                                                                 : عبارتند از ی اصلی  معادلهیجوابها

                                          ) :روش کوتاهتر( روش دوم 
1

2

3

2 x 3
4 x 8
1 x

≤ ≤
 ≤ ≤
 ≤

  

  : میکن یفرض م
3که ی از معادله به طورییجوابها{ 2 11 x ,4 x ,4 x≤ ≤ 1A}باشند ≥ =  
3که ی  از معادله به طورییجوابها{ 2 11 x ,9 x ,2 x≤ ≤ 2A}باشند≥ =  

1

2

1 2

1 2 1 2

8 4 4 1 3 1
A 0

3 1

8 2 9 1 3 1
A 0

3 1

A A 0

A A s A A 3 (0 0 0) 3

− − − + − 
⇒ = = − 

− − − + − 
= = − 
∩ =

∪ = − ∪ = − + − =

  

  : لری اویا تابع حسابیلر ی اوی فیتابع حساب

:تابع  N N
(n) m

ϕ →
ϕ =

اولند،  nکه نسبت به  n با یا مساوی کوچکتر یعی از تعداد اعداد طبست عبارت mا یϕ(n)را که در آن 

  .نامند یلر می اوی فی حسابتابع
 :ر باشدیز به صورت زی بوده که برابر با حاصلضرب سه عدد اول متمایعی طبی عددnد یفرض کن: هیقض √

1 2 3n p p p=   
                                                                                  : ن صورت یا در

1 2 3

1 1 1(n) n(1 )(1 )(1 )
p p p

ϕ = − − −  

  د؟یسی اولند بنو42 را که نسبت به 42 یا مساوی اعداد کوچکتر ی هیرا حساب کرده، سپس کلϕ)42(: مثال

1                                                       :پاسخ 1 142 2 3 7 (42) 42(1 )(1 )(1 ) 12
2 3 7

= × × ⇒ ϕ = − − − =  
  : اولند عبارتند از42 عدد که نسبت به 12ن یا

1,5,11,13,17,19,23,25,29,31,37,41 
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

1 اگـر      ، ی در حالت کل ـ   :ار مهم یار بس ی بس ی نکته √ 2 k
1 2 kn p p ... pα α α= × ×  هـا iα اول و    یهـا اعـداد   ip، کـه در آن      ×

                            :میاند دار یح نامنفی صحیاعداد
1 2 k

1 1 1q(n) n(1 )(1 )...(1 )
p p p

= − − −  

  د؟یرا حساب کنϕ)72(: مثال
3 2 1 1 1 272 2 3 (72) 72(1 )(1 ) 72 24

2 3 2 3
= × ⇒ ϕ = − − = × × =  

  
(p) اول باشد، آن گاه ی عددpهر گاه  : مهمی نکته √ p 1ϕ = −  

(p)1                                                                                                                      :اثبات p(1 ) p 1
p

ϕ = − = −  

)7(6: مثال =ϕ  
(mn) ، آنگاه 1=(m,n) هر گاه  : مهمی نکته √ (m)(n)ϕ = ϕ  

(20)                           د؟ی را حساب کنq(20): مثال (4 5) (4) (5) 2 4 8ϕ = ϕ × = ϕ ×ϕ = × =  
  : می دار قبلی ز باشند، آنگاه طبق نکتهی دو عدد اول متماqو p و n=pqهرگاه :  مهمی نکته √

(n) (pq) (p) (q) (p 1)(q 1)ϕ = ϕ = ϕ ϕ = − −  
  ؟  دیرا حساب کنϕ(15): مثال
(15)                                :پاسخ (3 5) (3) (5) (3 1)(5 1) 8ϕ = ϕ × = ϕ ×ϕ = − − =  
  : ب ین ترتیبه هم

   :ز باشند، آنگاهی سه عدد اول متماr,q,p, n=pqrهر گاه  : مهمی نکته √
(n) (pqr) (p) (q) (r) (p 1)(q 1)(r 1)ϕ = ϕ = ϕ ϕ ϕ = − − −  

(42)           د؟یرا حساب کنϕ)42(: مثال (2 3 7) (2) (3) (7) (2 1)(3 1)(7 1) 12ϕ = ϕ × × = ϕ ϕ ϕ = − − − =  
  .ز برقرار استی نیم بوده و در حالت کلی فوق قابل تعمی کتهن: تذکر
 :آنگاه  باشد،یعی طبی عددn اول و ی عددpهر گاه  : مهمی نکته √

n n n 1(p ) p p −ϕ = −  
  د؟ یرا حساب کنϕ(9): مثال

2 2 1(9) (3 ) 3 3 6ϕ = ϕ = − =  
   : عدد عبارتند از 6ن یا

{ }8,7,5,4,2,1  
  د؟یرا حساب کنϕ(625): مثال

50012562555)5()625( 344 =−=−== ϕϕ  
 n گل مختلف و به تعداد فراوان از هر نوع موجود است، تعداد حـالات انتخـاب                  ی   نوع شاخه   kد  یفرض کن :  مهم ی نکته √

ک نوع گل انتخـاب     ی زتوان ا   ی را م  ی گل ی  شاخه nهر   یعنیز مجاز است،    یکه در آن تکرار ن    (  نوع گل،    kن  ی از ا   گل ی شاخه
nxxx ی  معادلهیح نامنفی صحیبرابر است با تعداد جوابها) کرد k =+++ ...21  

n                                                                          :که برابر است با k 1
k 1
+ − 

 − 
n  ا      ی            k 1

n
+ − 

 
 

   

ام انتخاب k  گل از نوعی  شاخهxkو بالاخره  ... گل از نوع دوم و ی  شاخهx2 ، اول  گل از نوع ی  شاخه x1م  یفرض کن : اثبات
iیعن ـی  باشـد،  n انتخاب شده، برابـر      ید مجموع شاخه گلها   ین با یم، بنابرا یکن 1 2 k(x 0) , x x ... x n≥ + + + ن ی بنـابرا  =
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

 مجاز اسـت برابـر اسـت بـا تعـداد            ز  ی ن  مختلف گل که در آن تکرار      ی  نوع شاخه  kان  ی گل از م   ی  شاخه n یتعداد انتخابها 

n                :  قبل که برابر است بای  معادلهیح نامنفی صحیجوابها k 1
k 1
+ − 

 − 
nا        ی            k 1

n
+ − 

 
 

  

  )80-یسراسر) ( تکرار مجاز است(توان ساخت؟  ی نوع گل مختلف م5 از  گلییتا  سهی چند دسته: تست
1 (24            2(32              3(35              4(42  

nم، طبق فرمول ی گلدان مختلف گل، سه شاخه بردار5 از یستیبا: پاسخ  k 1
k 1
+ − 

 − 
  :شود یمسأله حل م

 3 5 1 7
n 3,k 5 N 35

5 1 4
+ −   

= = ⇒ = = =   −   
  

   :ار مهمیار بسی بسیریگ جهینت
  .گر همواره معادلندیکدیر با ی زی چهار نکته

هـا وجـود داشـته      از جعبهی بودن بعضیکه امکان خالیز، به طوری متمای  جعبهkکسان در یء ی شnم  یتعداد طرق تقس   -1
 :باشد، برابر است با

n k 1
k 1
+ − 

 − 
nا        ی            k 1

n
+ − 

 
 

         

1 ی  معادلهیح نامنفی صحیتعداد جوابها -2 2 kx x ... x n+ + +  :برابر است با =
                                                                                         

nتعداد جملات بسط  -3
kaaa )...( 21 n                      :  برابر است با+++ k 1

k 1
+ − 

 − 
n        ای            k 1

n
+ − 

 
 

 

ک ی ـتـوان     ی نوع گل م   kن  ی که با ا   ییموجود باشد، آنگاه تعداد روشها    ) و از هر نوع به تعداد فراوان      (  نوع گل    kهرگاه   -4

n                                         : :      درست کرد برابر است بایی تاnدسته گل  k 1
k 1
+ − 

 − 
n           یا         k 1

n
+ − 

 
 

 

 )یا م بسط دوجملهیتعم ( یا بسط چند جمله

n(aوتن  ی ن یا  قبلاً با بسط دو جمله     b)+ ر ی ـ نظیی بـسطها یعن ـی یا لـه منـد ج چم با بسط یخواه ید، اکنون م  یآشنا شد
5 3 2...(a b c d) ,(a b c) ,(a b c)+ + + + + + nی و به طور کل+

1 2 k(a a ... a )+ +  . میآشنا شو +

n یا  راجع به بسط چند جملهینکات
1 2 k(a a ... a )+ + +   

  :  بسط فوق، عبارتست ازیفرمول کل) 1

 1 2 k

1 2 k

n n nn
1 2 k 1 2 k

n n ... n n 1 2 k

n
(a a ... a ) a a ...a

n ,n ,..., n+ + + =

 
+ + + =  

 
∑  

کــه در آن 
1 2 k 1 2 k

n n!
n ,n ,..., n n ! n ! ... n !
 

=  × × × 
ر یــ نظیدر واقــع بــسط فــوق برابــر اســت بــا مجمــوع تمــام جملاتــ ،

1 2 kn n n
1 2 k

1 2 k

n! a a ...a
n ! n ! ... n !× × ×

ــه در ــا ، ک ــاnk,…,n2,n1 آنه ــامنفی صــحی جوابه ــهیح ن  n1+n2+…+nk=n ی  معادل

  .باشند یم
  :می صفر باشند، آنگاه داری همگak,…,a4,a3 است که اگر در بسط فوق یهیبد: تبصره
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

n n1 n2
1 2 1 2

1 2

n!(a a ) a a
n !n !

+ = nا ی ـ و  n1+n2=n، که در آن ∑ n1 n n1
1 2 1 2

1

n!(a a ) a a
n !(n n1)!

−+ =
ن همـان  ی ـکـه ا ∑−

nوتن ی نیا فرمول بسط دو جمله
1 2(a a   . است+(

 یح نـامنف  ی صـح  ی مزبور عبارتست از تعداد جوابها     یا  ز بسط چند جمله   یتعداد جملات متما  : ار مهم یار بس ی بس ی نکته √

n                                    :        که برابر است باn1+n2+…+nk=n ی معادله k 1
k 1
+ − 

 − 
n                 یا   k 1

n
+ − 

 
 

 

6                                                            : عبارتست از2(a+b+c)تعداد جملات بسط : مثال
2
4

13
132

=







=








−

−+  

  .ست تا ا6ز آن یشود تعداد جملات متما ی، که مشاهده م2=a2+b2+c2+2ab+2ac+2bc(a+b+c): میدان  یالبته از قبل م
1ی ب جملهی ، ضرn(a1+a2+…+ak)یا  در بسط چند جمله:ار مهمیار بسی بسی نکته √ 2 kn b n

1 2 ka a ...a برابر است با  : 

                                                      
1 2 k

n!
n ! n ! ... n !× × ×

  

   کدام است؟6(x+y+z) در بسط x2y3zب یضر: تست 
1(3              2(6              3(24              4(18  

60                                                                                                              :پاسخ
2

456
!1!3!2

!6
=

××
=  

1 هر گاه    :ار مهم یار بس ی بس ی نکته √ 2 kn b n
1 2 ka a ...a  یا   از بسط چند جمله    یا   ، جمله (a1+a2+…+ak)n  د حتمـاً   ی ـبا.  باشـد

  n1+n2+…+nk=n: میداشته باش
   به کدام صورت وجود ندارد؟یا  ، جمله15(x+y+z)در بسط : تست

1(Ax2y3z10        2(Bx3y8z5          3(Cx4y2z9          4(Dxyz13  
15883رایح است زی صح2 ی نهیگز: پاسخ ≠++  
  :  عبارتست از3(a+b+c)تعداد جملات بسط : تست

1(15              2(10              3(9              4(12  

31                                                                       :  پاسخ 2

1 2 3

nn n3

n n n 3 1 2 3

3!(a b c) a b c
n !n !n !+ + =

+ + = ∑   

  : که عبارتست ازn1+n2+n3=10 ی  معادلهیح نامنفی صحیتعداد جملات بسط برابر است با تعداد جوابها

10
2
5

13
133

=







=








−

  : ن جوابها عبارتند ازی، ا+−

   اولی دسته→(0,0,3),(0,3,0),(3,0,0) 
   دومی دسته→(1,0,2),(0,1,2),(0,2,1),(1,2,0),(2,0,1),(2,1,0)
   سومی دسته→(1,1,1)

  : می باشند، اکنون داری م10 عدد یح نامنفی صحی جواب، تعداد افرازها10ن یدر واقع، ا
3 3 0 0 0 3 0 0 0 3 2 1 0 1 1 1

3 3 3 2 2 2 2 2 2

3! 3! 3! 3! 3!(a b c) a b c a b c a b c a b c ... a b c
3!0!0! 0!3!0! 0!0!3! 2!1!0! 1!1!1!

a b c 3a b 3a c 3ab 3cb 3ac 3bc 6abc

+ + = + + + + +

= + + + + + + + + +
  

 یتمام ی است به جا   ی ، کاف  n(a1+a2+…+ak) بسط   ی مجموع ضرائب عدد   ی  محاسبه ی برا :ار مهم یار بس ی بس ی نکته √
ak,…,a2,a1 می را قرار ده1 ، عدد.  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

   کدام است؟10(4a+b-3c) بسط ی عددبیجموع ضرام: تست
1(512           2(1024            3(0              4(512-  

-1+4)                      : میم لذا داری را قرار ده1 عدد c,b,a ی است به جایکاف: پاسخ 
3)10=210=1024  

   کدام است؟n باشد، 56 برابر n(a+b+c+d)اگر تعداد جملات بسط :تست
1(5              2(6              3(7              4(8  

             : پاسخ 
n k 1 n 4 1 n 3

56 56
k 1 4 1 3

(n 3)(n 2)(n 1) 56 (n 3)(n 2)(n 1) 8 7 6 n 3 8 n 5
6

+ − + − +     
= = ⇒ =     − −     

+ + +
⇒ = ⇒ + + + = × × ⇒ + = ⇒ =

  

   چند جمله دارد؟n(a+b) یا دو جمله: مثال

n                                                                                                            :پاسخ  2 1 n 1
n 1

2 1 1
+ − +   

= = +   −   
  

  . جمله بودn+1م که تعداد جملات بسط فوق برابر یدیز، دیوتن نی نیالبته قبلاً در بسط دو جمله ا
  :  مهمیادآوری √

 ی هی ـ تـابع، کل ی به شرط آنکه دامنـه  (B مانند   ی عضو n ی به مجموعه ا   Aنند   ما ی عضو m یا  تعداد کل توابع، از مجموعه    
  nr: برابر است با )  باشدA یاعضا
} یا تعداد کل توابع از مجموعه    : مثال }A } ی به مجموعه ) A ی نهمبا دا  ( =1,2 }B a,b,c= ن توابـع   ی ا ی د و همه  یابیرا ب
  د؟ یسیرا بنو
  : که عبارتند از 9=32: پاسخ

{ } { } { } { }
{ } { } { } { } { }

f (1,a), (2,b) , g (1,a),(2,c) , h (1,b), (2,a) , I (1,b), (2,c)

J (1,c),(2,a) , (1,c),(2,b) , (1,a),(2,a) , (1,b),(2,b) , (1,c),(2,c)

= = = =

=
   

 n ی به مجموعه ) A ی با دامنه ( A مانند   ی عضو m یا  ک از مجموعه  یک به   ی تعداد کل توابع     :ار مهم یار بس ی بس ی نکته √

m                                                                     : برابر است باB مانند(n>m) یعضو
n!P(n,m) (n)

(n m)!
= =

−
 

} ی ک از مجموعه  یک به   یچند تابع   : تست }A } ی به مجموعه =1,2,3,4 }B ف کـرد؟   ی ـتـوان تعر    یم ـ=1,2,3,4,5,6,7
  )باشد ی مA ی  تابع کل مجموعهی نهمدا(

1!(7              2(
!3
!7              3(

!5
!7              4(

!2
!7  

p(7,4)!7                                                                                                                                      :پاسخ 
3!

=  
ف شـود و چـون قـرار    ی ـتواند تعر یق می طر7 ، به f(1) باشد، پس ی م عضوB ،7 ی  مجموعهیدر واقع چون تعداد اعضا 

ن عـضو را حـذف کـرده و لـذا     ی ـ ، اB ی  مجموعهی از عضوهایکی به f(1)ک باشد، پس از نسبت دادن    یک به   یاست تابع   
f(2)   ب  ی ترت نی و به هم   ق ، ی طر 6 بهf(3)   ق و بالاخره    ی طر 5 بهf(4)   ن طبـق   یف شـوند،  بنـابرا     ی توانند تعر  یق م ی طر 4 به

: میاصل ضرب دار
!3
!74597   p(7,3)که برابر است با ×××=
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  0ک برابر است با یک به ی ، آنگاه تعداد توابع n<mهرگاه :  مهمی نکته)2 √
ک از ی ـک به یگر ، تعداد توابع ی به عبارت د!n با  استک ، برابریک به ی ، آنگاه تعداد توابع     n=mهرگاه  :  مهم ی نکته) 3 √

} مانند ی عضوn یا مجموعه }A 1,2,3,..., n= به خودش برابر است باn! ) ن توابع کل ی ای نهمداAباشد ی م(.  
  ک نباشند؟یک به یتوان ساخت که  ی مB مانند ی عضو4 یا  به مجموعهA مانندی عضو3 ی ا چند تابع از مجموعه: تست

  .)باشند ی مAن توابع کل ی ای نهمدا
1(60              2(64              3(40              4(52  

  . ستندیک نیک به ی که یتعداد توابع=  تعداد کل توابع -ک هستندیک به ی که یتعداد توابع                     :پاسخ 
   =43-p(4,3)=64-24=40  

} مانند ی عضوm یا  تعداد کل توابع پوشا از مجموعه:ار مهمیار بسی بسی نکته) 1 }1 2 mA a ,a ,...,a=  
} مانند   ی عضو n یا  به مجموعه  ) Aی با دامنه (  }1 2 nB b ,b ,..., b= (n m)≤           طبق اصل شمول و عـدم شـمول برابـر ،

  : است با
 تعداد توابع پوشا=تعداد کل توابع-ستندی که پوشا نیتعداد توابع

n
i m m m m n 1 m

i 0

n n n n
( 1) (n i) n (n 1) (n 2) ... ( 1) 1

i 1 2 n 1
−

=

       
= − − = − − + − + + −       −       
  تعداد کل توابع پوشا∑

} ی تعداد توابع پوشا از مجموعه: مثال }1 2 3 4A a ,a ,a ,a=ی به مجموعه { }1 2 3B b ,b ,b=د؟یابیرا ب  
4 4 43 3

3 (3 1) (3 2)
1 2
   

= − − + −   
   

  تعداد توابع پوشا

4 4 43 3 2 3 1 81 48 3 36= − × + × = − + =  
  : یحیراه حل تشر
، fم کـه پوشـا بـودن        یکن ـ  ی م ـ یادآوری ، ابتدا    B ی  به مجموعه  A ی  تعداد توابع پوشا از مجموعه     ی  محاسبه یدر واقع برا  

 ، Sم یکن ـ ی نسبت داده شود، حال فرض م ـA ی ک عضو از مجموعهی، لااقل B ی هبدان معناست که به هر عضو از مجموع       
4Sن صورت ی باشد، در اB در A کل توابع از ی مجموعه   : میکن ی، اکنون فرض م=3

{ }if s : b f (A)= ∈  نسبت داده bi به A از یچ عضویهکه در آنها ی به طورB به A از ی توابعی  همهی مجموعه{∌
  نشود

iA}.، در بردشان نباشدbiگر یبه عبارت د =  
  :تر به عبارت ساده

1A} در بردشان نباشدb1 که ی توابعی  همهی مجموعه{ =  
2A}ردشان نباشد در بb2 که ی توابعی  همهی مجموعه{ =  
3A} در بردشان نباشدb3 که ی توابعی  همهی مجموعه{ =  

4           : میتوان نسبت داد، دار ی را مB ، فقط دو عضو از Aن چون به ازاء هر عضو از یبنابرا
1 2 3A A A 2= = =  

2 یها اکنون مجموعه 3 1 3 1 2A A ,A A ,A A∩ ∩   : میم، به عنوان مثال داریریگ ی را در نظر م∩
1}برداشان نباشد  درb2 و b1 که ی توابعی  همهی مجموعه{ 2A A∩ =  

1                          :میتوان نسبت داد، دار ی را مBک عضو از ی، فقط Aن چون به ازاء هر عضو ازیبنابرا 2A A 1∩ =  
1                                                                                                     ب ین ترتیبه هم 3 2 3A A A A 1∩ = ∩ =  

1 و بالاخره  2 3A A A∩   در بردشـان نباشـد واضـح اسـت         b3وb2وb1 اسـت کـه در آنهـا         ی تـوابع  ی  همـه  ی مجموعـه ∩
1:که 2 3A A A 0∩ ∩ =  

245

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  : میاکنون طبق اصل شمول و عدم شمول دار
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

4 4 4

A A A S A A A

S ( A A A A A A A A A A A A

3 (3 2 3 1 0) 81 (48 3) 36

∪ ∪ = − ∪ ∪

= − + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩

= − × − × + = − − =

  

 باشـد، برابـر     n<mکه  ی، به طور  B ی عضو n ی  به مجموعه  A ی  عضو  mتعداد توابع پوشا از مجموع      :  مهم ی نکته) 2 √
  .صفر است

 :ش ، برابر است با خودی به روA ی عضوm ی تعداد توابع پوشا از مجموعه:  مهمی نکته) 3 √
  : خودش برابر است بای به روA ی عضو3تعداد توابع پوشا از مجموعه : تست

1(6              2(27              3(9               4(3 
 : می در واقع دار !3:پاسخ 

3 3 33 (3 2 3 1 0) 27 21 6 3!= − × − × + = − =    خودشی به روAتعداد توابع پوشا از =
)2( A ی عضوm ی تعداد توابع پوشا از مجموعه:  مهمی نکته) 4 √ ≥mی عضو2 ی به مجموعه Bبرابراست با :  
1(25              2(16              3(32            4(30  

  : میدر واقع دار30=2-25: پاسخ 

30)02(32)22(
2
2

)12(
1
2

2 555 =−−=







−








−−







= تعداد توابع پوشا ازA به B  

  )ها عدم انطباق( ها  شیپر
 یع ـیء را در موضع طب    یک ش ی، وقوع   م  ییگو  ی م ai یعیطبام را موضع    iع   ، موض  an,…a2,a1ز  یءمتمای ش nل از یدرهر تبد 

اء در ی اش ـ   کـه همـه    یلی تبد ،میم نا  یم) شیپر(ک عدم انطباق    یاش،    یعیء را در موضع طب    یک انطباق و عدم وقوع آن ش      یآن  
ا نـام   ء را ب ـ  ی ش ـ n یهـا   قی ـم و تعداد عدم تطب    ی نام یق م ی عدم تطب  کی  را  باشند گرفته خود قرار    یعیر موضع طب  یآن در غ  

D(n)  میده ی منشان.  
}به فرض   :مثال }X a,b,c,d=   نسبت داده شده باشد، مـثلاً        مثبتح  یحک عدد ص  ی به    ن مجموعه یو هر عضو ا dوcوbوa 

 در b وa رای ـست، زی ـ انطباق ن  عدمش  ی ، بک پر   abdcل  ین تبد ی نسبت داده شده باشند، بنابرا     4و3و2و1ب به  اعداد     یبه ترت 
  .ش استسک پری badcل یاند اما تبد خود قرار گرفته) یعیطب(یل اصیها تیوضع

 یعیفوق در موضع طب   اء  یک از اش  یچ  ی که ه  یتلایز باشند، تعداد تبد   یامء مت یشد  یفرض کن ): قی عدم تطب  ی مسله(ه  یقض √
   :دیآ یر به دست میاز فرمول ز) ها عدم انطباق(خود قرار نداشته باشند 

n1 1 1 1D(n) n! 1 ... ( 1)
1! 2! 3! n!

 = − + − + + −  
  

D(4) :نوان مثالبه ع 0, D(2) 1, D(3) 2, D(4) 9= = = = 

                   .دی توجه کنD(4) ی محاسبه یبه چگونگ 
1 1 1 1D(4) 4!(1 ) 4! 4! 12 4 1 9
1! 2! 3! 4!

= − + − + = − + − + =  
 را حـدس    هـا    کـارت  یها   ، تصادفاً بخواهد شماره    یم، اگر فرد  یا   را به پشت قرار داده     5و4و3و2و1 کارت با اعداد     5: تست
  ت حدس نزند چقدر است؟ را درسیچ کارتی که هی، تعداد حالاتبزند

1(9              2(11              3(44              4(45  
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 آنالیز ترکیبی و ترکیبات: فصل چهارم   

  :پاسخ 
1 1 1 1 1D(5) 5!(1 ) 5! 5! 60 20 5 1 44
1! 2! 3! 4! 5!

= − + − + − = − + − + − =  
 خودش باشد، طبـق  یعی طبیء در جایک شیکه حداقل ی به طورan,…a2,a1 زیء متمایش  nیگشتهایتعداد جا:  مهمی نکته

  : اصل شمول و عدم شمول برابر است با
D(n) s D(n) D(n) n! D(n)= − ⇒ = −  

چ یکـه، ه ـ ین رنگها قـرار داد بـه  طور  ی جعبه به هم4توان در     یق م ی را به چند طر    ید و سرخ و آب    ی سبز و سف   ی گو 4: مثال
  ییگو

1                               رد؟ی همرنگش قرار نگی در جعبه) الف 1 1 1D(4) 4!(1 ) 9
1! 2! 3! 4!

= − + − + =  

D(4)                        رد؟ی همرنگش قرار گی  در جعبهیک گویحداقل ) ب n! D(n) 4! 9 24 9 15= − = − = − =  
  
  

  ســــاقیا لطــــف نمــــودی ، قــــدحت پــــر مــــی بــــاد 
ــست را   ــردم ، مـ ــیار مـ ــد هوشـ ــد زنـ ــد حـ ــت بایـ  گفـ

  دســــتم نــــداد قــــوت رفــــتن بــــه پــــیش دوســــت  
ــا ســـــنگت آیـــــو    مکـــــن کـــــاری کـــــه بـــــر پـــ

ــاز      ــوه نــ ــون جلــ ــی و مجنــ ــی بینــ ــد مــ ــو قــ   تــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ــد     ــر شــ ــار آخــ ــشویق خمــ ــدبیر تــ ــه تــ ــه بــ   کــ
ــار  ــیاری بی ــت هوش ــست  گف ــیار نی ــرا هوش ــه م ــو ک    ت

  چنــــدی بــــا پــــای رفــــتم و چنــــدی بــــسر شــــدم
  جهـــــان ، بـــــا ایـــــن فراخـــــی تنگـــــت آیـــــو     
  تـــــــو چـــــــشم و او نگـــــــاه نـــــــاوک انـــــــداز
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 احتمال : پنجمفصل  

  مفاهیم اولیه 
  :آزمایش یا پدیدۀ تصادفی 

پرتـاب  : آزمایشی است که قبل از وقوع آن ، نتیجه اش بر ما معلوم نباشد ولی کلیۀ نتایج ممکن آن مـشخص بـاش ماننـد               
  ]. 0 و 2[سکه ، پرتاب تاس ، تولد نوزاد ، انتخاب دو عدد از بازۀ 

  :فضای نمونه ای 
  . نمایش می دهیمSرا فضای نمونه ای آن آزمایش تصادفی می گوییم و آن را با کلیۀ نتایج ممکن یک آزمایش تصادفی 

  :برآمد 
  .به هر عضو از فضای نمونه ای ، یک برآمد می گوییم

 نمایش می دهـیم و بـرای تعیـین اعـضای            S یا با  n(S)تعداد اعضای فضای نمونه ای یک آزمایش تصادفی را با           : نکته  
  .مونه ای معمولاً از اصل ضرب یا اصل شمارش استفاده می کنیمفضای ن

  :فضا های نمونه ای را به دو دستۀ زیر تقسیم می کنیم 
  ۀ شمارا نا متناهی  فضای نمونه ای گسست-2 فضای نمونه ای گسسته متناهی ، -1{فضا های نمونه ای گسسته ) 1{
  فضا های نمونه ای پیوسته ) 2{

  : و پیوسته فضای نمونه ای گسسته
 مجموعـه ای غیـر      Sرا دارا باشد ، آن را فضای نمونه ای گسسته می نامیم و اگـر                 مجموعه ای متناهی یا نا متناهی        Sاگر

  .ای نمونه ای پیوسته می گوییم، آن را فض) \3یا\2یا \زیر مجموعه ای غیر شمارا از (شمارا باشد 
فـضای  ) 0 و 1(مثلاً پرتاب یک سکه تا جایی که پشت بیاید فضای نمونه ای گسسته نام دارد ولی انتخاب یک عدد از بازۀ             

  .نمونه ای پیوسته نام دارد
  :تعریف مجموعۀ شمارا 

ANFی ماننـد  متناهی باشد یا تابعAرا شمارا گوییم هرگاه      Aیک مجموعه باشد ،      Aفرض کنید     وجـود داشـته   :/→
  .)یعنی همه یک به یک باشد هم پوش(باشد به طوری که این تابع متناظر یک به یک باشد 

  :تعریف دیگر مجموعۀ شمارا 
    :مانند . زد مجموعۀ شمارا می گوییم ) برچسب(هر مجموعه ای که بتوان اعضای آن را شماره 

 برچسب
...

...

...

3

...54

322

321

110
: ↓↓

−
↓↓↓

−
↓↓↓
−

Z   

 

...54

...108

321

642
:2 ↓↓↓↓↓↓N  

هر مجموعۀ شمارا می تواند متناهی یا نا متناهی باشد ، به عبارت دیگر هر مجموعۀ شمارا می تواند شمارا متناهی         : تذکر
  .یا شمارا نامتناهی باشد

  .هر مجموعۀ متناهی ، شمارا است: تذکر 
  :فضای نمونه ای گسستۀ متناهی 

  . نمونه ای گسستۀ متناهی آزمایش تصادفی مختلف آشنا شویماکنون می خواهیم با فضای
   فضای نمونه ای پرتاب یک سکه یک بار -1
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 احتمال : پنجمفصل  

  2=S ر و پ{ و{ = S  
   فضای نمونه ای پرتاب یک سکه دو بار یا دو سکه با هم یک بار-2

 422 ==S       })پ پ(و) رپ(و) پ ر(و) پ پ({=  S   
   فضای نمونه ای پرتاب یک سکه سه بار یا سه سکه یک بار-3

  S = })پ پ پ(و )ر پ پ(و ) پ ر پ(و ) رر پ(و ) پ پ ر(و ) رپ ر(و ) پ رر(و ) ررر({
823 ==S  

  : بار برابر است با nتعداد اعضای فضای نمونه ای پرتاب یک سکه : نکته 
nS 2=  

   بار پرتاب می کنیم ، فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی چند عضو دارد؟ 5ه ای سالم را سک: مثال 
              ،=S })پ پ پ پ پ(و) ر پ پ پ پ(و.... و)ررررر({                                          

   فضای نمونه ای پرتاب یک تاس یک بار-4
6=S1 و2 و 3و 4 و 5 و 6{  و{ =S 

   فضای نمونه ای پرتاب یک تاس دو بار یا دو تاس یک بار-5

 3662 ==S         و           

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )



















=

6,6

6,2
6,1

,,3,6,2,6,1,6

,,3,2,2,2,1,2
,,3,1,2,1,1,1

#
"
####
"
"

S  

  : بار برابر است با n تعداد اعضای فضای نمونه ای پرتاب یک تاس :نکته 
nS 6=  

  :ضای نمونه ای پرتاب یک سکه و یک تاس با هم  ف-6
  ) پ1(و ) پ2 (و... و)  پ6         (                                                                                                  

 1262 =×=S S=                                             
 ) ر1(و)  ر2(و ..... و)   ر6 (                                                  

  ) :طبق اصل ضرب داریم ( حالت ، از 6 حالت دارد ، تاس 2سکه 
1262 =×=S  

  : فضای نمونه ای پرتاب دو سکه و یک تاس با هم -7

2S , S 2 6 24

 
 
 
 

= = × = 
 
 
 
 

  

  :ای تولد یک نوزاد   فضای نمونه-8
        2=S            پسر و دختر{           و{ S=  

  :ای تولد دو نوزاد   فضای نمونه-9
  422 ==Sپسر و پسر(و ) دختر و پسر(و  )پسر و دختر( و) دختر و دختر(     {      و({ S=  

  یت فرزندان این خانواده را بنویسید؟ خانواده ای دارای سه فرزند است، فضای نمونه ای جنس: مثال 

3225 ==S

   ) پ پ 1 (،   ) پ پ2 (،    ...،   ) پ پ6(
  ) ر پ1(      ،)  ر پ2 (  ،...    ، )  ر پ6(
  ) ر ر1(      ،)  پ ر2(  ، ...      ،) پ ر6(

 ) ر ر1(        ،)  ر ر2 ( ،...       ،)  ر ر6(
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 احتمال : پنجمفصل  

S=  

  نمایش می دهیم؟د  و دختر را با پبرای راحتی پسر را با : پاسخ 
  =S })پ پ پ(و ) د پ پ(و ) پ د پ(و ) د د پ (و) پ پ د(و ) د پ د(و ) پ د د(و ) د د د( {     و

823 ==S  
  : تعداد فرزندان پسر به صورت زیر نوشت البته ممکن است فضای نمونه ای این مثال را برحسب

  }=S هیچ پسر) یا سه دختر(و ) پسر1 دختر و 2(و) پسر2 دختر و 1(پسرو 3{ 
 نمـایش دهـیم ، فـضای    3 پسر را با 3 و بالاخره 2 پسر و یک دختر را با 2 ، 1 دختر را با 2 پسر و 1 ،  0اگر هیچ پسر با     

  :نمونه ای به صورت زیر در می آید 
  =S }0 و 1  و2 و3{

 ظـاهر شـود سـکه ای را    6 ظاهر شود ، بار دیگر تاس را پرتاب می کنیم و اگر غیر از 6 تاسی را پرتاب می کنیم اگر  -10
  دو بار پرتاب می کنیم فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی ، چند عضو دارد؟ 

  )6 و 1(و  ) 6 و 2(و  ) 6 و 3(و  ) 6 و 4 (و) 6 و 5(و  ) 6 و 6 (← بیاید 6اگر تاس        
  )5پ پ و (و  ) 5ر پ و (و  ) 5پ ر و (و  ) 5ر ر و   (                  

  )4پ پ و ( و  )4ر پ و (و  ) 4پ ر و (و  ) 4 ر ر و ر(     
   )3 پ و پ(و  ) 3ر پ و (و  ) 3پ ر و (و  ) 3ر ر و (      ← نیاید6اگر تاس      

 )2پ پ و (و  ) 2ر پ و (و  ) 2پ ر و (و  ) 2ر ر و (      

   )1پ پ و (و  ) 1ر پ و (و  ) 1پ ر و (و ) 1ر ر و (     
  

  . عضو دارد26لذا فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی 
سان به رنگ هـای    مهرۀ یک  10از درون یک کیسه که شامل       )  مهره 1( تعداد اعضای فضای نمونه ای انتخاب مهره ای          -11

  . سبز و زرد و آبی است

                                                                                                                                :برابر است با 







=

1
10

S  

 سبز و زرد و آبـی        مهرۀ یکسان به رنگ های     10 مهره با هم از درون یک کیسه که شامل           2 فضای نمونه ای انتخاب      -12
  :است برابر است با 

45
2

910
2

10
=

×
=








=S    

 مهرۀ یکسان به رنگهـای سـبز و زرد و   10 مهره با هم از درون یک کیسه که شامل        3 تعداد فضای نمونه ای انتخاب       -13
  :آبی است برابر است با 

120
23

8910
!7!3
!10

3
10

=
×
××

==







=S  

  :برابر است با } 1 و 2 و 3و ...  و 9{از میان اعداد  فضای تعداد اعضای نمونه ای انتخاب اعداد -14

9
1
9

=






  

  
  :برابر است با } 1 و 2 و 3و ...  و 9{ عدد با هم از میان اعداد 2 تعداد اعضای فضای نمونه ای انتخاب -15

36
2
9

=






  
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 احتمال : پنجمفصل  

  : است 10و ....  و 3 و 2 و 1 جعبه ای دارای ده کارت با شماره های -16
خارج می کنیم ، فضای نمونه ای این آزمـایش را مـشخص کـرده و بگوییـد چنـد              ) پشت سر هم  (دو کارت را متوالیاً     ) الف

  عضو دارد؟
انتخاب کارت اول به ده طریق صورت می پذیرد ، چون این کارت را به داخل جعبه برمی گردانیم لذا انتخاب کارت    : پاسخ  

  :ی پذیرد ، بنابراین طبق اصل ضرب داریم دوم هم به ده طریق صورت م
1001010 =×=S  

  :در واقع داریم 
( ){ }S x, y : x, y /N , 1 x, y 10= ∈ ≤ ≤  

دو کارت را متوالیاً بدون جای گذاری خارج می کنیم ، فضای نمونه ای این آزمایش را مشخص کـرده و بگوییـد چنـد                   ) ب
  عضو دارد؟

ه طریق صورت می پذیرد ، چون این کارت را به داخل جعبه برنمی گـردانیم ،                 در این حالت انتخاب کارت اول به د       : پاسخ  
  : طریق صورت می پذیرد ، بنابراین طبق اصل ضرب داریم 9لذا انتخاب کارت دوم به 

90910 =×=S  
  :در واقع داریم 

( ){ }S x, y : x, y /N ,x y,1 x , y 10= ∈ ≠ ≤ ≤  
  د ، فضای نمونه ای این آزمایش را بنویسید؟ سکه ای را آن قدر پرتاب می کنیم تا پشت ظاهر شو-17

  =S }و ش خ خ خ و ش خ خ و ش خ و ش... {
  .این فضای نمونه ای شمارا نا متناهی است

  : فضای نمونه ای انتخاب یک عدد از میان اعداد طبیعی عبارت است از -18
S= {1  , 2 , 3 , …}  

  .این فضا نیز شمارا نا متناهی است
  .بعدی با فضای نمونه ای پیوسته آشنا خواهیم شد در قسمت های :تذکر 

  :پیشامد تصادفی 
  . را یک پیشامد از آن فضای نمونه ای می گوییمSهر زیر مجموعه از فضای نمونه ای 

البته ممکن است بعضی از اعضای یک فضای نمونه ای دارای ویژگی مشترکی باشند که در این صورت اگر این اعضاء را 
  مجموعۀ )  پشت دارند36که (ریم ، مجموعۀ حاصل یک پیشامد خواهد بود ، مثلاً در پرتاب یک جفت تاس با هم در نظر بگی

A={(4, 6) , (6 ,4) , (5, 5)}      ، یک پیشامد نامیده می شود که ویژگی مشترک آنها ایـن اسـت کـه مجمـوع اعـداد روش 
  . می باشد10برابر 
   ، کدام مجموعۀ زیر ، یک پیشامد از این فضای نمونه ای است؟ S= {2 , 19 , -5 , 7 , -1} فرض می کنیم :تست 

    } 19 و -5 و 17 و 2{) 2        } 9 و 2 و - 16{) 1
  }2 و -5 و -1{) 4         }27 و -1 و 2{) 3

  . صحیح است ، زیرا فقط این گزینه است که زیر مجموعه ای از فضای نمونه ای است4واضح است که گزینۀ : پاسخ 
  :پیشامد نشدنی 

  .می نامیم) ممتنع یا غیر ممکن( یک پیشامد از فضای نمونه ای است ، این پیشامد را پیشامد نشدنی φ ، لذاS⊆φچون 
  :پیشامد حتمی 

SSچون    .می گوییم) شدنی(تمی  نیز یک پیشامد از فضای نمونه ای است ، این پیشامد را پیشامد حS ، لذا ⊇
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 احتمال : پنجمفصل  

 ، یک پیشامد 7 ، یک پیشامد نشدنی و ظاهر شدن عدد طبیعی و کوچکتر از 10در پرتاب یک تاس ، ظاهر شدن عدد : مثال 
  .حتمی است

  S2    : یک فضای نمونه ای باشد ، آنگاه تعداد پیشامد های این فضا عبارت است از Sهر گاه : نکته 
فضای نمونـه ای و پیـشامد هـا ، از جـنس مجموعـه مـی باشـند و لـذا تمـامی اعمـال روی مجموعـه هـا ، از                                  : تذکر مهم 

BA∩،BA∪،BAجمله −،A′،BA∆ ، ...روی پیشامد ها نیز ، با معنی هستند .  
  اعمال روی پیشامد ها 

همان طور که دیدیم هر پیشامد یک مجموعه است ، پس باید تـابع اعمـال روی مجموعـه هـا باشـد ، حـال ایـن اعمـال را                                
  :بررسی می کنیم 

نمـایش مـی دهـیم ، عبـارت اسـت از همـۀ              ∪BA که آن را به صورت     B و   Aاجتماع دو پیشامد     :اجتماع دو پیشامد    ) 1
 A یا در هر دو و لذا این پیشامد زمانی رخ می دهد که حداقل یکی از دو پیشامد                    B باشند یا در     Aاعضایی است که یا در      

  . اتفاق می افتندBیا 
 

  
  
  
نمایش می دهـیم ، عبـارت اسـت از همـۀ            ∩BA که آن را به صورت     B و   Aاشتراک دو پیشامد    : اشتراک دو پیشامد    ) 2

  .  اتفاق می افتندB یا A  و از این پیشامد زمانی رخ می دهد که هر دو پیشامد B و Aی مشترک دو مجموعۀ اعضا
  
  
  
    
 نمایش می دهیم ، عبارت است از همۀ اعضایی که در            A-B که آن را با      B و   Aتفاضل دو پیشامد     :تفاضل دو پیشامد    ) 3

A هستند ولی در Bخ می دهد که  نیستند و از این پیشامد زمانی رA اتفاق بیفتد ولی Bاتفاق نیفتد .  
  
  
  
  

  . نیز به طریق مشابه تعریف می شودB-A: تذکر 
 A که در    S نمایش می دهیم ، عبارت است از کلیۀ اعضایی از            A یا ′A که آن را با    A متمم پیشامد    :متمم یک پیشامد    ) 4

  . رخ ندهدA پیشامد زمانی رخ می دهد که نیستند و از این
  
  
  
  
  

A                  B   
S

A                  B   

S

                    
A  

S

A                  B   

S 
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 احتمال : پنجمفصل  

S
A                  B   

 نمایش مـی دهـیم ، عبـارت اسـت از            ∆BA که آن را با    B و   Aتفاضل متقارن دو پیشامد     : تفاضل متقارن دو پیشامد     ) 5
 هستند و یا فقـط      A  ولی نه در هر دو هستند ، به عبارت دیگر ، همۀ اعضایی که یا فقط در                 B یا در    Aهمۀ اعضایی که در     

  .B رخ دهد یا فقط A و لذا این پیشامد زمانی اتفاق می افتد که یا فقط Bدر 
  

  
  

( ) ( )BABABA ∩−∪=∆   
)                              :یا  ) ( )ABBABA −∪−=∆   
  ).B رخ دهد نه Aنه . (هیچ یک از پیشامد ها رخ ندهند ) 6

)،                          »قانون دمورگان« )BABA ∪=∩  
  ). دخ ندهندB و Aحداقل یکی از ( رخ ندهد یا هر دو رخ ندهند B رخ ندهد یا Aیا ) 7

)،                         » قانون دمورگان« )BABA ∩=∪  
  : مطلوب است  پیشامد آمدن عددی اول باشد ،B پیشامد آمدن عددی زوج و A تاسی سالم را پرتاب می کنیم ، اگر :مثال 
  .فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی) الف

S= {1, 2, 3, 4, 5, 6}  
  .B هستند و هم در Aاعضایی که هم در = ∩BAپیشامد) ب

{ }
{ }

{ }5,3,2
2

6,4,2

=
=∩⇒

=

B
BA

A
  

   یا در هر دو گروه B هستند یا در A اعضایی که یا در =∪BAپیشامد) ج
{ }6,5,4,3,2=∪ BA  

BAپیشامد) د   .  نیستند B هستند ولی در A اعضایی که در =−
{ }6,4=− BA  

ABپیشامد) ه   . نیستندA هستند ولی در B اعضایی که در =−
  

{ }5,3=− AB  
  

 هستند و یا A هستند ولی نه در هر دو به عبارت دیگر اعضایی که فقط در B یا در  A اعضایی که در     =∆BAپیشامد) و
  .Bفقط در 

( ) ( ) { } { } { }{ }5,3,6,426,5,4,3,2 =−=∩−∪=∆ BABABA  
  یا

( ) ( ) { } { } { }{ }5,3,6,45,36,4 =∪=−∪−=∆ ABBABA  
  . نیستندA هستند ولی در S اعضایی که در =′Aپیشامد) ز

{ }5,3,1=−=′ ASA   
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 احتمال : پنجمفصل  

  : سکه ای را سه بار پرتاب می کنیم مطلوب است : مثال 
  ؟پیشامد اینکه دقیقاً یک بار سکه پشت بیاید) الف

   A=} )ر ر پ(و ) ر پ ر(و ) پ ر ر({
  
  سکه حداقل دو بار پشت بیاید؟ ) ب

   =B} )ر پ پ(و ) پ ر پ(و ) پ پ ر(و ) پ پ پ({
  : است تاسی سالم را دو بار پرتاب می کنیم مطلوب : مثال 
  یکسان باشند؟رو شدهپیشامد آنکه اعداد ) الف

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }6,6,5,5,4,4,3,3,2,2,1,1=A   
  ، زوج باشد؟رو شدهپیشامد آنکه مجموع اعداد ) ب

  مجموع زوج= هر دو فرد یا هر دو زوج ) = دومی زوج و اولی زوج(یا ) دومی فرد و اولی فرد(
               حالت     حالت           حالت    حالت                                                                                               

183333 =×+×=  
(2,2) (2,4) (2,6) (1,1) (1,3) (1,5)

B (4,2) (4,4) (4,6) (3,1) (3,3) (3,5)
(6,2) (6,4) (6,6) (5,1) (5,3) (5,5)

 
 ⇒ =  
  

  

  6حداقل یک ) = 6دقیقاً یک (یا ) 6هر دو (               بیاید؟6پیامد اینکه حداقل یک ) ج
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )6,1 6,2 6,3 6,4 6,5, , , , , 6,6
C

1,6 2,6 3,6 4,6 5,6, , , ,
  =  
  

  

  فرد باشد؟رو شده  آنکه حاضل ضرب اعداد پیشامد) د
  حالت حالت                                                                       

  3 3 9×   حاصل ضرب فرد= هر دو فرد=  =
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )













=

5,5
5,3
5,1

,
,
,

3,5,1,5
3,3,1,3
3,1,1,1

D   

 مهره با هـم بـه طـور تـصادفی     3 دارد ، از این جعبه  مهرۀ قرمز وجود2 مهرۀ سبز و 6 مهرۀ زرد ،  4 در جعبه ای     :مثال  
  :بیرون می آوریم مطلوب است 

تعداد اعضای فضای نمونه ای                                                           ) الف







=

3
12

S  

  »هر سه مهره زرد باشند«تعداد اعضای پیشامد ) ب

 







=

3
  هر سه زرد4

  »هر سه هم رنگ باشند«تعداد اعضای پیشامد ) ج
  هر سه هم رنگ = هر سه سبز یا هر سه زرد 









+








3
6

3
  هر سه هم رنگ = 4
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 احتمال : پنجمفصل  

  . مهرۀ قرمز داریم ، لذا هر سه قرمز امکان ندارد2توجه کنید که چون فقط 
  »هر سه مهره غیر هم رنگ باشند«تعداد اعضای پیشامد ) د

  هر سه غیر هم رنگ =  زرد 1 سبز و 1مز و  قر1









×







×







=

1
2

1
6

1
  هر سه غیر هم رنگ 4

  » مهره زرد باشند2لااقل «تعداد اعضای پیشامد ) ه
   زرد 2لااقل ) =  زرد2 غیر زرد و 1(یا ) هر سه زرد(









+
















=

3
4

1
8

2
   زرد2لااقل 4

  »ند مهره زرد باش2حداکثر «تعداد اعضای پیشامد ) و
   مهره سبز 2حداکثر ) =  زرد2 غیر زرد و 2(یا )  زرد1 غیر زرد و 2(یا ) هر سه غیر زرد(

                                                                      







+
















+
















=

3
8

2
8

1
4

1
8

2
4  

زی بـرای نفـرات اول و دوم در نظـر           سه نفر به نام های احمد ، علی و سعید در یک مسابقه شرکت می کنند ، جوای                 : مثال  
  گرفته شده است ، هر یک از پیشامد های زیر را با مجموعه ای از زوج های مرتب معرفی کنید؟

 احمد جایزۀ اول را ببرد؟) الف

  A= } )علی و احمد(و ) سعید و احمد({
  علی جایزۀ دوم را ببرد؟) ب

  B=} )علی و احمد(و ) علی و سعید({
  یز را ببرند؟احمد و سعید جوا) ج

   C=} )سعید و احمد(و ) احمد و سعید({
 سکه ای را آن قدر پرتاب می کنیم تا برای سومین بار پشت ظاهر شود ، مطلوب است تعداد اعضای پیـشامد آنکـه                       :مثال  

  در پرتاب دهم ، به این منظور برسیم؟
 پرتـاب قبلـی   9شت ظاهر شده است ، پـس در   یعنی سکه ای را ده بار پرتاب می کنیم و در پرتاب دهم ، سومین پ     :پاسخ  

  :دو بار پشت ظاهر شده است که تعداد حالات ممکن برابر است با 

          9
2
 
 
 

 

   
 

  
  
  

9 پرتاب دو پشت ظاهر شده که تعداد این حالات برابر9در این 
2
 
 
 

  . است

  :پیشامد های ناسازگار 
∩=φ را ناسازگار گوییم هرگاه هیچ عضو مشترکی نداشته باشـند یعنـی            S از فضای نمونه ای      B و   Aدو پیشامد    BA 

 B= }1,3,6{ و  A=}5,2{ نتوانند با هم رخ دهند ، مثلاً در پرتاب یک تاس ، دو پیـشامد B وAبه عبارت دیگر دو پیشامد 

 پشت

 اولپرتاب  دومپرتاب  نهمپرتاب دهم پرتاب
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 احتمال : پنجمفصل  

  .ناسازگارند
  
  
  
  

   :احتمال هم شانس دو فضای گسسته
 فضای نمونه ای یک آزمایش تصادفی باشد ، هرگاه شانس وقوع هر یک از برآمد های این فضای نمونه ای                     Sفرض کنید   

با یکدیگر برابر باشد ، در این صورت این برآمد ها را برآمد های هم شانس می گوییم و این فضای نمونه ای را ، فـضای           
  .نمونه ای با برآمد های هم شانس می گوییم

دارد و شانس یـا   برآمد 6 عضو یا 6 تاسی سالم را یک بار پرتاب می کنیم ، فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی    :مثال  

احتمال وقوع همۀ برآمد های این فضا برابر و مساوی
6
  . است1

 برآمد دارد و شـانس  2 عضو یا 2 سکه ای سالم را یک بار پرتاب می کنیم ، فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی        :مثال  

یا احتمال وقوع همۀ برآمد های این فضا برابر و مساوی
2
  . است1

  :احتمال وقوع یک پیشامد در فضای نمونه ای گسسته با برآمد های هم شانس 
 یـک پیـشامد از ایـن        A  فضای نمونه ای آزمایشی تصادفی باشد که برآمد های آن هم شانس هستند ، اگـر                Sفرض کنید   

  : نمایش می دهیم ، به صورت زیر تعریف می گردد P(A) که آن را با Aفضای نمونه ای باشد ، آنگاه احتمال پیشامد 

=( ) ( )
( )Sn
AnAP =  

  : سکه ای سالم را دو بار پرتاب می کنیم مطلوب است احتمال اینکه :مثال 
  سکه دقیقاً یک بار پشت بیاید؟) الف

   S=})پ پ(و ) ر پ (و ) پ ر(و  ) ر ر({

( ) ( )
( )

n A 2 1P A
n S 4 2

⇒ = =  A= })ر پ(و ) پ ر( {=

  سکه در هر دو بار پشت بیاید؟) ب

( )
4
1

=⇒ BP})پ پ({ =B 

  سکه حداقل یک بار پشت بیاید؟) ج

( )
4
3

=⇒ CP})ر پ(و ) پ ر(و ) پ پ({ =C  
  :ی کنیم ، مطلوب احتمال اینکه دو تاس سالم را با هم پرتاب م: مثال 
  در هر دو تاس یکسان باشند؟رو شدهاعداد ) الف

( ) 3662 ==Sn  
A={(1,1) , (2,2) , (3,3) , (4,4) , (5,5) , (6,6)} 

( ) ( )
( ) 6

1
36
6
===⇒

Sn
AnAP   

   باشد؟8در هر دو تاس رو شدهمجموع اعداد ) ب
B ={(5,3) , (3,5) , (4,4) , (6,2) , (2,6)}     

  تعداد حالات مطلوب 
 کل تعداد حالات ممکن

A                        B  
S 
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 احتمال : پنجمفصل  

( ) ( )
( ) 36

5
==⇒

Sn
BnBP  

  
  
  
  حاصل ضرب اعداد روش زوج باشد؟) ج

     A=  حاصل ضرب زوج                                                            
  = حداقل یک زوج  = )هر دو زوج( یا )دومی فرد و اولی زوج( یا )دومی زوج و اولی فرد(

    حالت  حالت    حالت  حالت   حالت   حالت       
3 3 3 3 3 3= × + × + × 

( ) ( ) ( )
( )

n A 27 3n A 27 P A
n S 36 4

= ⇒ = = =  

  : یاد آوری 
   زوج×زوج= زوج                                               

   فرد×فرد =  فرد       زوج×فرد= زوج                                                                                                               
   فرد×زوج= زوج                                            

 کیـف بـه   n کیـف نقـره ای از میـان ایـن     2 تای آنها نقره ای است ، اگر احتمـال انتخـاب   3 کیف مشابه داریم که  n:تست 

 باتصادف برابر
2
   کدام است؟n باشد ، 1

1 (3        2 (4        3 (5        4 (6  

( ) ( )

3
2 1 3 1 n n 1 6
n n n 12 2

22

 
 
 = = ⇒ = ⇒ − =

− 
 
 

  P)  کیف نقره ای2انتخاب ( 

( )n n 1 3 2 n 3⇒ − = × ⇒ =  
 مهرۀ زرد وجود دارد ، سه مهره با هم به تصادف از این کیسه 2 مهرۀ نارنجی و 4 مهرۀ پسته ای و  6در کیسه ای    :مثال  

  :بیرون می آوریم مطلوب است احتمال اینکه 
  هر سه مهره نارنجی باشد؟) الف

  ( )

4
3

P A
12
3

 
 
 ⇒ =
 
 
 

  A= پیشامد هر سه مهره نارنجی 

   مهره زرد و دیگری پسته ای باشد؟2دقیقاً ) ب

 ( )

2 6
2 1

P B
12
3

  
  
  ⇒ =
 
 
 

   B= دیگری پسته ای  مهره زرد و 2
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 احتمال : پنجمفصل  

   مهره زرد باشد؟2دقیقاً ) ج
  C=  مهره زرد 2دقیقاً =  مهره زرد 2یر زرد و دیگری غ

( )

2 10
2 1

P C
12
3

  
  
  ⇒ =
 
 
 

  

  غیر زرد ها = پسته ای ها + نارنجی ها  = 6 + 4 = 10
  )سه مهره غیر هم رنگ باشند(هر مهره از یک رنگ باشد؟ ) د

( )

6 4 2
1 1 1

P D
12
3

   
   
   ⇒ =

 
 
 

  D= هر مهره از یک رنگ باشد 

   مهره نارنجی باشند؟2حداقل ) ه
  E=  نارنجی 2حداقل ) =  نارنجی2(بیشتر یا ) =  نارنجی2(یا ) سه نارنجیهر (

  ) =  نارنجی2 غیر نارنجی و 1(یا ) هر سه نارنجی(

( )

4 8 4
2 1 3

P E
12
3

    
+    

    =
 
 
 

  

  هر سه مهره هم رنگ باشند؟) و
  F= هر سه هم رنگ = هر سه نارنجی یا هر سه پسته ای 

                                                                                        ( )

6 4
3 3

P F
12
3

   
+   

   ⇒ =
 
 
 

  

   در یک خانواده با دو فرزند ، احتمال اینکه بچه ها از دو جنس مخالف و یا هر دو دختر باشند ، چقدر است؟:مثال 
  پسر= دختر            و           پ = د 

  S= } )پ پ(و ) د پ(و ) پ د(و ) د د({
 A= } )د پ(و ) پ د(و )  دد({

( ) ( )
( )

n A 3P A
n S 4

= =  

به وجـود  ) تکرار مجاز است (9 و 7 ، 5 ، 3 ، 1 به طور تصادفی با ترکیب ارقام      5000 رقمی کمتر از     4 اگر یک عدد     :مثال  
   بخش پذیر باشد را پیدا کنید؟5آید ، احتمال اینکه عدد ساخته شده بر 
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 احتمال : پنجمفصل  

  :پاسخ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  

  :ل تابع احتما
 که در شرایط زیر P فضای نمونه ای یک آزمایش تصادفی باشد ، منظور از یک تابع احتمال ، تابعی است مانند Sهرگاه 

  :صدق می کند 
[ ]P : S 0,1→  

1 (( ) 0: ≥⊂∀ APSA  
2 (( ) 1=SP  
، در این ) یعنی اشتراک هر دو پیشامد تهی باشد(یشامد های دو به دو ناسازگار باشند  پAnو ....  و A3 و A2 وA1اگر ) 3

  :صورت 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn APAPAPAPAAAAP ++++=∪∪∪∪ "… 321321  

  . می گویندکولوگروف در تعریف تابع احتمال ، اصول موضوع 3 و 2 و 1به اصول  : 1تذکر 

)رت ما قبلاً احتمال را روی فضای نمونه ای شاهی و هم شانس به صو : 2تذکر  ) ( )
( )

n A
P A

n S
 تعریف کردیم ، به =

  . یک تابع احتمال است ، یعنی در سه شرط فوق صدق می کندPسادگی دیده می شود این 
  :قوانین احتمال 

SA فضای نمونه ای وSهرگاه  SBو⊃ SC و⊃ ونه ای باشند در این صورت داریم  سه پیشامد از این فضای نم⊃
:  

( )P 0φ =1) 

( ) ( )A B P A P B⊆ ⇒ ≤2)  
( )0 P A 1≤ ≤3)   
( ) ( ) ( )0 P A B P A P A B 1≤ ∩ ≤ ≤ ∪ ≤4)   

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩5)   
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∩ = + − ∪6)   

( )A B P A B 0⇒ ∩ = φ⇒ ∩ = A و B7 ناسازگار)   
( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ = +⇒ A و B8 ناسازگار)  

3يا1

  طریق 2    × طریق 5   × طریق 5   × طریق  5

25052 3 =×== S 1،3،5،7،9با ارقام ⇒5000تعداد کل اعداد چهار رقمی کمتر از 

3يا1 5

  طریق 2    × طریق 5   × طریق 5   × طریق  1

2A 2 5 50= = ×  1،4،5،7،9م  با ارقا5000 کمتر از 5تعداد اعداد چهاررقمی مضرب =

( ) ( )
( )

n A 50 1P A
n S 250 5

⇒ = = =  
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 احتمال : پنجمفصل  

  :  باشد ، آنگاه این دو پیشامد حتماً ناسازگارند یعنی 1هرگاه مجموع احتمال دو پیشامد بیش از 
Aو  B ناسازگار ( ) ( )P A P B 1+ 〉 ⇒9)   

( ) ( )P A 1 P A′ = −10)   
)A و Bدو پیشامد دلخواه (،    ( ) ( ) ( )P A B P A P A B− = − ∩11)  

) =P) بزرگه (-P)کوچیکه( ) ( ) ( )BPAPBAPAB −=−⇒⊂12)   
   

  
  

  
( ) 0=−⇒=−⇒⊂ BAPBABA φ13)   

  
  
  

( ) ( )A B P A P B⊆ ⇒ ≤14)   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P A B P A C P B C P A B C∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩ 15)   

A و B و C16 دو به دو ناسازگار)  
 A B ,A C , B C ,A B C⇒ ∩ = φ ∩ = φ ∩ = φ ∩ ∩ = φ    

( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C⇒ ∪ ∪ = + +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )P A B P A B 1 P A B 1 P A P B P A B′′ ′∩ = ∪ = − ∪ = − + − ∩17)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )P A B P A B 1 P A B 1 P A P B P A B′′ ′∪ = ∩ = − ∩ = − + − ∪18)  
( ) ( ) ( )( )P A B Min P A , P B∩ ≤19)   
( ) ( ) ( )( )P A B Max P A , P B∪ ≥20)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 P A B P A , P B P A B P A P B 1≤ ∩ ≥ ≤ ∪ ≤ + ≤21)   
  :اکنون به اثبات برخی از قوانین فوق می پردازیم

  : اثبات 
 ( ) ( ) ( )P P 0 Pφ + φ ⇒ = φ                      ( ) ( )P Pφ = φ∪φ1)  

 
 

2)
( )

( )
B A B A

A B
A B A

 = ∪ − ⊆ ⇒  ∩ − = φ  
  

 
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P B P A P B A P A P B P A⇒ = + − ≥ ⇒ ≥  

  
):  کولموگروف 1دقت کنید که طبق اصل  )P B A 0− ≥  

( ) ( ) ( ) ( )P P A P S 0 P A 1φ ≤ ≤ ⇒ ≤ A       )2(طبق قانون          ≥ Sφ ⊆ ⊆3)  
  

A                    
B 

S

B                    
A 

S

  )2(طبق اصل 

  کولموگروف
                    

B-A    
B

S

   A   و  B-A       ناسازگارند 
  کولموگروف )2(طبق اصل  
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 احتمال : پنجمفصل  

  
  
  
  
  

( ) ( )
( ) ( )
A A B A B

A B A B
 = − ∪ ∩
 − ∩ ∩ = φ

11)  

  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P A B P A B P A B P A P A B⇒ = − + ∩ ⇒ − = −    کولموگروف) 3(طبق اصل ∩

  
( )

( )
A B A B A

A B A
 ∪ = ∪ − 
 ∩ − = φ  

5) 

 
 

( ) ( ) ( )( )P A P B P A B+ − )) 11(    طبق قانون ∩ ) ( ) ( )P A B P A P B A⇒ ∪ = +   )3(طبق اصل −
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B⇒ ∪ = + − ∩   
S A A
A A

′= ∪ 
 ′∩ = φ 

10) 

( ) ( ) ( ) ( )1 P A P A P A 1 P A′ ′= + ⇒ = ))  2(    طبق اصل − ) ( ) ( )P S P A P A′=   ) 3( طبق اصل+
  

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )P A B P A ,

P A B Min P A , P B
P A B P B

 ∩ ≤ ⇒ ∩ ≤ ∩ ≤  
  )2(طبق قانون 

A B A
A B B
∩ ⊆ 

 ∩ ⊆ 
19)  

  .سعی کنید نکات سادۀ زیر را به خاطر بسپارید
  . رخ ندهدAاحتمال اینکه ) 1

( ) ( )P A 1 P A′ = − 
  .  رخ دهندB یا A یکی از دو پیشامد حداقلاحتمال اینکه ) 2

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩  
  . رخ دهدA فقطاحتمال اینکه ) 3

( ) ( ) ( )P A B P A P A B− = − ∩  
  . رخ دهدB یا Aیکی از دو پیشامد  فقط احتمال اینکه) 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A B P B A P A B P A B P A P B 2P A B∆ = − + − = ∪ − ∩ = + − ∩  
  ) رخ دهدB نه و رخ دهد Aبه عبارت دیگر نه . ( رخ ندهدB و A از دو پیشامد هیچ یکاحتمال اینکه ) 5

( ) ( ) ( )P A B P A B 1 P A B′′ ′∩ = ∪ = − ∪  
  )B رخ ندهد یا Aبه عبارت دیگر یا . ( رخ ندهدB یا A دو پیشامد احتمال اینکه حداقل یکی از) 6

( ) ( ) ( )P A B P A B 1 P A B′′ ′∪ = ∩ = − ∩   
  : انتخاب می کنیم ، احتمال اینکه S=} 1 و 2 و 3و ....  و 100{ عددی به تصادف از مجموعۀ :مثال 

B                  A   

S

B                  A   
S
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 احتمال : پنجمفصل  

 14/خورده ای 

 4/خورده ای 

 2/خورده ای 

   پخش پذیر نباشد؟5 بخش پذیر باشد ، اما بر 3عدد انتخابی بر ) الف
   ؟5 بخش پذیر باشد و نه بر 3ه بر عدد انتخابی ن) ب
   بخش پذیر نباشد؟5 و 3 بخش پذیر باشد ولی بر 7عدد انتخابی بر ) ج

  : فرض می کنیم :پاسخ 
} : 3مضارب  }A x S : x 3K, K Z/= ∈ = ∈  
} : 5مضارب  }B x S : x 5K , K Z/′ ′= ∈ = ∈  

( ) ( )
( ) 100

13
==⇒

Sn
AnAP 13] = 33/خورده ای[( ) =



=

3
100An   

( ) ( ) ( )
( )

n b100 20n B 20 20 P B
5 n s 100

 = = = ⇒ = =    
   

} = 5 و 3مضارب  = 15مضارب  }A B x S : X 15K , K Z/′′ ′′∩ = ∈ = ∈   

( ) ( )
( )

n A B 6P A B
n S 100
∩

⇒ ∩ = )]6/خورده ای  = [6= ) 100n A B
15

 ∩ = =  
   

( ) ( ) ( ) 13 6 7P A B P A P A B
100 100 100

− = − ∩ = −   الف  ( =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )P A B P A B 1 P A B 1 P A P B P A B

13 20 6 531
100 100 100 100

′′ ′∩ = ∪ = − ∪ = − + − ∩

 = − + − = 
 

  ب( 

  
}7مضارب  }C x S : x 7K , K Z′′ ′′= ∈ = ∈    ج (=

( ) 14P C
100

⇒ =14 =  ( ) 100n C
7

 = =  
   

  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

P C A B P C A B P C A B P C P C A B

P C P C A C B P C P C A P C B P C A B

′ ′ ′∩ ∩ = ∩ ∪ = − ∪ = − ∩ ∪ = 
 

− ∩ ∪ ∩ = − ∩ + ∩ − ∩ ∩  

 

  
} = 3 و 7مضارب  = 21مضارب  }1 1C A x S : x 21K , K Z∩ = ∈ = ∈  

 ( )
100

44 =∩⇒= ACP   ( ) =



=∩

21
100ACn   

} = 5 و 7مضارب  = 35مضارب  }2 2C B x S : x 35K , K Z/∩ = ∈ = ∈  

( ) 22 P C B
100

= ⇒ ∩ =  ( ) 100n C B
35

 ∩ = =  
  

} = 5 و 3 و 7مضارب = 105مضارب  }3 3C A B x S : x 105K , K Z∩ ∩ = ∈ = ∈  

( ) ( )100n C A B 0 P C A B 0
105
 ∩ ∩ = = ⇒ ∩ ∩ =  

   

( ) 14 4 2 8P C A B 0
100 100 100 100

 ′ ′∩ ∩ = − + − = 
 

(1)   
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 احتمال : پنجمفصل  

یم ، احتمال آنکه عـدد انتخـاب شـده          انتخاب می کن   S= }1 و   2 و   3و  ...  و   9{ عددی به تصادف از فضای نمونه ای         :مثال  
  ) مرحله دوم– 70کنکور ریاضی ( باشد را بدست آورید؟ 3زوج یا مضرب 

  A= عدد انتخاب شده زوج= }2 و 4 و 6 و 8{

  B  = 3عدد انتخاب شده مضرب = } 3 و 6 و 9{

}                  :راه اول  } ( ) ( )
( )

n A B 6 2A B 2,4,6,8,3,9 P A B
n S 9 3
∪

∪ = ⇒ ∪ = = =  

}         :راه دوم } ( ) ( ) ( ) ( ) 4 3 1 6 2A B 6 P A B P A P B P A B
9 9 9 9 3

∩ = ⇒ ∪ = + − ∩ = + − = =  

  : عدد زوج مثبت انتخاب می کنیم ، احتمال آنکه عدد انتخاب شده10یک عدد به طور تصادفی از میان اولین : مثال 
   نباشد؟4 و 3مضرب ) ج    . نباشد4مضرب ) ب    . نباشد3مضرب ) الف

  S= }2 و 4 و 6 و 8 و 10 ، 12 و 14 و 16 و 18 و 20{
   الفA (=  باشد 3مضرب = } 6 و 12 و 18{

( ) ( )3 3 7P A P A 1
10 10 10

′= ⇒ = − =  
   ب B (=}4 و 8 و 12 و 16 و 20{

( ) ( )5 5 5P B P B 1
10 10 10

′= ⇒ = − =  

( )′∩=′∪′ BABA = ج ( نباشد 4 یا 3مضرب =  نباشد 3 نباشد یا مضرب 4مضرب  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )P A B 1 P A B 1 P A P B P A B′∩ = − ∩ = − + − ∪(1)   

{ } ( ) 7A B 6,12,18,4,8,16,20 P A B
10

∪ = ⇒ ∪ =     

           ( ) 3 5 7 1 9P A B 1 1
10 10 10 10 10

′  ⇒ ∩ = − + − = − = 
 

(1)  

( )′∩=′∪′= BABA حل   راه                                 .  نباشد4 یا 3مضرب =  نباشد3 نباشد یا مضرب 4مضرب
  )ج(دوم 

{ } ( ) 1A B 12 P A B
10

∩ = ⇒ ∩ =   

( ) ( ) 1 9P A B 1 P A B 1
10 10

′∩ = − ∩ = − =   
  .مسلماً راه دوم بسیار کوتاهتر و جالب تر از راه اول است ، اما هدف ، یادگیری قوانین احتمال بود

  : مال شرطی احت
) دو پیشامد از آن باشند ، به طوریکه     B و   A فضای نمونه ای یک آزمایش تصادفی و         Sهرگاه   )P B )یا (≠0 )P B 0〉 

 قبلاً  B رخ دهد به شرط آنکه پیشامد        A، در این صورت احتمال اینکه پیشامد        )  هیچ گاه منفی نمی شود     P(B)باشد ، زیرا    
) داده است را با نمادرخ )BAP نمایش داده و آن را به صورت زیر تعریف می کنیم :  

= ( ) ( )
( )

P A B
P A B

P B
∩

=  

  
) در مخرج کسر قرار می گیرد ، شرط P (B)از آنجا که در دستور فوق ،: تذکر  )P B   . ضروری است≠0

 احتمال اشتراکشون 
احتمال سمت راستی 
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 احتمال : پنجمفصل  

) را با استفاده از دستور A ، P(A)ی پیشامدی چون قبل از احتمال شرسط ، برا   تا: تذکر )
( )

n A
n S

 محاسـبه مـی کـردیم و    

در محاسبۀ این احتمال ها از هیچ نوع اطلاعات اضافی استفاده نمی کردیم از این احتمال به طور مطلق محاسبه می شـد ،                        
 رخ داده اسـت و لـذا در   B ، پیشامدی چـون  A چون اما در احتمال شرطی ، توجه داشته باشید که قبل از وقوع پیشامدی     

  . ، باید این مطلب را حتماً حتمنی لحاظ کنیمAمحاسبۀ احتمال وقوع پیشامد 
  .به مثال های زیر توجه کنید

  :تاسی سالم را یک بار پرتاب می کنیم اگر بدانیم عدد روش زوج است مطلوب است احتمال اینکه : مثال 
   باشد؟3عدد روش بزرگتر از ) ب    عدد روش اول باشد؟) الف

نیست ، در ایـن  } 1 و 2 و 3 و 4و 5  و6{ چون می دانیم عدد روش زوج است لذا فضای نمونه ای دیگر مجموعۀ :پاسخ 
کوچـک  ( تحدید شده است    B= عدد روش زوج    = }2 و   4 و   6{ به مجموعۀ کوچکتری به صورت       Sحالت فضای نمونه ای     

  :رض ، احتمال اینکه بنابراین با این ف) شده است
  :عدد روش اول باشد برابر است با ) الف

)   ،  A= پیشامد عدد روش اول باشد = } 2{ )
3
1

=BAP   
  
  : باشد برابر است با 3عدد روش بزرگتر از ) ب

)    و  C=  باشد 3پیشامد عدد روش بزرگتر از = } 4 و 6{ ) 2P C B
3

=   
  :فضا های نمونه ای گسسته ، دستور احتمال شرطی ، به صورت زیر ، ساده تر نیز می شود  در :نکتۀ مهم 

( ) ( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )

n A B
P A B n S n A B

P A B
n BP B n B
n S

∩
∩ ∩

= = =   

  . تحدید شده استBبه این ترتیب می توان گفت ، در پیشامد تصادفی شرطی فوق ، فضای نمونه به مجموعۀ 
 به دست مـی     B ، مجموعۀ    Aذف تعدادی از اعضای      تحدید شده است هرگاه با ح      B به مجموعۀ    Aگوییم مجموعۀ   : تذکر  

  . می گوییمA به مجموعۀ Bآید ، عکس این عمل را توسیع مجموعۀ 
 باشـد ، احتمـال آن کـه هـر دو عـدد              6 در پرتاب دو تاس با هم ، مشروط بر آن که مجموع دو عدد روش ، برابـر                    :تست  

  )74کنکور ریاضی (روش زوج باشند ، کدام است ؟ 

1(
2
1         2(

5
2        3(

5
3        4(

8
5  

 باشـد ، آنگـاه      6 پیشامد آمدن مجمـوع عـدد هـای روش برابـر             B پیشامد ، آمدن هر دو عدد روش زوج و           Aاگر  : پاسخ  
  :داریم 

  B= })2و  4(و ) 4 و 2(و ) 5 و 1(و ) 1 و 5(و ) 3 و 3({
   A= })2 و 4(و ) 4 و 2({

  ∩BA=})2 و 4(و ) 4 و 2({

( ) ( )
( )

n A B 2P A B
n B 5
∩

⇒ = =  
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 احتمال : پنجمفصل  

 را به طور تصادفی انتخاب کرده ایم ، مطلوب تعیـین اینکـه عـدد انتخـاب شـده زوج                     10 یک عدد طبیعی کوچکتر از       :مثال  
  است؟ 3باشد ، به شرط آنکه بدانیم عدد انتخاب شده ، مضرب 

  B= }3 و6 و 9{
}6{ =A   

}6{ =BA∩  

( ) ( )
( )

n A B 1P A B
n S 3
∩

= =  

 انتخاب می کنیم ، اگـر مجمـوع اعـداد دو کـارت     9 تا 1 کارت به شماره های 9 دو کارت با هم و به تصادف از بین           :مثال  
  زوج باشد ، احتمال آنکه هر دو رقم فرد باشند چیست؟

  :پاسخ 

،( )
4 5

n B
2 2
   

⇒ = +   
   

  B= پیشامد مجموع رقم های دو کارت زوج = هر دو فرد یا هر دو زوج 

  زوج ها = }2 و 4 و 6 و 8{

)فرد ها ،= }1 و 3 و 5و 7 و 9{  ) 







=








=⇒

2
5

2
فردها

An پیشامد هر دو رقم فرد =A  

( ) 







=∩⇒

2
5

BAnپیشامد مجموع دو کارت زوج و هر دو رقم فرد = هر دو رقم فرد=∩ BA  

( ) ( )
( )









+


















=
∩

=

2
5

2
4

2
5

Bn
BAnBAP  

در هر دو درس تجدید نشده انـد         % 10در فیزیک و     % 15دانش آموزان در ریاضی ،       % 20 در امتحانات یک کلاس      :تست  
، احتمال آنکه دانش آموزی از این کـلاس در درس فیزیـک تجدیـد شـده باشـد ، مـشروط بـر آنکـه در درس                            ) افتاده اند (

  )68کنکور ریاضی (نیز تجدید شده باشد ، کدام است؟ ریاضی 
1 (0/1       2 (0/2       3 (0/3       4 (0/5   

  :پاسخ 
 A= تجدید شدن در درس فیزیک 

  
 B=   تجدید شدن در درس ریاضی 

  
   ∩BA =  تجدید شدن در هر دو درس

( ) ( )
( )

P A B %10 10 1P A B 0 / 5
P B %20 20 2
∩

⇒ = = = = =   

  تقانون ضرب احتمالا

)                                                                                    : داشتیم  ) ( )
( )

P A B
P A B

P B
∩

=  

 ( ) ( ) ( )P A B P B P A B∩ =     طرفین وسطین      ⋅

( )
( )

( )

P B %15
P B %20

P A B %10

=
⇒ =

∩ =
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 احتمال : پنجمفصل  

این قانون را قانون ضرب احتمال می گوییم ، به وسیلۀ این قانون می توان احتمال رخداد هم زمـان دو پیـشامد را تعیـین                          
  .نمود
) پشت سر هـم   ( مهرۀ بنفش وجود دارد ، از این کیسه دو مهره را به طور متوالیاً                5 مهرۀ صورتی و     4در کیسه ای    : مثال  

  و بدون جایگذاری خارج می کنیم ، مطلوب است احتمال آنکه هر دو مهره صورتی باشند؟
  :پاسخ 

  P )دومی صورتی و اولی صورتی= ( 
  P )اولی صورتی (× P) نکه اولی نیز صورتی باشددومی صورتی باشد به شرط آ( 

   A= اولی صورتی 
  B= دومی صورتی 

  

( ) ( ) ( ) 4 3 1P A B P B P A B
9 8 6

⇒ ∩ = ⋅ = × =  

 از C و B وAقانون ضرب احتمال برای سه پیشامد یا بیشتر نیز ، قابل تعمیم است ، این قانون برای سـه پیـشامد    :نکته 
   :های مثبت به صورت زیر در می آید  با احتمال Sفضای نمونه ای 

( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B A P C A B∩ ∩ = ⋅ ⋅ ∩  
)منظور از: تذکر  )BACP   . استB و A به شرط وقوع هر دو پیشامد  C ، احتمال وقوع پیشامد ∩

  :اثبات 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )P B A P A B C

P A P A B C
P A P B A
∩ ∩ ∩

= ⋅ ⋅ = ∩ ∩
∩

  طرف راست راه اول  

   :راه دوم

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
D

P A B C P A B C

P D C P D P C D P A B P C A B P A P B A P C A B

  
∩ ∩ = ∩ ∩ =  

  
∩ = × = ∩ × ∩ = × × ∩

�	
  

  : مهرۀ سیاه وجود دارد ، از این کیسه 6 مهرۀ سفید و 5سه در یک کی: مثال 
   مهره با هم خارج می کنیم ، مطلوب است احتمال آنکه هر سه هم رنگ باشند؟3) الف

 ( )

5
3 3

P A
11

3 3

   
   
   ⇒ = =
   
   
   

  A= هر سه سفید 

 ( )

6
3 3

P B
11

3 3

   
   
   ⇒ = =
   
   
   

  B=  هر سه سیاه 


















+









=

3
11

3
6

3
5

   P) هر سه هم رنگ = (P ) =یاههرسه سفید یا هر سه س( 

  سفيدها
  
  

 ل   ک

  سياهها
  
  

    کل
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 احتمال : پنجمفصل  

   مهرۀ متوالیاً بدون جایگذاری خارج می کنیم ، مطلوب احتمال آنکه هر سه هم رنگ باشند؟3) ب
  P)= هر سه هم رنگ= (

   P)) سومی سفید و دومی سفید و اولی سفید(یا ) سومی سیاه و دومی سیاه و اولی سیاه((
 C= اولی سفید 

 B= دومی سفید ⇒P ) و اولی سفیدسومی سفید و دومی سفید  = (

 A= سومی سفید 

( ) ( ) ( ) ( ) 5 4 3P A B C P A P B A P C A B
11 10 9

∩ ∩ = × × ∩ = × ×  
  :به همین ترتیب 

6 5 4
11 10 9

×    P) سومی سیاه و دومی سیاه و اولی سیاه= (×
5 4 3 6 5 4

11 10 9 11 10 9
× × + ×   ⇒P) هر سه هم رنگ= (×

   جایگذاری خارج می کنیم ، مطلوب است احتمال آنکه هر سه هم رنگ باشند؟  مهره متوالیاً با3) ج
  P) هر سه هم رنگ= (

  P)) سومی سفید و دومی سفید و اولی سفید(یا ) سومی سیاه و دومی سیاه و اولی سیاه((

11
6

11
6

11
6

11
5

11
5

11
5

××+××=   
مین مهره و سـفید بـودن اولـین و دومـین مهـره      ، سفید بودن اولین مهره تأثیری در سفید بودن دو      ) ج(در واقع در حالت     

  .تأثیری در سفید بودن سومین مهره ندارند ، این مطلب ما را به تعریف پیشامد های مستقل از هم ، وا می دارد
  .قبل از تعریف پیشامد های مستقل از هم ، به بیان مثال جالبی می پردازیم

 است ، هر بار یک مهره را انتخاب کرده و رنگ آن را می بینیم ، اگر             مهرۀ قرمز  3 مهرۀ سفید و     5 کیسه ای محتوی     :مثال  
سـه   ، آن را همراه بـا  اگر سفید باشد دیگر به کیسه بر می گردانیم و دو مهرۀ قرمز باشد ، آن را به همراه       مهره قرمز این  

رنگ سه مهرۀ اول به تناوب تغییـر         به کیسه برمی گردانیم ، احتمال انیکه در انتخاب پی در پی مهره ها ،                 مهرۀ سفید دیگر  
  کند ، چقدر است؟

  :پاسخ 
   5مهرۀ سفید 
  3مهرۀ قرمز 

   مهره8جمعاً 
      ( ) ( )P(A B) P A P B= +∪  

  
  سفید   –    قرمز      –      سفید  قرمز            –      سفید      –   قرمز  

  

( ) 5 3 5 3 3 5 3 2P A B
5 3 5 3 2 5 3 2 3 3 5 3 5 2 3 5 2 3

+ +
∪ = × × + × ×

+ + + + + + + + + + + +
  

                                            
13
5

10
5

8
3

13
8

11
3

8
5

××+××=  

                           
131116

165240
1328
513

13118
120

××
+

=
××
××

+
××

=  
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 احتمال : پنجمفصل  

                                                                  
161311

405
××

=        
  :استقلال دو پیشامد یا دو پیشامد مستقل 

 را مستقل از هم گوییم هرگاه وقوع یا عدم وقوع هر یک از آنها ، تأثیری در وقوع S نمونه ای  از فضایB و Aدو پیشامد 
)یا عدم وقوع دیگری نداشته باشد ، واضح است که در این حالت               ) ( )P A B P A=    یعنی چه ،B         ، رخ داده باشـد ، چـه 

  :ست بنابراین در این حالت با توجه به دو فرمول زیر رخ دهد در هر دو حالت مساوی اAرخ نداده باشد ، احتمال اینکه 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
P A B P B P A B

P A B P A

∩ = ⋅

=
  

  :نتیجه می شود 
( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅  

  :لذا می توان گفت 
  : را مستقل از هم گوییم اگر و فقط اگر که داشته باشیم s از فضای نمونه ای b و Aدو پیشامد 

( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅   

  ) نا مستقل(بسته دو پیشامد وا
  :  را وابسته گوییم هرگاه مستقل نباشند به عبارت دیگر هرگاه S نمونه ای فضای از B و Aدو پیشامد 

( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ ≠ ⋅   

Aدیــدیم کــه هرگــاه : توجــه مهــم  B∩ = φ در ایــن صــورت داریــم ،A و B  را ســازگار مــی گفتــیم ، در حــالی کــه 
)هرگـــاه ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅ A و B را مـــستقل از هـــم و هرگـــاه ( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ ≠ × A و B را 
می گفتیم ، لذا ناسازگاری و مستقل بودن دو پیشامد ، ربطی به هم ندارند و دو موضوع کاملاً جـدا از                      ) نا مستقل (وابسته  

  .ری طی نکنیدهم هستند ، خواهشاً این موضوع را به خاطر بسپارید و این دو را با یکدیگ
 ( )A B P A B 0⇒ ∩ = φ⇒ ∩ = Aو  B ناسازگار  

( ) ( ) ( )P A B P A P B⇒ ∩ = ⋅ Aو  B  مستقل از هم  
( )A B P A B S⇒ ∩ ≠ φ⇒ ∩ ≠ Aو  Bناسازگار  

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A B P A P B⇒ ∩ ≠ ∩ ≠ × Aو  B  وابسته  
 اسـت   0/8سال قبـول شـود       و احتمال آنکه ونوس در کنکور ام ـ       0/7احتمال آنکه احمد در کنکور امسال قبول شود         : مثال  

  :مطلوب است احتمال آنکه 
  A= قبولی احمد در کنکور امسال 
  B= قبولی ونوس در کنکور امسال 

  هر دو در کنکور امسال قبول شوند؟) الف
( ) ( ) ( )P A B P A P B 0 / 7 0 /8 0 / 56∩ = × = × =  

از هـم انـد یعنـی       توجه داشته باشید که قبولی احمد در کنکور امسال و قبولی ونوس در کنکور امسال دو پیشامد مستقل                   
  .قبول و یا عدم قبول هر یک از این دو ، تأثیری در قبول یا عدم قبولی دیگری ندارد

  حداقل یکی از آنها در کنکور امسال موفق شوند؟) ب
  :این بدان معنا است که یا احمد قبول شود یا ونوس یا هر دو یعنی 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B 0 / 7 0 /8 0 / 56 0 / 94∪ = × − ∩ = × − =  
   نشود؟احمد قبول شود ولی ونوس قبول) ج
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 احتمال : پنجمفصل  

( ) ( ) ( )P A B P A P A B 0 / 7 0 / 56 0 /14− = − ∩ = − =  
  فقط یکی از این دو قبول شوند؟) د

( ) ( ) ( )P A B P A B P A B 0 / 94 0 / 56 0 / 38∆ = ∪ − ∩ = − =  
  احمد قبول نشود یا ونوس قبول نشود؟) ه

( ) ( ) ( )P A B P A B 1 P A B 1 0 / 56 0 / 44′′ ′∪ = ∩ = − ∩ = − =  
  :تعریف سه پیشامد مستقل از هم 

  :ند یعنی  را مستقل از هم گوییم هرگاه اولاً دو به دو مستقل از هم باشC و B و Aسه پیشامد 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P A B P A P B
P A B P A P C
P B C P B P C

∩ = ×
∩ = ×
∩ = ×

  

  :و ضمناً داشته باشیم 
( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C∩ ∩ = × ×  

 دو به دو مستقل بودن سه پیشامد شرط لازم برای مستقل بودن سه پیشامد است ولی کافی نیست ، بـه مثـال       :تذکر مهم   
  :زیر توجه کنید

  : در این صورت داریم C={b ,d} و S={a ,b ,c ,d} ، A={a ,b} ،   B={a ,c} فرض می کنیم :مثال 

( ) ( ) ( )1 1 1P C , P B , P A
2 2 2

= =   : ، ضمناً داریم =

{ } ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )

1A B a P A B P A P B
4
1A C b P A C P A P C
4
1B C c P B C 1 B P C
4

∩ = ⇒ ∩ = = ×

∩ = ⇒ ∩ = = ×

∩ = ⇒ ∩ = = ×

  

( ) ( ) ( ) 1A B C P A B C 0 P B P C
8

∩ ∩ = φ⇒ ∩ ∩ = ≠ × × =   
  . ، دو به دو مستقل باشند ، لزومی ندارد که هر سه مستقل از هم باشندC و B و Aبنابراین اگر سه پیشامد 

 نشانه گیری شده و شلیک می شوند ، احتمال برخـورد تیـر آنهـا بـه هـدف ، بـه                       سه تفنگ مستقلاً ، به سمت هدفی      : مثال  
  : است ، مطلوب است احتمال این که 0/9 و 0/8 ، 0/7ترتیب 

  .تیر هر سه تفنگ به هدف اصابت کند) الف
  .تیر هیچ کدام به هدف اصابت نکند) ب
  .تنها تیر یک تفنگ به هدف اصابت کند) ج

( ) ( ) ( )P A 0 / 7 , P B 0 /8 , P C 0 / 9= = =   
  :در این صورت داریم :  فرض می کنیم :پاسخ 

( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C 0/ 7 0 /8 0 / 9 0 /504∩ ∩ = × × = × ×   الف (=
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )P A B C P A P B P C 1 0 / 7 1 0 /8 1 0 / 9

0 / 3 0 / 2 0 /1 0 / 006

′ ′ ′ ′ ′ ′∩ ∩ = × × = − − −

= × × =
  ب (
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 احتمال : پنجمفصل  

( ) ( ) ( ) =∩′∩′+′∩∩′+′∩′∩ CBAPCBAPCBAP) ج  
  

   نخورد  C و Bولی تیر  به هدف بخورد Aتیر                      نخوردC و A به هدف بخورد ولی تیر Bتیر         نخوردB و A به هدف بخورد ولی تیر Cتیر

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P A P B P C P A P B P C′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ + +  

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 / 7 0 / 2 0 /1 0 / 3 0 /8 0 /1 0 / 3 0 / 2 0 / 9= + +  
0 / 014 0 / 024 0 / 054 0 / 092= + + =  

  : پیشامد مستقل از هم nتعریف 
 n-1، و هـر     ...  مستقل اند ، هرگاه احتمال اشتراک هر تایی از آنها ، هر سه تایی از آنها ،                   Anو  ...  ،   A2 و   A1پیشامد های   

  . تایی آنها ، برابر حاصل ضرب احتمال های متناظرشان باشدnمچنین اشتراک تایی از آنها و ه
  :نکاتی راجع به پیشامد های مستقل از هم 

  : با هر پیشامد دیگری مستقل اند یعنی φ و Sپیشامد های ) 1
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P A P A P
P A S P A P S

∩φ = × φ
∩ = ×

  

2(φ با خودش و S خودش ، مستقل اند یعنی  نیز با:  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P P P
P S S P S P S

φ∩φ = φ × φ
∩ = ×

  

  . می باشندSو φتنها پیشامد هایی که با خودشان مستقل اند ،) 3
  : می باشد ، زیرا φتنها پیشامدی که با خودش هم مستقل و هم ناسازگار است ، پیشامد)4

 
P( ) P( ) P( )
φ∩φ = φ
 φ∩φ = φ × φ

  

  :آنگاه .  مستقل از هم باشند B و Aهرگاه ) 5
  . نیز مستقل اند′B وA) الف
  . نیز مستقل اندB و ′A)ب
  . نیز مستقل اند′Bو′A)ج
  : صورت  سه پیشامد مستقل از هم باشند ، در اینC و B و Aهرگاه ) 6

B باA) الف C∪نیز مستقل است .  
B باA) ب C∩نیز مستقل است .  
B باA ) ج C−نیز مستقل است .  
  . با جیر مجموعه ها به دست می آید ، نیز مستقل استC و B با هر پیشامدی که از Aبه طور کلی ) د
)تقل از هم باشند ، آنگاه  مسB و Aهرگاه ) 7 ) ( )P A B P A=   
  ... نیز مستقل از هم اند و ′C وB و A مستقل از هم باشند ، آنگاه C و Bو Aهرگاه ) 8
A پیشامد هایی مستقل از هم باشند وB و Aهرگاه ) 9 B⊆ آنگاه ،P(A)=0 یا P(B)=1  

  :ی را سه بار پرتاب می کنیم ، مطلوب است احتمال آنکه سکه ا: مثال 
  فقط یک بار رو بیاید؟) ج    هر سه بار پشت بیاید؟ ) ب    هر سه بار رو بیاید؟) الف

  :پاسخ 
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 احتمال : پنجمفصل  

واضح است که احتمال رو آمدن هر پرتاب ، به نتیجۀ پرتاب های دیگر ، بستگی نـدارد ، لـذا نتیجـۀ هـر پرتـاب مـستقل از           

بیایـد مـساوی   » پـشت «بیاید یـا    » رو«ی دیگر می باشد ، ضمناً در هر پرتاب ، احتمال آنکه سکه              پرتاب ها نتیجۀ  
2
 اسـت   1

  :بنابراین داریم 
  الف ( P) هر سه رو = (P) سومی رو و دومی رو و اولی رو (

  

( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1P A B C P A P B P C
2 2 2 8

⇒ ∩ ∩ = × × = × × =  

برابرنیز به همین ترتیب پاسخ این قسمت ) ب
8
  . است1

  :می تواند در پرتاب اول یا دوم یا سوم باشد پس داریم » رو«بیاید ، آمدن » رو«برای آنکه فقط یک بار ) ج

8
3

2
1

1
3 3

=





×







   

  :روش دوم 
   S = })پ پ پ(و ) ر پ پ(و ) پ ر پ(و ) ر ر پ(و )پ پ ر(و) ر پ ر(و ) پ ر ر(و ) ر ر ر({

   A= یک بار رو = } )ر پ پ(و )  پپ ر(و ) پ پ ر({

( ) ( )
( )

n A 3P A
n S 8

⇒ = =   

  
  .اقلاً یک بار رو بیاید) د

  .اقلاً یک بار رو بیاید) = یک بار رو بیاید(یا ) دو بار رو بیاید(یا ) هر سه بار رو بیاید(
  =نیاید ) پ پ  پ = (P-1) بیاید) پ پ پ((                                                    

  ⇒P) اقلاً یک بار رو بیاید = (P-1) بیاید) پ پ پ((

 1 71
8 8

⇒ −   )ب(طبق قسمت    =
) دو پیشامد مستقل از هم باشند وB و Aهرگاه : تست  )A 0 / )و =2 )P A B 0 / 4∪ ) باشد ، = )P Bکدام است؟   

1(0/3        2 (0/25      3(0/2        4(0/15  
  :پاسخ 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩  
( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ =    مستقل اندB و Aچون ⋅

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A P B∪ = + − ⋅⇒  
( ) ( )0 / 4 0 / 2 P B 0 / 2 P B= + −  

( ) 0 / 2 2 1P B 0 / 25
0 /8 8 4

= = = =  
رزند اول پسر است ، احتمال آنکه ، سه فرزند دیگـر ایـن خـانواده     خانواده ای دارای چهار فرزند است ، می دانیم ف   :تست  

  دختر باشند چقدر است؟

1(
16
7        2(

8
3        3(

16
1        4(

8
1  
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 احتمال : پنجمفصل  

  
فرزند بعدی ندارد ، ضمناً پسر یا دختر بـودن هـر             پسر بودن فرزند اول ، هیچ تأثیری در پسر یا دختر بودن سه               :پاسخ  

یک از سه فرزند بعدی نیز تأثیری در پسر یا دختر بودن بقیۀ فرزندان ندارد ، به عبارت دیگر ، این پیشامد ها مستقل انـد                          
  :لذا 

1  ،   )د= دختر               ( 1 1 1
2 2 2 8
× ×   P) د د د) = (د (× P)د (× P)د= (=

 برای آنکه یک خط تولید فعال بماند ، لازم است که یکی از سه دستگاه تولید برق سالم باشد ، احتمـال آنکـه اولـی                           :تست  
 می باشد ، احتمـال آنکـه خـط          % 30 و   40% و همین احتمال برای دومی و سومی ، به ترتیب            60%بدون نقص کارکند ،     

  اند ، کدام است؟تولید فعال بم
1 (%81/2      2 (%83/2      3(%76/2      4 (%80/2  

 پیشامد های سالم بودن سه دستگاه تولید برق باشند ، پیشامد فعال ماندن خط تولید ، معـادل                C و   B و   Aهرگاه  : پاسخ  
Aبا B C∪   :، اما می دانیم ) یعنی یکی از سه دستگاه برق سالم کار کند( می باشد ∪

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P A B P A C P B C P A B C∪ ∪ = + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩   
زیرا کارکرد هیچ یـک از دسـتگاه هـای تولیـد بـرق ، بـه       ( دو به دو مستقل از هم هستند      C و   B و   Aو چون پیشامد های     
  :بنابراین داریم ) دیگری وابسته نیست

( ) ( ) ( )P A B P A P B 0 / 6 0 / 4 0 / 24∩ = ⋅ = × =  
( ) ( ) ( )P A C P A P C 0 / 6 0 / 3 0 /18∩ = ⋅ = × =   
( ) ( ) ( )P B C P B P C 0 / 4 0 / 3 0 /12∩ = ⋅ = × =  
( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C 0 / 6 0 / 4 0 / 3 0 / 072∩ ∩ = ⋅ ⋅ = × × =  

( )P A B C 0 / 6 0 / 4 0 / 3 0 / 24 0 /18 0 /12 0 / 072
832 83/ 20 /832 %83/ 2

1000 100

⇒ ∪ ∪ = + + − − − +

= = = =  

  : مستقل از هم باشند آنگاه B و A هرگاه :نکته 
  . نیز مستقل از هم اند′B و′A) الف
  . نیز مستقل از هم اندB و ′A )ب
  . نیز مستقل از هم اند′B وA) ج

  :ت الف اثبا
( ){ ( ) ( )P A B P A P B′∩ =   فرض : ⋅
( ){ ( ) ( )P A B P A P B′ ′ ′ ′∩ =   حکم : ⋅

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )P A B P A B 1 P A B 1 P A P B P A B′′ ′∩ = ∪ = − ∪ = − + − ∩   
 ( ) ( ) ( ) ( )1 P A P B P A P B= − −   طبق فرض       +
             ( )( ) ( ) ( )( )1 P A P B 1 P A= − − −  

                ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 P A 1 P B P A P B′ ′= − − = ⋅   
  :اثبات ب 

( ){ ( ) ( )P A B P A P B′ ′∩ =   حکم: ⋅
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 احتمال : پنجمفصل  

( ) ( ) ( ) ( )P A B P B A P B P A B′∩ = − = − ∩   
( ) ( ) ( )P B P A P B−    طبق فرض     =⋅

  ( ) ( )( ) ( ) ( )P B 1 P A P A P B′= − = ⋅  
  .است) ب(مشابه ) ج(اثبات 
 است ، احتمال آنکه هـیچ کـدام قبـول نـشوند     70% و 60% و 50%احتمال آنکه سه نفر در کنکور به ترتیب برابر     : تست  

  :برابر است با 
1 (0/06       2 (0/15      3 (0/28      4 (0/21  

) نفر باشند لذا طبق فرض     3 به ترتیب پیشامد های قبولی این        C و B و   Aفرض می کنیم    : راه اول   : پاسخ   )P A %50= 
،( )P B ) و   =%60 )P C  بـه هـم   دو بـه دو نـسبت       ، پیـشامدهایی     نفر در کنکـور      3پیشامدهای قبولی    ، چون    =%70

Cو′B و′A های آنها یعنیمستقل اند لذا متمم   . نیز مستقل از هم اند′
  :بنابراین احتمال اینکه هیچ کدام قبول نشوند برابر است با 

( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C′ ′ ′ ′ ′∪ ∪ = ⋅ ⋅  
     ( ) ( )( )1 0 / 5 1 0 / 6 1 07= − − −  

                     ( )( ) ( )0 / 5 0 / 4 0 / 3 0 / 060 0 / 06= = =  
 نفر باشند ، احتمال اینکه هیچ کـدام قبـول          3 به ترتیب پیشامد های قبولی این        C و   B و   Aمجدداً فرض می کنیم     : راه دوم   

  :نشوند برابر است با 

( ) ( )P A B C P A B C ′′ ′ ′∩ ∩ = ∪ ∪   
( )1 P A B C= − ∪ ∪  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 P A P B P C P A B P A C P B C P A B C= − + + − ∩ − ∩ − ∩ + ∩ ∩  

   چون پیشامد ها دو به دو مستقل اند
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )1 0 / 5 0 / 6 0 / 7 0 / 5 0 / 6 0 / 5 0 / 7 0 / 6 0 / 7 0 / 5 0 / 6 0 / 7− + + − − − + =  

( )1 1/8 0 / 30 0 / 35 0 / 42 0 / 21= − − − − +  
1 0 / 94= −    
0 / 06=    

  :قانون احتمال کل 
 باشـد آنگـاه بـه شـرط     S پیـشامدی از  A افراز شده باشـد و اگـر   B1 ، B2 ،  ... ،B n پیشامد n به Sاگر فضای نمونه ای 

( )i1 i n , P B 0≤ ≤   : داریم ≠
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 nA A B A B A B A B= ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∪ ∩"  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 nA B A B A B A B∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ = φ"  
  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 nP A P A B P A B P A B⇒ = ∩ + ∩ + +   طبق اصل سوم کولموگراف "∩

( ) ( )
n

i
i 1

P A P A B
=

= ∩∑ )1(   
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 احتمال : پنجمفصل  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
)از طرفی با توجه به تعریف احتمال شرطی و فرض  )iP B   : داریم ≠0

( ) ( ) ( )i i iP A B P B P A B∩ = ⋅ (2)  
  : داریم (2) و (1)لذا از 

( ) ( ) ( )
n

i i
i 1

P A P B P A B
=

= ⋅∑   

 3 شـامل  B2 مهرۀ سـیاه اسـت ، ظـرف    11 مهرۀ سفید و 5 شامل B1 داریم ، ظرف B1   ، B2   ، B3سه ظرف همانند    : مثال  
مهره ای به تصادف از یکی از سه ظرف         .  تنها شامل مهره های سفید است        B3 مهرۀ سیاه است ، و ظرف        9مهرۀ سفید و    

   ، احتمال اینکه مهره سفید باشد چقدر است؟انتخاب و از آن مهره ای در می آوریم
 ، پیشامد انتخاب مهرۀ سفید باشد ، واضح است که احتمال اینکه مهره سفید باشد به این بستگی Aفرض می کنیم : پاسخ 

طبـق  دارد که اولاً چه ظرفی انتخاب شده باشد و ثانیاً با چه احتمالی مهرۀ سفید از آن ظرف بیرون آمده باشد ، بنـابراین                         
   :فرمول احتمال کل داریم

 P) سفید  = (P)ظرف اول (×P)سفید/ ظرف اول + (P)ظرف دوم (× P)سفید/ ظرف دوم+ (

   P)ظرف سوم (×P) سفید/ ظرف سوم(
(1)    ،  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3P A P B P A B P B P A B P B P A B= + + 

  یا

  ( ) ( ) ( )
3

i i
i 1

P A P B P A B
=

= ∑  

می دانیم که احتمال انتخاب هر ظرف برابر
3
  :لذا .  است 1

( ) ( ) ( )1 2 3
1P B P B P B
3

= = =   
  :ضمناً داریم 

         ( )3P A B )  و  =1 )2
1P A B
4

)  و = )1
5P A B

16
=   

  : داریم (1)بنابراین از 

( ) 1 5 1 1 1 25P A 1
3 16 3 4 3 48

= ⋅ + ⋅ + ⋅ =   
دو مهرۀ سفید و دو مهرۀ سیاه را در کیسه ای ریخته و یک مهره را از آن خارج می کنیم و بدون آنکه به رنگ آن                       : ست  ت

  :نگاه کنیم ، مهرۀ دومی را از کیسه خارج می کنیم ، احتمال آنکه مهرۀ دوم سفید باشد برابر است با 

1(
3
1        2(

6
1        3(

9
2        4(

2
1  

  

  B1  B2       ......      Bn  

       A                                          

                          

S
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 احتمال : پنجمفصل  

  :سفید بودن مهرۀ دوم به سفید یا سیاه بودن مهرۀ اول بستگی دارد لذا داریم : پاسخ 
  P)مهرۀ دوم سفید = ()Pمهرۀ اول سفید  (× )Pمهرۀ دوم سفید/ مهرۀ اول سفید(

  + P) مهرۀ اول سیاه (× )Pفیدمهرۀ دوم س/ مهرۀ اول سفید(

2
1

6
2

6
1

3
2

4
2

3
1

4
2

   ⇒P)مهرۀ دوم سفید= (×+×=+=
 باشـد ، والـدینی کـه        0/09 و بـه فرزنـد دختـر         0/12فرض کنید انتقال نوعی بیماری ارثی از والدین به فرزند پسر            : مثال  

  ار فرزندی را دارند ، مطلوب است احتمال آنکه این فرزندی سالم باشد؟حاصل این نوع بیماری هستند ، انتظ
 B2 و دختر بودن آن را با B1 فرزندی که به دنیا خواهد آمد یا پسر است یا دختر ، پس اگر پسر بودن فرزند را با :پاسخ 

 نـشان  A سالم بـودن فرزنـد را بـا        ناسازگارند و حتماً یکی از آنها رخ خواهد داد ، حال اگر            B2 و   B1نمایش دهیم ، آنگاه     
  :دهیم داریم 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2P A P B P A B P B P A B= ⋅ + ⋅   

( ) ( )1 11 0 /12 1 0 / 09 0 / 44 0 / 455 0 /895
2 2

= − + − = + =   
 و اگر می دانستیم که دختر است ، این    0/88اگر می دانستیم که این فرزند پسر خواهد بود ، احتمال سالم بودن آن               : تذکر  

ه دنیا خواهد آمد اطلاعی نداریم ، بنابر دستور بالا ، این احتمال              بود ، اما چون از جنسیت فرزندی که ب         0/91احتمال برابر   
  . محاسبه شد0/895برابر 
برای حل مسأله ، اگر سعی می کردیم فهرستی از حالات ممکن تشکیل دهیم به نموداری درختی بـه صـورت زیـر                       : تذکر  

  :دست می یافتیم 
  
  

                           
  
  
  
  
  
  

  :هر یک از شاخه های نمودار بالا ، احتمال پیشامد نظیر آن شاخه را بنویسیم خواهیم داشت حال اگر روی 
 
 
 
 
 
 

  
  

 فرزند

 پسر

 دختر

 سالم

 ناسالم

 سالم

 ناسالم

 وضع سلامتی

 فرزند

 پسر

 دختر

 سالم

 ناسالم

 سالم

 ناسالم

 وضع سلامتی

2
1 

2
1 

0/88 

0/12 

0/91 

0/06 
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 احتمال : پنجمفصل  

حال اگر شاخه هایی را که به وضعیت سالم ختم می شوند ، مشخص کنیم و احتمال هـای روی آن شـاخه هـا را در هـم                             
  :ضرب و با نتیجۀ حاصل از شاخه های دیگر جمع کنیم خواهیم داشت 

1 10 /88 0 / 91 0 /895
2 2
× + × =

��	�
 ��	�

    

  شاخۀ     شاخۀ دوم      
  اول 

  . این همان جوابی است که با استفاده از دستور جمع احتمال ها به دست آمد ، این روش بسیار ساده و مفید است 
  .به مثال زیر توجه کنید

 درصـد مـردان ،    10و   زنـان    7% بقیـه را مـردان تـشکیل مـی دهنـد ، اگـر                46% جمعی کشوری را زنـان و        54%: مثال  
  تحصیلات دانشگاهی داشته باشند ، چند درصد جمعیت این کشور تحصیلات دانشگاهی دارند؟

  :پاسخ 
  
  

 
 
 

  
  

  
  

( ) ( ) ( ) ( )P 0/54 0/ 07 0/ 46 0/10 0/ 0378 0/ 046 0/ 0838 %8= = + = + =   احتمال مطلوب≅
  . جمعیت این کشور ، تحصیلات دانشگاهی دارند8%بنابراین تقریباً 

فرض کنید احتمال اینکـه اعتـصابی رخ دهـد    .  اعتصاب کارگران به تأخیر افتد تکمیل بنای راهی ممکن است به دلیل      : مثال  
 و احتملا اینکه اگر اعتصابی باشد ، کار به 0/8 باشد و احتمال اینکه ، اگر اعتصابی نباشد ، کار به موقع انجام نشود 0/65

  ر است؟باشد ، احتمال اینکه کار بنای راه به موقع انجام شود چقد 0/3موقع انجام شود
  
  
  
  
  
  
   

  
  

  
  

 جنسیت

 دانشگاهی

 غیردانشگاهی
 دانشگاهی

 غیردانشگاهی

 یت دانشگاهیوضع

 زن

 مرد

54/0  

46/0  

0/07 

0/93

0/10

0/90

 وضعیت کارگران 

 کار به موقع شود

 کار به موقع نشود

 کار به موقع شود

 کار به موقع نشود

 ت کاریوضع

 اعتصاب رخ دهد

  اعتصاب رخ ندهد

65/0  

35/0  

0/3 

0/7 

0/8 

0/2 
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 احتمال : پنجمفصل  

( )( ) ( )( ) 475/028/0195/08/035/03/065/0   احتمال اینکه کار به موقع انجام شود =+=+=
  روش دوم 
 

( )P A 0 /   ) P اعتصاب رخ دهد (==65
  

       A                                                                                                                                         
( )P B A 0 / 3=   P )کار به موقع انجام شوداعتصاب رخ دهد(=

  
                                                                                                                A                  B                

( ) 8/0=′= ABP )کار به موقع انجام نشوداعتصاب رخ ندهد(P 
  

                                                                                                               A′B                          
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P B P A P B A P A P B A′ ′= ⋅ + ⋅   
                                                                                              0 / 65 0 / 3 0 / 35 0 /8= × + ×    

                                                                                                                  0 /195 0 / 28= +  
                                                                                                                             0 / 475=    

 مهرۀ قرمز است ، 9 آبی و  مهرۀ12 مهرۀ قرمز است و دومی شامل 8 مهرۀ آبی و 10دو ظرف داریم ، اولی شامل : مثال 
از ظرف اول به تصادف مهره ای در آورده و در ظرف دوم قرار می دهیم سـپس از ظـرف دوم ، مهـره ای بـه تـصادف                              

  بیرون می آوریم ، احتمال اینکه این مهره آبی باشد ، چقدر است؟   
 بـه مهـره ای دارد کـه از ظـرف اولـی               احتمال اینکه مهره ای که از ظرف دوم انتخاب شده ، آبـی باشـد ، بـستگی                  :پاسخ  

  :انتخاب کرده و در ظرف دوم قرار داده ایم لذا فرض می کنیم 
B1 = پیشامد مهرۀ اول آبی باشد  
B2 = پیشامد مهرۀ اول قرمز باشد  

A =  پیشامد مهرۀ دوم آبی باشد  
  :در این صورت داریم 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2P A P B P A B P B P A B= × + ×  

( ) 10 13 8 12 65 48 113P A
8 22 18 22 198 198 198

= × + × = + =   
 3 عدد لامپ معیوب و در جعبـۀ دوم          5 عدد لامپ همانند وجود دارد ، در جعبۀ اول           20 و   30در دو جعبه به ترتیب      : مثال  

 لامپ به تصادف انتخاب می کنیم و آنهـا را بـه صـورت در    8 لامپ و از دومی 10عدد لامپ معیوب وجود دارد ، از اولی       
صادف لامپی بر می داریم ، احتمال اینکه این لامپ معیـوب باشـد ،               هم در جعبه ای جدید قرار می دهیم ، از این جعبه به ت             

  چقدر است؟
خارج می کنیم ، ممکن است این لامـپ از جعبـۀ اول یـا از جعبـۀ     / جعبۀ سوم ( هنگامی که یک لامپ از جعبۀ جدید    :پاسخ  

ردوم خارج شده باشد ، واضح است که احتمال اینکه این لامپ از جعبۀ اول بوده باشد براب                 
30
 و احتمال اینکه این لامـپ       10

از جعبۀ دوم بوده باشد برابر     
20
 است ، اما اگر این لامپ از جعبۀ اول آمده باشد ، احتمال معیـوب بـودنش برابـر                   8

30
 و  5

277

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



 احتمال : پنجمفصل  

اگر از جعبۀ دوم آمده باشد ، احتمال معیوب بودنش برابر
20
  : است بنابراین می توان نوشت 3

A = لامپ از جعبۀ اول باشد  
B = لامپ از جعبۀ دوم باشد  

M = معیوب بودن لامپ  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P M P A P M A P B P M B⇒ = ⋅ + ⋅  

( ) 10 5 8 3 1 3P M
30 30 20 20 18 50

= × + × = +   

( ) 25 27 52P M
450 450
+

= =  
 4 مهرۀ زرد و     B   ، 4هرۀ آسمانی ، در ظرف       م 4 مهرۀ زرد و     A   ، 5 داریم ، در ظرف      C و   B و   A سه ظرف همانند     :مثال  

 2 بـه ترتیـب   C و B و  Aاز ایـن سـه ظـرف        .  مهرۀ آسمانی موجود است      6 مهرۀ زرد و     C   ، 1مهرۀ آسمانی و در ظرف      
 به D قرار می دهیم ، سپس یک مهره از ظرف       D مهره به تصادف خارج می کنیم و ظرفی دیگر به نام             4 مهره و    3مهره ،   

   کنیم، احتمال این که این مهره آسمانی باشد چقدر است؟تصادف خارج می
 آمـده  C و یا از ظرف B یا از ظرف A خارج می کنیم ، ممکن است این مهره از ظرف        D و قتی یک مهره از ظرف        :پاسخ  

2 بوده باشد ،     Aباشد ، واضح است که احتمال آن که این مهره ، قبلاً در ظرف                2
2 3 4 9

 
 + + 

ل آن که از ظـرف       و احتما  

B    آمده باشد ، برابر 
9
 آمده باشد ، برابر  C و احتمال آن که از ظرف        3

9
 آمده باشـد ،  A است ، اما اگر این مهره از ظرف 4

احتمال آسمانی بودنش  
9
 آمده باشد ، همین احتمال برابرB و اگر از جعبۀ  4

8
 ، برابرC و برای جعبۀ 4

7
 است ، بنـابراین  6

  : باشد ، داریم D پیشامد انتخاب مهرۀ آسمانی از ظرف Mاگر 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P M P A P M A P B P M B P C P M C= ⋅ + ⋅ + ⋅   

                                  
1134
733

1134
432189112

21
8

18
3

81
8

7
6

9
4

8
4

9
3

9
4

9
2

=
++

=++=×+×+×=    
  : اریمسه کیسه مطابق رو به رو د: مثال 

  
  
    

  
  

 ، یک مهـره خـارج مـی کنـیم ،            C می ریزیم ، پس از کیسۀ        C مهره برداشته و در      B   ، 9 مهره و از کیسۀ      A   ، 12از کیسۀ   
  احتمال آبی بودن این مهره را حساب کنید؟

   P) آبی بودن مهرهA(P=  ) . (P) آبیB(P) + A . (P) آبیC(P) + B . (P)آبیC(: پاسخ 

  12 10 9 8 9 5
30 18 30 14 30 9

= × + × + ×  
و یا چند مهره را بدون نگاه کردن بـه کیـسه تزریـق              (هرگاه از کیسه ای چند مهره ، بدون نگاه کردن برداشته            : نکتۀ مهم   

نگی خاص باشد ، همانند آن است که ایـن          و سپس مهره ای از کیسه خارج کنیم ، آنگاه احتمال اینکه این مهره از ر               ) نموده
  .برداشتن یا تزریق کردن صورت نگرفته است

A B C 

   آبی10
  قرمز8

   آبی8
  قرمز6

   آبی5
  قرمز4
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 احتمال : پنجمفصل  

 مهرۀ قهوه ای وجود دارد ، ابتدا بدون نگاه کردن یک مهره از کیسه خارج می کنیم                 8 مهرۀ زرد و     10در کیسه ای    : تست  
  ت؟، سپس مهرۀ دومی را بیرون می کشیم ، احتمال اینکه این مهره زرد باشد چقدر اس

1(
1718
910

×
×      2(

5
4          3(

9
5      4(

10
6  

 طبق نکتۀ فوق کافی است احتمال زرد بودن مهره را قبل از اینکه مهرۀ اول را برداریم حساب کنیم لذا پاسخ برابر                       :پاسخ  
  :است با 

9
5

18
10

   P)زرد(==
  :اکنون در روش دوم ، از احتمال شرطی استفاده می کنیم 

  :راه حل دوم 
 ) اول زردمهرۀ (×P )مهرۀ دوم زردمهرۀ اول زرد+ (P )مهرۀ اول قهوه ای( ×P )مهرۀ دوم زردمهرۀ اول قهوه ای(

P) =مهرۀ دوم زرد(P   

( )
9
5

18
1089

1817
10

17
10

18
8

17
9

18
10

==+
×

=×+×=   
  
  

  :قانون بیز 
) باشد وS دو پیشامد از فضای نمونه ای B و Aهرگاه  )P A ) و≠0 )P B   : ، در این صورت داریم ≠0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P A B P B .P A B

P A B P A .P B A

 ∩ =


∩ =
⇒

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

P A B
P A B

P B

P A B
P B A

P A

 ∩
=




∩ =

  

( ) ( ) ( ) ( )P B P A B P A P B A⋅ = ⋅  
  :یا 

( ) ( )
( ) ( )P A

P A B P B A
P B

= ×  

  .قانون بیز نام نهاده اند )  میلادی1761 – 1702تامس بیز کشیش انگلیسی (این قانون را به نام 
 مهرۀ نارنجی B ، 6 مهرۀ قرمز و در کیسۀ 8 مهرۀ نارنجی و A  ، 10  ، در کیسۀB و دیگری A کیسۀ داریم یکی 2:مثال 

رۀ قرمز داریم ، مهره ای به تصادف بیرون می آوریم و مشاهده کردیم که نارنجی است ، احتمال اینکه ایـن مهـره                      مه 4و  
   در آمده باشد ، چقدر است؟Aاز 

  :پاسخ 
  C= نارنجی

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P A
P C A P C A

P C P A P C A P B P C B
× = ×

⋅ + ⋅
 A) = نارنجی(P    

1
10 1 10 252

1 10 1 6 10 618 8 520
2 18 2 10 18 10

× = × =
× + × +

 A) =نارنجی(P     
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 احتمال : پنجمفصل  

 دو  Aاز کیسۀ   .  مهرۀ نارنجی است     11 مهرۀ زرد و     B   ، 4 مهرۀ زرد و در کیسۀ       4 مهرۀ نارنجی و     A   ، 6 در کیسۀ    :مثال  
 مهره ای به تـصادف خـارج   B می اندازیم و سپس از کیسۀ Bمهره درآورده و بدون توجه به رنگشان ، آنها را در کیسۀ  

  :یم مطلوب است می کن
  احتمال اینکه این مهره زرد باشد؟) الف
   انتخاب شده باشد؟B ، زرد است ، چقدر احتمال دارد از مهره های اولیۀ کیسۀ Bاگر بدانیم مهرۀ خارج شده از کیسۀ ) ب

 Aه از کیـسۀ      مهره ای ک ـ   2 خارج می کنیم زرد باشد به این بستگی دارد که            B احتمال اینکه مهره ای که از کیسۀ         :پاسخ  
 قرار داده ایم زرد باشند ، نارنجی ، اما این دو مهـره ممکـن اسـت هـر دو زرد باشـند و در                          Bخارج کرده و درون کیسۀ      

 قرار گرفته باشند ، ممکن است یکی زرد و دیگری نارنجی باشد و ممکن هم هست که هر دو نارنجی بوده باشند                       Bکیسۀ  
ه ترتیب پیشامد انتخاب هر دو مهـره زرد ، یکـی زرد و دیگـری نـارنجی و هـر دو                      ب E1  ،E2   ، E3، اکنون فرض می کنیم ،       
  :  باشند لذا داریم Aمهره نارنجی ، از کیسۀ 

        ,        (1)( )1

4
2

P E
10
2

 
 
 =
 
 
 

  Aاحتمال انتخاب هر دو مهره زرد از کیسۀ = 

       ,        (2)( )2

4 6
1 1

P E
10
2

  
  
  =
 
 
 

   Aیک مهره زرد و یک نارنجی از کیسۀ احتمال انتخاب  = 

       ,        (3)( )3

6
2

P E
10
2

 
 
 =
 
 
 

   Aاحتمال انتخاب هر دو مهره نارنجی از کیسۀ = 

 حالـت  3 انتخاب کنیم آنگاه این احتمال بـسته بـه هـر یـک از            B را چپیشامد انتخاب مهرۀ زرد از کیسۀ         Mبنابراین هرگاه   
  :فوق برابر است با 

)                                                                        رفته باشد B به Aزرد از  مهرۀ 2 )1
4P M E

17
=  

)                                        رفته باشد          B به A مهرۀ زرد و یک مهرۀ نارنجی از 1 )2
5P M E

17
=                   

)                                     رفته باشد                                B به Aدو مهرۀ نارنجی از  )3
6P M E

17
=   

  : ، زرد باشد برابر است با Bلذا احتمال اینکه مهرۀ انتخابی از کیسۀ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3P M P E P M E P E P M E P E P M E= ⋅ + +  

                                               

4 4 6 6
2 1 1 26 5 4

10 10 1017 17 17
2 2 2

      
      
      = × + × + ×
     
     
     

   

( ) 6 6 24 5 15 4P M
45 17 45 17 45 17

= × + × + ×  
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 احتمال : پنجمفصل  

  B (Pمهرۀ دوم از مهره های اولیۀ  (
 P)مهرۀ دوم زرد(

                                                                  4 8 4
5 17 3 17 3 17

= + +
× × ×

   

                                                                12 40 20 72 24
3 5 17 255 85
+ +

= = =
× ×

    
  :از قضیۀ بیز به صورت زیر استفاده می کنیم در این قسمت ) ب
  

 مهرۀ دوم از مهرۀ دوم زرد( =                                         × P)مهرۀ دوم زرد Bمهرۀ دوم از مهره های اولیۀ (
   B(Pمهره های اولیۀ 

15
4

85
24
17
15

   )الف( طبق =×

     
6
5

15
4

2417
8515

=×
×
×

=  
 به آن انداخته ایم تعداد A مهره ای که از کیسه ای 2 تا بوده است که با B ، 15توجه کنید که تعداد مهره های اولیۀ کیسۀ 

  : تا شده است لذا داریم B ، 17مهره های ثانویۀ 

7
15

     B(Pهای اولیۀ مهرۀ دوم از مهره (=
 همان طور که در مثال فوق دیدید ، در قاعدۀ بیز ، ابتدا از روی تجربـه هـای گذشـته و یـافرانی هـا ، احتمـالی                            :تذکر مهم   

 B به شرط A نسبت می دهیم ، سپس با استفاده از قاعدۀ بیز ، احتمال وقوع پیشامد A به شرط Bذهنی به وقوع پیشامد    
  . را محاسبه می کنیم

 از کل تولیدات یک کارخانه را مـی سـازند ، اگـر درصـد معیـوب بـودن       40% و 70% به ترتیب  B و   A دو ماشین    :ل  مثا
  : باشد و اگر یک محصول از کارخانه به تصادف انتخاب شود مطلوب است 3% و 5%تولیدات هر دستگاه به ترتیب 

  احتمال معیوب بودن این محصول چقدر است؟) الف
   باشد ، چقدر است؟Aعیوب باشد ، احتمال آنکه از ماشین اگر این محصول م) ب
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )( )0 / 60 %5 0 / 40 %3=   P= احتمال معیوب بودن محصول +
                                                        12%3% +=   
                                                                 42%=   

 نوع ماشین 

A 

B 

 معیوب

 سالم

 معیوب

 سالم

 وضعیت محصول

60/0 

40/0 

0/05 

0/95

0/03 

0/097
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 احتمال : پنجمفصل  

  A(Pمحصول از (
  P )محصول معیوب(

  :راه دوم
) B معیوب(P) . B(P) + Aمعیوب(P) . A(P) =معیوب(P  

( )( ) ( )( )3%40/05%60/0 +=   
42%=   

  :                بنا به قضیۀ بیز داریم ) ب
       A(P محصول از محصول معیوب = (                          × P)محصول معیوبAصول از مح(                           

  

7
5

42
30

100
5

42
6005%

42%
60/0

==×=×=  

  :ویژگی های احتمال شرطی 

( ) ( )
( ) ( )P A B

P A B , P B 0
P B
∩

= ≠) 1  

( ) ( )
( ) ( )n A B

P A B , n B 0
n B
∩

= ≠)2  

( ) ( )P A B 0 , B⇒ = ≠ φ A و B 3( ناسازگار   
( ) ( ) ( ) ( )P A B P B P A B , P B 0∩ = ⋅ ≠) 4   

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A , P B A P B⇒ = = A و B5( مستقل   
( ) ( )P A A 1 , P A 0= ≠)6  
( ) ( )P A S P A=) 7   
( ) ( )P A A 0 , P A 0′ ′= ≠) 8  
( ) ( )P A A 0 , P A 0′ = ≠) 9   

 ( ) ( )P A B 0 , P B 0≥ ≠) 10   
( )P B 0 , A 0φ = ≠) 11   

  :                                                                                                یادآوری 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) BABABP
BP

BAPAP
BP
BAP

BP
BAPBAP −=′∩≠′

−
∩−

=
′
−

=
′
′∩

=′ ,0,
1

) 12  

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )P A B P B A P B P B A

P A B , P B 0
P B P B P B
′∩ − − ∩

′ = = = ≠) 13  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )P A B P A B 1 P A B

P A B , P B 0
P B P B 1 P B

′′ ′∩ − − ∪
′ ′ ′= = = ≠

′ ′ −
) 14   

  ( ) ( )A B P B A 1 , P A 0⊂ ⇒ = ≠)15   
 ( )P A A B 1 , A B∩ = ∩ ≠ φ) 16   

( ) 1=∪ ABAP) 17   
  ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A C P B C P A B C∪ = + − ∩)18   

( ) ( ) ( )P A B C P A C P B C⇒ ∪ = + A و B 19( ناسازگار   
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 احتمال : پنجمفصل  

B  ها دو به دو متمایز 

( ) ( )P A B P A B 1′+ =) 20   
( ) ( ) ( )P A B C P A C P A B C− = − ∩) 21   

)                                      :قضیۀ  بیز ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )P A

P A B P B A , P A 0 , P B 0
P B

= ⋅ ≠ ≠) 22  

( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B A P C A B∩ ∩ = ⋅ ⋅ ∩) 23  
  :فرمول احتمال کل 

 ،( ) ( ) ( )
n

i i
i 1

P A P B P A B
=

= ⋅∑) 24  

                                                                                
n

i
i 1

S B
=

= ∪   

) اگر:تست  ) 1P A
4

) و = ) 1P B A
3

− ) باشد ، مقدار= )P B A′کدام است؟   

1(
12
1         2(

3
1        3(

9
4        4(

12
7  

  
  
  

  :پاسخ 

( ) ( )
( )

( )
( ) 9

4

4
3
3
1

1
==

−
−

=
′
′∩

=′
AP
ABP

AP
ABPABP     

)اگر: تست  )
3
1

=BAPو ( )
4
1

=ABPو ( )
4
3

=∪ BAPباشند ، حاصل ( )BAP    کدام است؟−

1(
4
1        2(

8
3      3(

2
1      4(

8
1  

  :پاسخ 

( ) ( )
( ) ( ) ( )BAPBP
BP
BAPBAP ∩=⇒=

∩
⇒= 3

3
1

3
1   

( ) ( )
( ) ( ) ( )BAPAP
AP
BAPBAP ∩=⇒=

∩
⇒= 4

4
1

4
1    

( ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAP ∩−+=∪   
)با فرض ) XBAP   :  داریم ∩=

8
1

4
3643

4
3

=⇒=⇒−+= XXXXX   

 ( ){ ( ) ( )
8
334 ==−=∩−=−⇒ XXXBAPAPBAP

( )

( )







===

==∩
⇒

2
1

8
44

8
1

XAP

XBAP
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 احتمال : پنجمفصل  

   :اهی و غیر هم شانس تناحتمال روی فضا های نمونه ای م
  :اکنون تمام مسایلی که مورد بررسی قرار دادیم ، از دو ویژگی برخوردار بودند 

  .اهی بودمتنفضای نمونه ای آنها ، مجموعه ای ) الف
  .اعضای فضای نمونه ای آنها ، هم شانس یا هم احتمال نبودند) ب

حال می خواهیم فضا هایی نمونه ای را بررسی کنیم که فاقد شرط دوم هستند ، یعنی فضا هایی با برآمـد هـای غیـر هـم      
}شانس لذا فرض می کنیم     }1 2 nS e ,e , ,e=  ها ، یک پیشامد سـاده       ieی نمونه ای متناهی باشد، به هریک از          یک فضا  …

  :می گوییم ، برای تعریف تابع احتمال به ترتیب زیر عمل می کنیم 
) از ieبه هر برآمد  ) 1 )1 i n S≤  ، اختصاص می دهیم ، بـه طـوری          ieحتمال برآمد  را به عنوان ا    )ieP( ، عددی مانند   ≥

  :که در دو شرط زیر صدق کند 
1به ازاء هر) الف i n≤ ≤ ، ( )iP e   ).یعنی احتمالی که به هر پیشامد ساده تخصیص داده ایم ، نا منفی باشد (≤0
))ب ) ( ) ( )1 2 nP e P e P e 1+ + +   ) ، برابر یک باشدSجموع احتمالات تام پیشامد های سادۀ یعنی م( ، "=
Aاکنون فرض می کنیم) 2 S⊆ احتمال پیشامد ، A را به صورت زیر تعریف می کنیم :  

( )
( )

( ) { }( )
( ) ( ) ( ) { }( )

i i

i1 i2 iK i1 i2 iK

0 , A

P A P e , A e

P e P e P e , A e ,e , ,e

 = φ
= =


+ + + = " …

   

  
 1وان پیشامد حتمی با احتمـال  را به عن) فضای نمونه ای (Sاز نظر نمودار وٍن ، این چنین می توان تعبیر کرد که مستطیل              

  .در نظر می گیریم و سهم هر پیشامد ساده ، به طور نا مساوی در این مستطیل واقع شده است
  
     

 
 
  
  
  
  
  

  .به سادگی دیده می شود که تابع تعریف شده در فوق یک تابع احتمال است ، یعنی سه شرط کولموگروف را دارد: تذکر
، است ، اگر ایـن سـکه را   » پشت«در آن دو برابر احتمال وقوع » رو«اند که احتمال وقوع      یک سکه را طوری ساخته       :مثال  

  ظاهر شود چقدر است؟» رو«یک بار پرتاب کنیم ، احتمال آنکه 
اسـت  » پـشت « دو برابر سهم پیـشامد  1از عدد  » رو« با توجه به صورت مسأله می توان دریافت که سهم پیشامد             :پاسخ  
  :یعنی 

  
  
  

  :ق تعریف داریم لذا طب

x=  2=»رو«  احتمال             »  پشت«احتمال x  

  
  
  

 .......                 P(e2)   
 
  

  
P(e4) 

      P(en   
       P(e3)      

 
 

P(e1)  
( ) 1=SP 
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 احتمال : پنجمفصل  

 22x
3

= 1x)رو ظاهر شود (= 2x 1 x P
3

+ = ⇒ = ⇒   
یک تاس طوری ساخته شده است که در پرتاب آن ، احتمال آمدن هر عدد متناسب با خود آن عـدد اسـت ، احتمـال      : مثال  

  اینکه در پرتاب تاس ، عدد زوج ظاهر شود چقدر است؟ 
  :داریم : پاسخ 

( )P S 1=  ( )P 6
6x

  ( )P 5
5x

  ( )P 4
4x

  ( )P 3
3x

  ( )P 2
2x

  ( )P 1
x

  

1x:                                                          لذا  2x 3x 4x 5x 6x 1 x
21

+ + + + + = ⇒ =   

{ }( ) { }( ) { }( ) 12 4P 2 P 4 P 6 2X 4X 6X 12X
21 7

= + + = + + = = =) }6  4 , {2,( P) =زوج(P 

 یکسان و احتمال برنده شدن هـر کـدام   B و A با هم مسابقه می دهند ، احتمال برنده شدن  C و B و   A سه شناگر    :تست  
   برنده شوند ، چقدر است؟C یا B است ، احتمال اینکه Cاز آنها دو برابر احتمال برنده شدن 

1(
5
4        2(

7
4        3(

5
3        4(

3
2  

  :پاسخ
  
  

  
1x 2x 2x 1 x
5

+ + = ⇒ =   

{ }( ) { }( ) { }( ) 3P B,C P B P C 2x x 3x
5

= + = + = =    

} است ، به شرط آنکه e و d و c و b و a برآمد 5ا  یک فضای نمونه ای متشکل ز      :مثال   }( ) 1P a,b,c
2

) و= ) 1P a
4

= 
  :، مطلوب است 

}محاسبۀ ) الف } { }( )cbadcbP ,,,,   
})ب } { }( )cbaaP ,,   

  :یادآوری : پاسخ 

( ) ( )
( )

P A B
P A B

P B
∩

=   

  :لذا داریم 
{ } { }( )

{ }( )
P b,c,d a,b,c

P a,b,c
∩

={ } { }( )P b,c,d a,b,c   

                                                    (1)              { }
{ }( )
P b,c

P a,b,c
=    

  :یادآوری 
  ( ) ( ) ( )A B P B A P B P A⊂ ⇒ − = −    

{ }( ) { } { }( ) { }( ) { }( ) 1 1 1P b,c P a,b,c a P a,b,c P a
2 4 4

= − = − = − =   

P(S) =1 ( )
x
BP

2
  ( )

x
AP

2
  ( )

x
CP  
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 احتمال : پنجمفصل  

{ } { }( )
1

14P b,c,d a,b,c 1 2
2

= =⇒(1)  

}                     )                           ب } { }( )
{ }( )

{ }( )
{ }( )

1
P a a,b,c P a 14

1 2P a,b,c P a,b,c
2

∩
= = = ={ } { }( )P a a,b,c  

} فـــرض کنیـــد :مثـــال  }S a,b,c,d=و { }( ) 3P b,c
16

}و= }( ) 5P b,c,d
16

}و= }( ) 1P b
16

 مطلـــوب اســـت  =

}محاسبۀ }( )P a,b,c,d=          
  :پاسخ 

   روش اول 

{ }( ) ( ) { }( ) 3 3P a,b P S P b,c 1
16 16

= − = − =  

{ }( ) { } { }( ) { }( ) { }( ) 13 1 14 7P a,b,d P a,d b P a,d P b
16 16 16 8

= ∪ = + = + = =  

  
  

  :روش دوم 

{ }( ) ( ) { }( ) 5 11P a P S P b,c,d 1
16 16

= − = − =   

{ }( ) ( ) { }( ) { }( ) 11 3 2 1P d P S P a P b,c 1
16 16 16 8
 = − + = − + = = 
 

   

{ }( ) 11 1 2 14 7P a,b,c
16 16 16 16 8

⇒ = + + = =   
  توزیع های احتمال 

  : متغیر تصادفی گسسته 
است که به هر عـضو   به اعداد حقیقی را متغیر تصادفی گوییم ، به عبارت دیگر تابعی  s از فضای نمونه ای      Xتابعی مانند   

فضای نمونه ای ، عددی حقیقی را متناظر می کند ، حال اگر برد این تـابع ، متنـاهی یـا شـمارا نـا متنـاهی باشـد ، متغیـر                                 
 را گسسته می گوییم ، به طور شهودی می توان گفت که متغیر تـصادفی ، امکـان آنکـه نتـایج آزمـایش هـای                           Xتصادفی  

}:ر کنیم ، فراهم می سـازد ، بـرای درک مطلـب فـرض کنیـد                  تصادفی را به اعداد دلخواه متناظ      }nSSSS ,,, 21  مـی   =…
 و بردش نقاطی از محور اعداد حقیقی باشد ، به طوری که به هر برآمدی ، نقطه ای از محور                     Sگیریم که دامنۀ تعریف آن      

  :مزبور را متناظر کند ، در این صورت مطابق شکل مقابل داریم 
  

 
 

   

 
  

S1          S2                        
    S3        S4   … Sn 

IR   
x1 x2 x3 xn 

( )
( )

( )

1 1

2 2

n n

X S x
X S x

X S x

 =


=


 =

#
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 احتمال : پنجمفصل  

  
 برد آن یا مقادیر آن هستند ، متغیر های تصادفی را معمولاً با حـروف  … x n و x1 ، x2 یک متغیر تصادفی است و X تابع

  .نمایش می دهیم....  و X ، Yبزرگ 
 ، تعـداد رو هـای آمـده باشـد ، تـابع متنـاظر ایـن متغیـر                    Xدو سکه را با هم پرتاب می کنیم ، اگر متغیر تـصادفی              : مثال  

  شخص کنید؟تصادفی را م
  : می دانیم فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی ، عبارت است از :پاسخ 

    S=} )پ پ(و ) ر پ(و ) پ ر(و ) ر ر({
پ (و ) ر پ(متناظر  (1، ) پ پ(متناظر  (0واضح است که تعداد رو های این آزمایش تصادفی می تواند هر یک از سه عدد       

 را به صورت زیر     X تعداد رو های این آزمایش تصادفی ، یک متغیر تصادفی مانند             باشد ، بنابراین  ) ر ر (متناظر   (2و  )) ر
  .مشخص می کند

   
 

  
  
  

 چه مقادیری از اعداد حقیقی را می توانـد          X متغیر تصادفی مجموع اعداد روش در پرتاب دو تاس باشد ،             X هرگاه   :مثال  
  اختیار کند؟

لـذا مجموعـۀ   )) 6 و6(تـا   ) 1 و 1(در واقـع از     ( باشد   12 تا   2 تواند از     می دانیم مجموع اعداد روش در دو تاس می         :پاسخ  
  :مقادیر یا برد این تصادفی برابر است با 

  } 2 و 3 و 4و ...  و 11 و 12{
  ) :تابع توزیع احتمال(یا ) تابع جرم احتمال(تابع احتمال یا 

}هرگـــاه }1 2 nX x ,x , , x=  باشـــند در ایـــن صـــورت Xمتغیـــر تـــصادفی ) بُـــرد(یر ممکـــن  ، مجموعـــۀ مقـــاد…
Pتابع : X IR→        که به هر یک از ، xi   ها ( )1 i n≤ ) ، مطابق جدول زیر نا منفـی ماننـد           ≥ )i iP X x P=  را نـسبت    =

  :می دهد به طوری که در دو شرط زیر صدق کنند 
2 3i 1 n

2 3i 1 n

x xX x x
P PP P P

…
…

  

iP به ازاء هر)1 0 ,1 i n≥ ≤ ≤   
2 (1 2 nP P P 1+ + + ="  

را نقاطی مادی تلقی کنیم می توانیم  x n …, x2 , x1  می نامیم ، اگر نقاط به طول Xیک تابع احتمال برای متغیر تصادفی 
P1 ، P2 ،  ... ،P nرا به ترتبیب جرم این نقاط بگیریم ، به همین دلیل رابطۀ ( )i iP x x P ,i 1,2,..., n= =  را تـابع جـرم   =

کـه  (جدول بان در واقع نشانگر آن است که ، مقدار کل احتمـال              .   می نامند     Xاحتمال یا حرفاً تابع احتمال متغیر تصادفی        
 توزیع شده است و به همین دلیل این جـدول را جـدول   Xبه چه ترتیب بین مقادیر متغیر تصادفی   )  است 1می دانیم برابر    

 اختیار می کنـد نـا       X پذیرفته است متناهی است ، گاهی تعداد مقادیری که           Xل می گویند ، تعداد مقادیری که        توزیع احتما 
  .متناهی ولی شمارا است ، به مثال های زیر توجه کنید

  : را تعداد دختر های این خانواده تعریف کنیم X خانواده ای سه فرزندی را در نظر بگیرید ، اگر متغیر تصادفی :مثال 
   می تواند اختیار کند را مشخص کنید؟Xمقادیری که متغیر تصادفی  : اولاً

  )پ پ(

  )ر پ(و ) پ ر(

 )ر ر(

0 
1  
2  

S 

287

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



 احتمال : پنجمفصل  

   را مشخص کنید؟Xبا فرض برابری تولد دختر با پسر ، جدول توزیع احتمال متغیر تصادفی : ثانیاً 
):ثالثاً  )P X )و=1 )P X    را بیابید؟〉2

 باشد ، لذا مقادیر متغیر تـصادفی        3  و یا     2 ،   1 ،   0خانواده ، تعداد دختر ها می تواند        واضح است که در این      )  الف :پاسخ  
X 3 ، 2 ، 1 ، 0: عبارتند از   

  0: معادل است با ) پ پ پ(
  1: معادل است با ) پ پ د(، ) پ د پ(، ) د پ پ(

  2: معادل است با ) پ د د(، ) د د پ(، ) د پ د(
   3: معادل است با ) د د د(

  

                       )                                                                      ب
i

i

X 0 1 2 3
1 3 3 1P
8 8 8 8

     

)دقت کنید که در این حالت تعداد اعضای فضای نمونه ای برابر ) 3n S 2 8=   . است=

)                                                      )                                                  ج ) 3P X 1
8

= =  

( ) ( ) ( ) ( ) 1 3 3 7P X 2 P X 0 P X 1 P X 2
8 8 8 8

≤ = = + = + = = + + =  
 موش از بین آنها انتخاب کنیم ، فـرض کنیـد   22 موش سیاه داریم ، می خواهیم      4 موش سفید و     5 در آزمایشگاهی    :مثال  

X متغیر تصادفی تعداد موش های سفید انتخاب شده باشد  :  
   می تواند اختیار کند را مشخص کنید؟X مقادیری که متغیر تصادفی :اولاً 
  با فرض برابری انتخاب موش سفید و سیاه ، جدول توزیع احتمال این متغیر تصادفی را مشخص کند؟:  ثانیاً

 Xغیـر تـصادفی    را اختیـار کنـد ، لـذا مقـادیر مت    2 و 1 ، 0 می تواند هر یک از سه مقـدار     Xواضح است که    )  الف :پاسخ  
  2 ، 1 ، 0: عبارتند از 

            )                                    ب

4
2 6
9 36
2

 
 
 = =
 
 
 

=  مــوش ســیاه باشــند 2 احتمــال اینکــه هــر 

)X=0(P  

 

5 4
1 1 20

9 36
2

  
  
  = =
 
 
 

  X=1(P= ( موش سیاه باشند 2احتمال اینکه هر 

36
10

2
9
2
5

=



















   X=2(P= (وش سیاه باشند  م2احتمال اینکه هر =

  :دقت کنید که 

1
36
36

36
10

36
20

36
6

==++   
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 احتمال : پنجمفصل  

منظور از توزیع احتمال ، آن است که تعیین کنیم ، احتمال چگونه روی مقادیری ، توزیع شده است، مثلاً در جـدول قبـل ،                          

 به ترتیب برابر2 و 1 ، 0توزیع احتمال روی مقادیر 
36
6، 

36
20، 

36
  . است10

اما برخی از توزیع های احتمال ، به علت کاربرد های فراوانی که دارند ، از اهمیت زیادی برخوردارند یکـی از مهـم تـرین                       
وزیـع احتمـال    این توزیع ها ، توزیع دو جمله ای است ، قبل از اینکه به این توزیع بپردازیم ، به ذکر دو مثال دیگر و تابع ت                         

  .برنولی می پردازیم
  : به صورت زیر است Yجدول توزیع متغیر تصادفی : مثال 

 )a 0〉 (                                ،
i

2
i

Y 1 2 3

2P a 2a
a

  

   را تعیین کنید؟aمقدار 
  :باید داشته باشیم : پاسخ 

9
2 2 22a 2a 1 9a 18a 2 9 0 9a 18a 7 0

9

×

+ + = ⇒ + + − = ⇒ + − =   

( )22 b 9 12b ac 9 63 144 a
a 9

′ ′− ± ∆ − ±′ ′∆ = − = + = ⇒ = =   

                                                               ( )a 1a   ،   قابل قبول        〈0
3

=   

              ⇒   
7a         غیر قابل قبول                                                                                                

3
−

=  
  
  نشان دهید که تابع زیر یک تابع احتمال است؟: مثال  

  ( ) ( )2
1P X x 2 n x 1 , x 1,2,3, , n
n

= = − + =   …   
  :باید دو شرط زیر را ثابت کنیم :پاسخ 

)به ازاء هر) 1 )P X x 0 : x 1,2, , n= ≥ = …  

2(( ) ( ) ( )P X 1 P X 2 P X n 1= + = + + = ) یا "= )∑
=

==
n

i
ixXP

1
1  

Xاما چون 1,2, ,n= x لذا… n≤و بنابراین n x 0− )  و در نتیجه≤ ) ( )2
1P X x 2 n x 1 0
n

= = − + ≥    
  :اکنون به اثبات شرط دوم می پردازیم 

( ) ( ) ( )
n n n n

2 2 2
x 1 x 1 x 1 x 1

1 1 12 n x 1 2n 2x 1 2n 1 2 x
n n n= = = =

 − + = − + = + −    
 

∑ ∑ ∑ ∑   

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2 2 2

n n 11 1 nn 2n 1 2 n 2n 1 n n 1 1
n 2 n n

+ 
= + − × = + − + = = 

 
   

  : یادآوری 
( )n

i 1

n n 1
1 2 3 n i

2=

+
+ + + + = =∑"1)   
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 احتمال : پنجمفصل  

n

i 1
c n c

=

=∑) 2   

P مجموعه ای شمارا نا متناهی باشد ، تابع        xاگر  : تذکر   : X IR→              را با دو شرط زیر ، یـک تـابع احتمـال بـرای متغیـر 
ــصادفی     Xتــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :می نامیم 
)به ازاء هر) 1 )i i iP X x P 0 : x= = ≥  

2( i
i 1

P 1
∞

=

=∑   

)،  )  x =5 ، 6 ، 7و (... ، تابع  aبه ازاء کدام مقدار :تست  ) ( )x 5P X x a P 1 2P −
= = کنکـور  ( یک تابع احتمال اسـت؟  −

  )77ریاضی 

1(2        2(4        3(11        4(
2
1  

  :باید داشته باشیم : پاسخ 

( )
x 5

i
i 1 x 5

P 1 a P 1 2P 1
−∞ ∞

= =

= ⇒ − =∑ ∑   

 
( )

1a P 1
1 1 2P

× =
− −

)در سری های هندسی همگرا طبق فرمول حد مجموع  )x 5

x 5
a P 1 2P 1

∞
−

=

⇒ − =∑  

                                                                  aS ,0 r 1 2P 1
1 r

= 〈 = − 〈
−

  

ap 2P a 2⇒ = ⇒ =   
  : متغیر تصافی برنولی 

تـشکیل  ) شکـست  (Fو ) پیروزی (S آزمایش برنولی یک آزمایش تصادفی است که فضای نمونه ای آن تنها از دو پیشامد
 و یا نیامدن آن ، مسابقات دو تـیم  6 مانند انداختن یک سکه و آمدن شیر یا خط ، پرتاب یک تاس و آمدن عدد ،شده باشد  

  .و پیروزی و شکست دو تیم ، اکنون به تعریف متغیر تصادفی برنولی می پردازیم
ر کلی هرگـاه ،     .تشکیل شده باشد، به ط    } 0 و   1{فقط از دو عضو     ) بٌرد آن (متغیری تصادفی است که مجموعه مقادیر آن        

A         پیشامدی از فضای یک نمونه ای باشد وقوع پیشامد A احتمال پیروزی را یا احتمـال  ( را پیروزی گرفته ، احتمال آن را
  : را که به صورت X فرض کنیم ، آنگاه متغیر تصادفی P)  راAوقوع 

  1     ، )  رخ دهدAاگر      (                                                                     
                           X=      

  0    ،)  رخ ندهدAاگر                                                                            (
   . تعریف می شود متغیر تصادفی برنولی می گوییم

  :یع احتمال برنولی تابع توز
توزیع احتمال یک متغیر تصادفی برنولی را یک تابع توزیع احتمال برنولی می گوییم ، در واقـع تـابع زیـر را تـابع متغیـر                           

  .تصادفی برنولی می گوییم
( ) ( )i 1 iP X i p q , i 0,1 , p q 1−= = = + =   

i

X 0 1

P q p
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 احتمال : پنجمفصل  

  مال داده شده ، تابع توزیع احتمال برنولی باشد؟ را چنان بیابید تا تابع توزیع احتa در تابع زیر :مثال 

( ) ( )
( )

3a 1 , i 1
P X i

2a 1 , i 0
 + == =  − =

   

  :باید داشته باشیم : پاسخ 
( ) ( )P X 0 P X 1 1= + = =   

  :لذا داریم 
13a 1 2a 1 1 5a 1 a
5

+ + − = ⇒ = ⇒ =   
  : توزیع دو جمله ای 

فرض مـی کنـیم آزمـایش تـصادفی         یکی از مهمترین تابع های توزیع احتمال گسسته ، تابع توزیع دو جمله ای می باشد ،                  
بوده و احتمال این دو برآمد به ترتیب برابر ) شکست (Fو ) پیروزی (Sداریم که فضای نمونه ای آن فقط شامل دو برآمد    

p  وq   باشد )p q 1+ و به عـلاوه فـرض مـی کنـیم تکـرار هـر بـار ایـن               ) به عبارت دیگر یک آزمایش برنولی داریم      (،  ) =
 بار تکرار کنـیم ،      n، اگر این آزمایش را      ) به عبارت دیگر مستقل از هم باشند      (ش به دفعات قبل بستگی نداشته باشد        آزمای

  :فضای نمونه ای آن عبارت است از 
( ) { }{ }1 2 n iS x ,x , , x : x S, F= ∈…   

S            ، دارای  یک فضای نمونه ای متناهی و غیر هم شانس است ، هر متغیر تصادفی که بـه صـورت بـالا معرفـی مـی شـود
توزیعی است که آن توزیع را توزیع دو جمله ای می نامیم ، توزیع دو جمله ای را می توانیم در حالت کلی به صورت زیر                          

  :معرفی کنیم
  )F(و شکست ) S(آزمایشی است با دو نتیجه ، پیروزی ) الف
  . بار تکرار می کنیمnاین آزمایش را ) ب
 احتمال آمدن پیروزی در انجام یک بار آزمایش باشـد ،            P ، بنابراین اگر     آزمایش ها به صورت مستقل تکرار می شوند       )ج

  . در طول آزمایش ثابت است و از آزمایشی به آزمایش دیگر عوض نمی شودPآنگاه 
 بـار  n بـار موفقیـت در   x بار تکرار آزمایش ها را اختیار می کند ، متغیر تصادفی ایـن توزیـع ،               nتعداد پیروزی ها در     ) د

 نـشان   x می باشد ، اگر این متغیر تصادفی را با           pمی باشد که احتمال موفقیت در یک بار این آزمایش ، مساوی             آزمایش  
  :را با احتمال های زیر اختیار می کند  n، ...  ، 2 ، 1 ، 0 می تواند هر یک از مقادیر xدهیم ، آن گاه 

( ) ( )n xxn
P X x P 1 P

x
− 

= = − 
 

   

 هر دو برابرq و p آنگاه اولاً    باشد p=q در تابع فوق هرگاه      :نکته  
2
pزیرا( بوده 1 q 1+ و ثانیاً تابع توزیـع احتمـال    ) =

  :دو جمله ای به صورت زیر در می آید 

( ) n

n
x

P X x
2

 
 
 = =  

  :زیرا در این حالت داریم 

( )
x n x n

n n

n
n n n x1 1 1 1P X x
x x x2 2 2 2 2

−
 
             = = = = × =                    
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 احتمال : پنجمفصل  

   بار ، پشت بیاید؟2ی کنیم ، احتمال آن را حساب کنید که دقیقاً  بار پرتاب م3 یک سکه را :مثال 
  :  در این مثال داریم :پاسخ 

1P، احتمال پشت ) احتمال پیروزی(
2

=  

1q، احتمال رو ) احتمال شکست(
2

=   

n 3=  
x 2=   

  :لذا داریم 

( ) 3

3
2 3P X 2
2 8

 
 
 = = =   

  :  راه دوم 
   S=})پ پ پ(و ) ر پ پ(و ) پ ر پ(و ) ر ر پ(و ) پ پ ر(و ) ر پ ر(و ) پ ر ر(و ) ر ر ر({

 A= })ر پ پ(، ) پ ر پ(، ) پ پ ر({

( ) 3P A
8

⇒ =   
وم بسیار طولانی و خسته کننده      دقت کنید که اگر تعداد دفعات پرتاب ، عددی بزرگ باشد ، استفاده از روش د               : تذکر مهم   
  .خواهد شد

   رو بیاید کدام است؟2 سکه ای را شش بار پرتاب می کنیم ، احتمال اینکه حداقل :تست 

1(
64
57       2(

64
63       3 (

64
15      4( 

64
52  

  :پاسخ 
   رو 2 احتمال حداقل = بیشتر یا رو2یا 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P x 2 P x 3 P x 4 P x 5 P x 6= = + = + = + = + =  
( ) ( )( )1 P X 0 P x 1= − = + = 

1 6 571
64 64 64

 = − + = 
 

⇒احتمال حداقل دو رو 

( )

( )

6

6

6
0 1P X 0
2 64

6
1 6P X 1
2 64

 
 
 = = =

 
 
 = = =

 

مال آنکـه فقـط سـه     است ، اگر چهار دانه از این لوبیا را بکاریم ، احت 0/8احتمال آنکه دانۀ نوعی لوبیا جوانه بزند ،         : تست  
  ) 75کنکور تجربی ـ (تای آن جوانه بزند ، کدام است؟ 

1 (0/2496      2(0/4096      3(0/8332      4(0/1032   
  :پاسخ 
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 احتمال : پنجمفصل  

( ) ( ) ( )3

P 0 /8
q 1 0 /8 0 / 2 4

P X 3 0 /8 0 / 2 0 / 4096
n 4 3
x 3

=
= − =  

⇒ = = = =  
=

   

  ) :توزیع گسستۀ ثابت(توزیع یکنواخت گسسته 

 را با احتمال همگن   n....  و   2 ،   1 ، مقادیر مختلف     xهرگاه متغیر تصادفی    
n
 انتخاب کند ، آن را متغیر تـصادفی یکنواخـت   1

  :و تابع توزیع آن را ، توزیع یکنواخت گسسته می نامیم 
  :جدول توزیع احتمال به صورت مقابل است 

( ) ( )

i

n
i

i
i 1

X 1 2 3 n

P X 1 1 1 1
P X 1n n n n −

=∑

…

…
  

  :لذا تابع توزیع احتمال متغیر یکنواخت گسسته فوق به صورت زیر است 

( ) ( )i i
1P X x , x 1,2,3, , n
n

= = = …   

 این توزیع ، پرتاب یـک تـاس همگـن مـی             رو شده کاربرد زیاد این توزیع در مبحث نمونه گیری است ، یکی از نمونه های               

باشد که هر یک از برآمد های آن به تساوی ، احتمالی برابر
6
  . را اختیار می کنند1

  .ازیماکنون به بیان این مثال و مثال هایی دیگر می پرد
 x را در ریختن تاسی همگن برابر با عددی که ظـاهر مـی شـود تعریـف کنـیم، مقـادیری کـه                         xاگر متغیر تصادفی    : مثال  

 است و احتمال متناظر با هر یک از این مقادیر     6 تا   1اختیار می کند ، مقادیر صحیح       
6
 بـه  x است ، جدول توزیع احتمـال  1

  :صورت زیر است 
i

i

X 1 2 3 4 5 6

P 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6

   

  .این توزیع ، توزیعی یکنواخت است
 بیاورد، برنده است ، اگر شـهین  4 شهین و احمد با هم تاس می ریزند و قرار می گذارند که هر کس برای اولین بار  :مثال  

  اول تاس بریزد ، احتمال برنده شدن احمد چقدر است؟
رو  احمد می گیریم و موفقیت آزمایش را برد احمد در نظـر مـی گیـریم ،                    را تعداد دفعات پرتاب    x متغیر تصادفی    :پاسخ  
 است که ، برای آنکه احمد در یک پرتاب برنده شود ، باید شهین در پرتاب خود برنده نشود و احمد برنـده شـود ، و                     شده

  :احتمال آن برابر است با 

 ( ) 5 1P X 1
6 6

= = ×    

  

293

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



 احتمال : پنجمفصل  

  : برنده شود ، برابر است با ) که در حقیقت ، چهارمین پرتاب است(ود و احتمال آنکه احمد در پرتاب دوم خ

( ) 5 5 5 1P X 2
6 6 6 6

= = × × ×   

  ...و به همین ترتیب الی آخر، ) زیرا سه پرتاب قبلی ، نا موفق و چهارمین پرتاب موفق بوده است(
  :جدول توزیع احتمال این متغیر تصادفی به صورت زیر است 

( ) 3 5

x 1 2 3

P X x 5 1 5 1 5 1
6 6 6 6 6 6

=                                  

…

…
  

  :اکنون احتمال برنده شدن احمد برابر است با 

( )
3 55 1 5 1 5 1P X 1

6 6 3 6 6 6
          ≥ = + + +          
          

…   

                                               
2 n 1

2
k 1

5
1 5 1 q 1 6
6 6 6 1 r 6 51

6

−∞

=

 = = × = ×  −   −  
 

∑  

5
1 1 5 36 56

116 6 6 11 11
36

×
= × = × =

×
  

 زوج ، به این منظـور       ظاهر شود ، احتمال اینکه در پرتاب شماره های        » پ«سکۀ سالمی را آنقدر پرتاب می کنیم ، تا          : مثال  
  برسیم چقدر است؟

  : فضای نمونه ای این آزمایش تصادفی عبارت است از :پاسخ 
  S= } و پ ر ر ر ر ر و پ ر ر ر ر و پ ر ر ر و پ ر ر و پ  ر و ر ... {

  
  :و پیشامد مطلوب عبارت است از 

    A=}  و پ ر ر ر ر ر و پ ر ر ر و پ ر …{
  :لذا داریم 

( )
3 51 1 1 1 1 1P A

2 2 2 2 2 2
          = + + +          
          

"   
1 1 1
4 16 64

= + + +"   
1

a 14
11 r 31
4

= = =
− −

  

  : امید ریاضی یک متغیر تصادفی 
) یک متغیر تصادفی با تابع احتمال      Xفرض کنید    )i iP X x P= = ، ( )i 1,2, ,n= امیـد ریاضـی میـانگین یـا        .  باشـد    …

  :است به صورت  نشان می دهند ، عددی E (X) ، که آن را با Xمیانگین 
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 احتمال : پنجمفصل  

( )
n

1 1 2 2 i i n n i i
i 1

E X P x P x Px P x P x
=

= + + + + + = ∑" "  

فرض بر این است که مجموع طرف دوم موجود است ، یعنی سری سمت راست همگرا است چرا که تعداد جمـلات ممکـن                        
  .است نا متناهی باشد

ی کنیم  را برابر تعداد خط هایی که ظاهر می شوند ، تعریف مXسه سکه را با هم پرتاب می کنیم و متغیر تصادفی : مثال 
 ،X را اختیار کند ، جدول توزیع احتمال این متغیر تصادفی به صورت مقابل است 3 ، 2 ، 1 ، 0 می تواند مقادیر :  

i

i

X 0 1 2 3

P 1 3 3 1
8 8 8 8

  

  :امید ریاضی این متغیر تصادفی برابر است با 

( ) 1 3 3 1E X 0 1 2 3 1/ 5
8 8 8 8

       = + + + =       
       

  

 خـط را    1/5یک سکه دو سه بـار متـوالی ، انتظـار ظـاهر شـدن                 سکه با هم یا ریختن       3این بدین معنا است که در ریختن        
  .داریم
 X ، مقداری است که هرگز در عمل رخ نمی دهد ، ولی در اینجا ، امیـد                   Xهمان طور که ملاحظه گردید ، گاهی امید         : تذکر  

 کنـیم ، متوسـط ایـن    بدین معنا است که اگر به دفعات زیاد سه سکه را با هم بریزیم و شماره خط ها را در هـر بـار ثبـت     
  . است1/5شماره ها ، حدوداً برابر 

   برابر کدام است؟x باشد ، 5 برابر X است ، اگر امید ریاضی X جدول مقابل ، توزیع احتمال متغیر تصادفی :تست 
i

i

X 1 3 7 x

P 1 1 1
3 4 6

α
    

1 (9         2 (11        3 (12        4 (13  
  :اولاً باید داشته باشیم : پاسخ 

n

i
i 1

1 1 1 1P 1 1
3 4 6 4=

= ⇒ + + + α = ⇒ α =∑  

  :ثانیاً طبق تعریف امید ریاضی باید داشته باشیم 

( ) ( )
n

i i
i 1

1 1 1E X x P 5 1 3 7 X 5
3 4 6=

     = = ⇒ + + + α =     
     

∑   
1
4 1 3 7 x 115 x

3 4 6 4 4
α=

→ + + + = ⇒ =   
باشـد ، امیـد ریاضـی بـه سـادگی از            ) دو جملـه ای   ( در هر آزمایش تجربی ، که توزیع احتمال آن ، توزیع برنـولی               :نکته  

)دستور )E X n p= می آید به دست.  
 بـار شـلیک ، بـه هـدف بزنـد ،             5 شلیک های خود را به هدف می زند ، امید ریاضی آن که او در                 60% یک تیرانداز    :مثال  

  چقدر است؟ 
)                                                                                                                     :       پاسخ  )E X n p 5 0 / 6 3= = × =  
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 احتمال : پنجمفصل  

  : به صورت زیر مشخص می شود Xتوزیع احتمال متغیر تصادفی : مثال 

( )

( )

2

iP X i , i 1,2,3
i 3
1P X j , j 4,5,6

14

 = = = +

 = = =


  

)را حساب کنید ، مقدار) Xامید  (Xجدول توزیع احتمال را بسازید ، میانگین  )P X    را حساب کنید؟ ≤3
  :پاسخ 

i

i

X 1 2 3 4 5 6

P 1 2 3 1 1 1
4 7 9 14 14 14

   

( )
6

i i
i 1

1 2 1 1 1 1E X Px 1 2 3 4 5 6
4 7 3 14 14 14=

           = = + + + + +           
           

∑  

                                                                1 4 4 5 61
4 7 14 14 14

= + + + + +   

                                                      7 16 28 8 10 12 81
28 28

+ + + + +
= =   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 1 1P X 3 P X 3 P X 4 P X 5 P X 6
3 14 14 14

≥ = = + = + = + = = + + +  
1 3 23
3 14 42

= + =  
ترتیب ، سکه ای را پرتاب می کنند و اولین نفری که پرتاب او رو باشد برنده است ، و پرتاب ها همچنان                        سه نفر به     :مثال  
  .می یابد تا بالاخره یکی برنده شود مطلوب است احتمال برد هر کدام از آنهاادامه 

  :پاسخ 

2 7

1

1
1 1 1 42P 12 2 2 71

8

   = = + + + = =   
    −

    احتمال برد نفر اول "

2 5 8

2

1
1 1 1 24P 12 2 2 71

8

     = = + + + = =     
      −

  برد نفر دوم  احتمال "

3 6 9

3

1
1 1 1 18P 12 2 2 71

8

     = = + + + = =     
      −

   احتمال برد نفر سوم "

  :فضای نمونه ای پیوسته 
) و یـا سـطوحی در صـفحۀ مختـصات            IRیک مجموعه متناهی به صورت بازه هایی از اعـداد حقیقـی            )2IR    و احجـام 

)هندسی در فضا   )3IR    یـا شـمارا   (، فضا های پیوسته ، برخلاف فضا های گسسته که از تعدادی متناهی نقطه     می باشند
می باشند ، واضح است که در ایـن حالـت دیگـر           ) نا متناهی ناشمارا  (تشکیل شده اند ، مجموعه هایی نا متناهی         ) نا متناهی 

 در تعریـف احتمـال در چنـین فـضا     شمارش تعداد عناصر فضای نمونه ای یا پیشامد میسر نیست ولی آنچه که می تواند        
)هایی مورد استفاده قرار گیرد ، در حالت یک بعدی          )IR        طول بازه ، در حالت دو بعـدی ( )2IR       مـساحت سـطوح و در 
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 احتمال : پنجمفصل  

)حالت سه بعدی   )3IR            فـضای  » انـدازۀ « پیـشامد بـه      فضای» اندازۀ« حجم اشکال فضایی می باشد ، در این حالت نسبت
  : نمایش دهیم ، داریم Aبه عبارت دیگر ، اگر پیشامد مطلوب را با . نمونه ای ، احتمال وقوع پیشامد را مشخص می کند 

)                                               :                 بعدی 1در حالت ) الف ) ( )A

S

طѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧول

طѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧول

AP A , A S IR
S

= = ⊆ ⊆
A
A

  

)                                                :             بعدی 2در حالت ) ب ) ( )2, IRSA
a
aمساحتAAP
S

A ⊆⊆==
S مساحت

  

)                                                         :           بعدی 3در حالت ) چ ) ( )3, IRSA
V
V

حجم
AAP

S

A ⊆⊆==
 S

  حجم

  :نکتۀ مهم 
  .طول نقطه صفر است) 1
  .مساحت پاره خط صفر است) 2
  .حجم سطوح صفر است) 3

   باشد؟4 تا -2ل آنکه این عدد بین  اختیار می کنیم ، مطلوب است احتما6 تا -4عددی حقیقی به تصادف بین : مثال 
  : است لذا A]=-2 و 4[ و پیشامد مطلوب بازۀS]= -4 و 6[ فضای نمونه ای از آزمایش تصادفی بازۀ :پاسخ 

( ) A

S

6 3P A
10 5

= = =
A
A

   

]،) a ,b ( ،)a ,b( بازه های کلیه یطول : نکته  )b,aو( ]a,bا  برابر است ب:  
   b-a= عدد سمت چپی ـ عدد سمت راستی 

]طول مجموعۀ: نکته  ] [ ]A a,b c,d=   : برابر است با ∪
( )b a (d c)− + −   

Sهرگاه: پیشامد تقریباً غیر ممکن  IR⊆نا متناهی باشد و A S⊆ متناظر باشد ، آنگاه P(A)= 0)  یا صفر تقریباً صفر
  . را یک پیشامد تقریباً غیر ممکن می نامیمA، در این حالت ) حدی یا صفر نسبی

  :اختیار می کنیم ، مطلوب است احتمال اینکه ] 0 و 3[ عددی به طور تصادفی از بازۀ :مثال 
   کمتر باشد؟1 بیشتر یا از 22عدد انتخاب شده از ) الف
   باشد؟2 رو شدهعدد ) ب

  :پاسخ 

]                                                                 )   الف ] [ ) ( ] ( ) A

S

l 1 1 2S 0,3 , A 0,1 2,3 P A
l 3 3

+
= = ∪ ⇒ = = =  

]                                                                      )                ب ] { } [ ] ( ) 0S 0,3 , A 2 2,2 P A 0
3

= = = ⇒ = =   
Aممکن است: تذکر  ≠ φ ولی با ( )P A 0=.  

 وS] = 0 و 1[هرگاه : مثال 






=

5
1,

3
1,

2
1A آنگاه ، :( )P A A: در حالی که =0 ≠ φ.  

Aممکن است: تذکر  S≠باشد ولی ( )P A 1=.  
) وS] = 0 و 1[هرگاه : مثال  )A ):آن گاه  ، =0,1 )P A A: در حالی که =1 S≠.  
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 احتمال : پنجمفصل  

 یا یا ای

 برابـر دیگـری     5 را به دو قسمت تقسیم کرده ایـم ، احتمـال آنکـه یکـی از ایـن دو قـسمت از                        4پاره خطی به طول     : تست  
  بزرگتر باشد چقدر است؟

1(
5
1        2(

5
2        3(

6
1        4(

3
1  

  :پاسخ 
        

  :باید داشته باشیم 
106 x 20 x
3
2x6 x 4 3

 > ⇒ >  ⇒  
  << ⇒  

                               
( )x 5 4 x

4 x 5x

 〉 −


 − 〉

   

  :عبارت است از ) A(بنابراین مطابق شکل پیشامد مطلوب 
  
  

         
S

A

4
2 2 4
3 3 3

=
⇒

= + =

A

A
   

( ) A

S

4
13P A

4 3
⇒ = = =

A
A

  

 برابر دیگری بزرگتـر باشـد ،        n قسمت تقسیم کنیم ، احتمال آنکه یکی از آنها از            2 را به    lهرگاه پاره خطی به طول      : نکته  

2:برابر است با 
n 1+

   
  : تست فوق با استفاده از این نکته ، برابر است با جواب : پاسخ 

3
1

15
2

=
+

   
  

 صـبح باشـد ،      6 دقیقه از ایستگاهی خاص می گذرد ، هرگاه شروع به کار این اتوبوس از ساعت                 20اتوبوسی هر   : تست  
   دقیقه معطل شود چقدر است؟5 صبح به این ایستگاه بیاید ، احتمال آنکه حداکثر 7 تا 6اگر شخصی بین ساعت 

1(%20      2(%25      3(%30      4(%50  
  : پاسخ 

  
  :داریم مطابق شکل

A

S

(S) 60 15 1P(A) %25
(A) 3 5 15 60 4

′= = ′
⇒ = = = = ′ ′ ′= × =

A A A
A A

  

  
  
  

4 –x x 

A 

4   
3

10   3           2          1   
3
2    0   

A 

6/55 7 6/40 6/35 6/20 6/15 6 

 ساعت
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 احتمال : پنجمفصل  

 سانتی متر را به سه قسمت تقسیم می کنیم ، احتمال آنکه این سه قسمت ، تشکیل یـک مثلـث                      4پاره خطی به طول     : تست  
  بدهند ، چقدر است؟

  
  

  :برای اینکه سه پاره خط تشکیل یک مثلث بدهند با توجه به شکل باید داشته باشیم: پاسخ 
  
  
  

( )
( )

x y 4 x y x 2
y x 4 x y y 2
4 x y x y x y 2

 〈 + − − → 〈
 〈 + − − → 〈
 − − < + → + >

  

   

x n x n
nx n x

2
nn x x x

2


〈 + − ⇒ 〈

 + 〈 − + ⇒


− − 〈 + ⇒ 〉 ⇒

A A A A
A AA A

A AA A

  

  :لذا داریم 

( )
S

A

S AB n
1P An n n nA , n l n1

2 2 2 2

= =
 ⇒ ⇒ = =− +  + − = = − =   

A A
A

A A A A A A A AA
   

  

انتخاب می کنیم ، مطلوب است احتمال اینکه مجموع این دو عدد از            ] 0 و   2[ دو عدد به تصادف از بازۀ        :مثال  
2
 بیـشتر و    1

   کمتر باشد؟3از 
  : عبارت است از فضای نمونه ای مناسب: پاسخ 

( ){ }S x, y : 0 x , y 2= ≤ ≤   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

4 –x-y x y 

4 –x-y 

x y 

 همواره برقرار است

n
2
−A A  n

2
+A A A B 
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 احتمال : پنجمفصل  

  :و پیشامد مطلوب ، مجموعۀ زیر است 

  ( ) 1A x, y : x , y 3
2

 = ≤ ≤ 
 

    

      
               

                            
   

  
  
  
  
  
  
  

  :با توجه به شکل داریم 
2 2 4= ×    Sa= مساحت مربع =

1 1
1 1 1 1 5 272 24 4 4

2 2 8 2 8 8

 × ×  = − + = − + = − =   
  

 

    Aa= مساحت هاشور خورده 

( ) a

S

a 27 27P A 8a 32
4

⇒ = = =   

 سانتی متر داریم ، پاره خط بزرگتر را به دو قسمت تقسیم می کنیم احتمال آنکـه                  4 و   1 دو پاره خط به طول های        :تست  
  این سه قطعه ، تشکیل یک مثلث بدهند ، چقدر است؟

1(
4
1        2(

3
1        3(

3
2        4(

5
2   

  
         

  
 از مجموعـه دو ضـلع      هرضلع تشکیل مثلث بدهند آن است که        c و b و aمی دانیم شرط اینکه سه پاره خط مانند         : پاسخ  

  .دیگر کوچکتر باشد 
  :لذا باید داشته باشیم 

 

( ) 5x 4 x 1 2x 5 x 2 / 5
2

34 x x 1 2x 3 x 1/5 1/ 5 x 2 / 5
2

1 x 4 x 1 4

 〈 − + ⇒ 〈 ⇒ 〈 =

 − 〈 + ⇒ 〉 ⇒ 〉 = ⇒ < <


〈 + − ⇒ 〈 →


  

 همواره برقرار است

١ 

1 

2
1

=+ yxyx+ 

 )2و1(

)    1و2(
1

1 

2 

2 

3 

3 

2
1 

2
1 

4 –x x 

1

300

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



 احتمال : پنجمفصل  

  
  
  
    

) و Aدر حالت کلی ، هرگاه دو پاره خط به طول های            : نکته   )2 n / AB n≤ ∈ =` A         داشته باشیم و پاره خط بزرگتـر ، 

)nl (1به دو قسمت تقسیم کنیم ، آنگاه احتمال اینکه ، این سه قسمت تشکیل مثلث بدند برابر است با
n

.  
                       

  
  

 باشد ، چقدر    1دو عدد مساوی    این   انتخاب می شوند ، احتمال آنکه نسبت بین          2 و   0 دو عدد به طور تصادفی بین        :تست  
  است؟

1(0        2(
3
1        3(

3
2        4(

4
1  

xچون: پاسخ   1
y
y لذا = x=     پس پیشامد مطلوب خط ، y x=  است که پاره خط OA   می باشد و چون مـساحت ایـن 

  :پاره خط صفر است لذا 

( ) A

S

a 0P A 0
a 4

= = =   

  
  
  

  :اکنون با توجه به شکل زیر داریم 
  
  
  
  
  
  
  
  

Sa 4 4 16= × =  

S
A

S S

1 aa 18
a a 8

= ⇒  

  
  
  

4               2/5   2   1/5   1   

A 
( ) A

S

1P A
4

⇒ = =
A
A 

B C 
x  n x−A 

xy =
A 

٢  

٢ 

 

x =2  2〉+yx 

y =2 

4 

2 

2 4 
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 احتمال : پنجمفصل  

سانتی متر انتخاب می کنیم ، مطلوب اسـت احتمـال آنکـه فاصـلۀ ایـن                  4 ضلعنقطه ای به تصادف داخل مربعی به        : تست  
   باشد؟2نقطه از هر رأس این مربع بزرگتر از 

1(
2

1 π
−       2(

4
1 π
−      3(

8
1 π
−      4(

6
1 π
−   

 (A) ، چهار کمـان مـی زنـیم ، در ایـن صـورت پیـشامد مطلـوب                    2 مطابق شکل به مرکز رئوس مربع و به شعاع           :پاسخ  
) را به دست آورده اند از مساحت کلAعبارت است از قسمت هاشور خورده ، مساحت متتم  )Saداریم  کم می کنیم لذا :  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

16 4= − π    مساحت یک دایرۀ کامل Sa= A مـساحت چهـار ربـع دایـرۀ مـساوی          − Sa a= 24 و   − 16=  مـساحت   =
Saمربع =   

  :لذا احتمال مطلوب برابر است با 

( ) A

S

a 16 4 16 4P A 1
a 16 16 16 4

− π π π
= = = − = −    

 انتخاب می کنیم ، مطلوب است احتمال آنکه فاصلۀ 3نقطه ای به تصادف درون یک مثلث متساوی الاضلاع به ضلع            : ثال  م
  . باشد1آن نقطه از هر رأس بیشتر از 

 عبـارت   )A( ، سه کمان می زنیم ، در این صورت پیشامد مطلوب             1 مطابق شکل به مرکز رئوس مثلث و به شعاع           :پاسخ  
) را به دست آورده ، از مساحت کلAاشور خورده مساحت متمم است از قسمت ه )Sa کم می کنیم لذا داریم :  

  
  
  
  
  

2 2

S
a 3 3 3 9 3a

4 4 4
= = =     a مساحت مثلث متساوی الاضلاع به ضلع =

D60(Aسه قطاع مساوی با زاویۀ مرکزی ( Sa a=   هاشور خوردهمساحت قسمت = −

       
29 3 R

4 2
π

Sa)1مساحت یک نیم دایره به شعاع = (− −=  

       9 3
4 2

π
= −   

  
60 

60 
۶٠

60 1

1 1 

1 

1 1

2

2

22

2

22
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 احتمال : پنجمفصل  

                             ( ) A

S

9 3
a 24 2P A 1
a 9 3 9 3

4

π− π
⇒ = = = −  

نکه این نقطه درون قسمت هاشـور خـورده         از داخل مستطیل مقابل یک نقطه به تصادف اختیار می کنیم ، احتمال آ             : تست  
  قرار بگیرد چقدر است؟

                                                  
  
  
  
  

1(
π
2         2(

π
1        3(

π
3        4(

π3
2  

  : واضح است که :پاسخ 
1= ×π = πمساحت مستطیل Sa =   

] ( )00
sin xdx cos x 1 1 2

π π= = − = − − Aa مساحت قسمت هاشور خورده∫= =   

( ) A

S

a 2P A
a

⇒ = =
π

   

مطلـوب اسـت احتمـال آنکـه        یک عدد به طور تـصادفی اختیـار مـی کنـیم ،              ] 2 و   4[و  ] 0 و   1[ از هر یک از دو بازۀ        :مثال  
  باشد؟1مجموع مربعات آن دو عدد کمتر از 

                    
  
  
  
  

[ ] [ ] SS 0,1 2,4 a 1 2 2= × ⇒ = × =   
( ){ }2 2

AA x, y : x y 1 a 0= + = ⇒ =  

( ) A

S

a 0P A 0
a 2

⇒ = = =  

ن کـره   انتخاب می کنیم ، احتمال آنکه ایـن نقطـه درو           ) 1مکعب به طول    (نقطه ای به تصادف از درون مکعب واحد         : تست  
  ای که در این مکعب محاط شده است نباشد ، چقدر است؟

1( 
6

6 π−      2( 
8

8 π−      3( 
3

3 π−      4(
4

4 π−   
  

  : حجم مکعب برابر است با :پاسخ 
3

SV 1 1= =   
  

xy sin= 

2
π π0 

1 

1 

2

4

   1  
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 احتمال : پنجمفصل  

  :حجم مکعب منهای حجم کرۀ محاط در آن ، اما با توجه به نکتۀ زیر حجم پیشامد مطلوب برابر است با 

a: برابر است با a در مکعبی به ضلع محاط شعاع کرۀ :نکته (
2

  :داریم ) 
3

A S
4 aV V 1
3 2 6

π = − π = − 
 

   

( ) A

S

1V 66P A 1
V 1 6 6

π− π − π
⇒ = = = − =  

a:  برابر است با a بر مکعبی به ضلع محیط شعاع کرۀ :نکته  3
2

  
   باشد چقدر است؟O  BCD در مکعب مقابل ، احتمال آنکه نقطۀ انتخاب شده ، درون هرم :تست 

 
  

  
  

1(
3
1         2(

12
1        3(

4
1      4(

6
1  

  :پاسخ 
 3a= مکعبحجمSV =   

31 a
6

1 حجم مکعب=
6

    AV= حجم هرم= 

( )
3

A
3

S

1 aV 16P A
V a 6

⇒ = = =   

  :حجم هرم مزبور عبارت است از : یادآوری 
   مساحت قاعده×ارتفاع                                                                                                                      

                                                                                                                          3  
   

دف انتخاب می کنیم ، احتمال اینکه مجموع طول و عرض و ارتفاع این نقطه    از درون مکعب واحد ، یک نقطه به تصا        : تست  
   باشد کدام است؟1کمتر از 

1(
3
1        2(

6
1        3(

4
1        4(

12
1       

)فرض می کنیم: پاسخ  )M x, y,zطۀ مورد نظر باشد ، پیشامد مطلوب عبارت است زا  ، نق:  
( ){ }A x, y,z : x y z 1= + + 〈     

  
  
  
  
  

D 
B 

C 

 
O        

AV = 3

a a 3 12 a
3 3

×
×

= = 
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 احتمال : پنجمفصل  

xواضح است که مطابق شکل     y z 1+ +  می باشد لذا برای آنکـه مجمـوع طـول و            C و   B و   D صفحۀ گذرنده از نقاط      =
قرار گیرد لذا بنابر آنچه در تـست   BCD  O درون هرم M باشد ، کافی است که نقطۀ 1 کمتر از Mعرض و ارتفاع نقطۀ 

  :قبل گفتیم داریم 

( ) 1P A
6

=                            
  

 
 
 
 
 
 
 

x

y 

z  

 B )0و1و0( D )1و0و0 (

 C )0و0و1 (
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 آمار: فصل ششم  

   :آمار
   :مفاهیم: الف 

  .دسته ی وسیعی از اشیاء است که می خواهیم مطالعاتی درباره ی آنها ، انجام دهیم :  آماری ی جامعه-1
مشخصه ی ویژه ای از افراد یک جامعه را که می خواهیم مورد مطالعه قرار دهیم متغیر تصادفی  :  متغیر تصادفی-2

  .می گوییم
   را که برای اعضای یک جامعه می توان با عدد و کمیت بیان کرد صفت کمّی صفتی :  متغیر تصادفی کمی-3

  .سن و قد: مانند . می گوییم
     : انواع متغیر های کمی عبارتند از-4
  
  
  
آن ، بخشی از جامعه را به طور به علتّ در دسترس نبودن کل جامعه و اقتصادی نبودن مطالعه روی  : نمونه -5

مطالعه ی آماری را روی این بخش انجام می دهیم و سپس نتیجه ی حاصل را به کل جامعه تصادفی انتخاب کرده ، 
  .تعمیم می دهیم ، این بخش از جامعه را نمونه ی تصادفی یا به اختصار نمونه می گوییم

  . اطلاعات حاصل از نمونه را داده می گوییم :داده -6
  . نمونه انتخاب می شوند ، حجم یا اندازه ی نمونه می نامیم تعداد افرادی را که در :حجم یا اندازه ی نمونه -7

  :جدول توزیع فراوانی : ب 
 R فاصله ی بین کوچکترین و بزرگترین داده را دامنه ی تغییرات داده ها می گویند و آن را با :دامنه ی تغییرات ) 1

R:  لذا . نمایش می دهند  Max Min= −  
دسته ) کران بالای(دسته و عدد دوم آن را حد بالای ) کران پایین( عدد اول هر دسته را حد پایین :حدود دسته ها ) 2

  .گوییم
  .را طول دسته می نامیم) دو کران بالای متوالی( فاصله یا اختلاف دو کران پایین متوالی :طول دسته ها ) 3
دفعات تکرار یک داده را فراوانی آن داده می گوییم ، همچنین تعداد داده های موجود  تعداد ) :فراوانی مطلق(فراوانی ) 4

 نمایش می دهیم ، توجه داشته باشید که اگر iFدر هر دسته را فراوانی مطلق یا فراوانی آن دسته می گوییم و آن را با 
  .ن را در دسته ی بعدی قرار می دهیمداده ای ، با کران بالای دسته ای برابر بود، آ

مرکز هر دسته ، عبارت است از میانگین کران پایین و بالای آن دسته ، در واقع  :مرکز یا نشان یا نماینده ی دسته ) 5
  و مرکز دسته ) یعنی آنها را برابر فرض می کنیم(داده های نزدیک به هم را در یک دسته قرار می دهیم 

  . نمایش می دهیمixه ها را با می نامیم ، مرکز دست
  :رابطه ی بین دامنه ی تغییرات ، طول دسته ها و تعداد دسته ها ) 6
  
  
  
  
  
  

  ...طول قد ، اندازه ی وزن و : مانند . متغیری است که با اندازه گیری حاصل می شود: متغیر کمی پیوسته-1
مجموعه مقادیری است که از طریق شمارش بدست می آیند ، به عبارت دیگر شمارش پذیر :  متغیر کمی گسسته -2

 ... تعداد دانش آموزان یک مدرسه ، مجموعه ی اعداد طبیعی و :مانند . هستند

طول دسته ها  = دامنه ی تغییرات       
     تعداد دسته ها

  تعداد دسته ها = یا
     دامنه ی تغییرات
      تعداد دسته ها

306

ود
نل
دا

را
س
ي 
ض
يا
 ر
ت
اي
س
ز 
ا

w
w

w
.r

ia
z
is

a
r
a
.i

r



 

 

 آمار: فصل ششم  

 است ، دامنه ی 10 و تعداد دسته ها برابر 14 و 11 ،8 ، 5 دسته ی متوالی 4 در یک دسته بندی داده ها ، مرکز:تست 
  تغییرات داده ها کدام است؟

1 (20      2 (40      3 (30     4 (15  
C                            :حل  = 8 - 5 = 3   

  
  

  .توجه داشته باشید که هر چه دامنه ی تغییرات بزرگتر باشد ، تعداد دسته ها بیشتر خواهد بود
ع همه فراوانی های  فراوانی نسبی هر دسته عبارت است از فراوانی مطلق آن دسته تقسیم بر مجمو:فراوانی نسبی ) 7

  : ، یعنی )  نمایش می دهیمnمجموع همه ی فراوانی های مطلق را با (مطلق 
  
  
  
    .100 درصد فراوانی نسبی هر دسته ، عبارت است از فراوانی نسبی آن دسته ضربدر :درصد فراوانی نسبی ) 8

 باشد ، تعداد کل داده های جامعه کدام 35 و فراوانی آن دسته 7نی نسبی دسته ی سوم برابراگر درصد فراوا: تست 
  است؟

1 (750              2 (100    3 (700          4( 500  

35                         :پاسخ  ×100 = 7 n = 500
n

⇒  
0 و فراوانی نسبی آن 30 اگر فراوانی مطلق دسته ای :تست     باشد ، تعداد داده ها کدام است؟12/

1 (300      2 (360              3 (250      4 (220  
     :  حل 

     i
i

F 12 30 30×100f = = n = = 10×25 = 250
n 100 n 12

⇒ ⇒   

فراوانی تجمعی هر دسته ، عبارت است از فراوانی آن دسته به علاوه ی کل فراوانی مطلق طبقات ما  :فراوانی تجمعی ) 9
iF، فراوانی تجمعی را با قبل  Cنمایش می دهیم .  

  
 فراوانی تجمعی نسبی هر دسته ، عبارت است از فراوانی تجمعی ) :فراوانی تجمعی نسبی(فراوانی نسبی تجمعی ) 10

ی تجمعی هر دسته ، عبارت است از فراوانی نسبی  ، به بیان دیگر می توان گفت که فراوانی نسبnآن دسته ، تقسیم بر 
  .آن دسته ، به علاوه ی فراوانی های نسبی طبقات ما قبل

 درصد فراوانی نسبی تجمعی هر دسته عبارت است از فراوانی نسبی تجمعی آن :درصد فراوانی نسبی تجمعی ) 11
   .100دسته ضربدر

  . استnانی های مطلق برابر  مجموع همه ی فراو:نکته 
  . است1 مجموع همه ی فراوانی های نسبی برابر :نکته 
% مجموع همه ی درصد های فراوانی های نسبی برابر :نکته    . است100
  . استn آخرین فراوانی تجمعی ، همیشه برابر :نکته 
% آخرین درصد فراوانی نسبی تجمعی ، همیشه برابر:نکته    . است100

تعداد دسته ها  R R= 10 = R = 30
C 3

⇒ ⇒  

فراوانی نسبی  = فراوانی مطلق          
 n        

 iF=
n

 if =  
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 آمار: فصل ششم  

اولاً جدول توزیع فراوانی داده های جدول زیر را تشکیل دهید؟ ثانیاً فراوانی نسبی و تجمعی و درصد های  : 1مثال 
  ر جدول حساب کنید؟فراوانی نسبی و فراوانی نسبی تجمعی را د

  
  
 

 و 2 و 1 و 0، فقط مقادیر ) متغیر گسسته( همان گونه که در جدول فوق دیده می شود ، تعداد اتومبیل های خراب :حل 
ا معادل یک دسته در نظر  را اختیار می کند ، بنابراین چون تنوع داده ها ، در این جدول کم می باشد لذا هر داده ر4 و 3

  .می گیریم
درصد فراوانی 
  نسبی تجمعی

فراوانی 
  تجمعی

درصد فراوانی 
  نسبی

  فراوانی
  نسبی

فراوانی 
  مطلق

تعداد اتومبیل 
  های خراب

4 100 20
20

× =  4  0 / 20 100 20× = 
4 0 / 20

20
=  4  0  

55  11  35  0 / 35  7  1  
75  15  20  0 / 20  4  2  
85  17  10  0 /10  2  3  

100  20 n=  15  0 /15  3  4  
    % 100  1  20n =    

  
  :  برگ را که با دقت میلی متری اندازه گیری شده اند ، نشان می دهد ، مطلوب است 50داده های زیر طول  : 2مثال 
   دسته داشته باشیم؟7جدول توزیع فراوانی این داده ها ، به طوری که ) الف
  دسته ها مرکز تمام) ب
  
  
  
  
  
11 با توجه به داده های فوق ، دیده می شود که کوچکترین داده برابر:سخ پا mm 47 و بزرگترین آنهاmm است لذا 

  :داریم 
47 11 36R Max Min= − = − =   

   :  دسته داشته باشیم ، با توجه به7اکنون برای اینکه 
  
  

  . اختیار کنیم6لازم است که طول دسته را برابر 
  
  
  

2 3 1 0 1 1 3 2 1 0
1 4 2 4 0 2 1 0 4 1

 ←)    تعداد اتومبیل های خراب یک آژانس در یک روز( 

= طول دسته       دامنه ی تغییرات   
      تعداد دسته ها

36
7

= =  5 /   خورده ای

21 42 35 26 34 36 33 31 11 30
14 34 47 22 40 41 30 39 31 13
32 16 17 41 36 25 35 24 21 26
38 20 39 30 33 28 43 37 28 23
38 32 20 31 25 29 33 18 27 18
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 آمار: فصل ششم  

  . حد پایین دسته ی اول را می توان برابر یا حتی کوچکتر از کوچکترین داده اختیار کرد:نکته 
  حدود دسته ها  فراوانی  مرکز دسته ها
11 17 14

2
+

=  4  11 17−  
20  8  17 23−  
26  9  23 29−  
32  14  29 35−  
38  10  35 41−  
44  4  41 47−  
50  1  47 53−  
  50n =  6C =  

  
 توجه کنید که اگر تعداد دسته ها کاهش یابد ، اطلاعات مربوط به توزیع فراوانی کم و کمتر می شود تا اینکه :نکته ی مهم 

 نظر برای تجزیه و تحلیل اطلاعات بیشتر است ، بنابراین از بین می رود و هر چقدر تعداد دسته ها بیشتر باشد کار مورد
  .ایجاد نوعی تعادل ضروری به نظر می رسد

تقسیم ) همان طور که در مثال فوق دیدیم( دسته ، 10 تا 6لذا در حالت کلی ، خوب است که داده ها را به طور تقریبی به 
  .کنیم

 ها و فراوانی هر دسته را روی محور xبرای رسم نمودار میله ای ، مرکز دسته ها را روی محور : نمودار میله ای ) 12
yها نمایش داده ، از مرکز هر دسته به اندازه ی فراوانی آن دسته بالا می رویم .  

  :مثال 
  
  
   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1 
0  

2  

5  

8  
7  
6  

4  
3  

0  3  1 2  4  

  نمودار میله ای مثال(1)   
)تعداد اتومبیل های خراب(  

16  

0  

2

8  

14
12
10  

6  
4

14 32  20  26  44  

 نمودار میله ای مثال(2)
)طول برگ ها(  

50
 

38  
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 آمار: فصل ششم  

این نمودار را زمانی می توان رسم کرد که جدول توزیع فراوانی ، دارای حدود ) : مستطیلی(تو گرام سنمودار هی) 13
 ها فراوانی دسته ها را y ها ، حدود دسته ها و روی محور xدسته باشد ، برای رسم این نمودار ، روی محور 

  . شخص می کنیمم
  :مثال 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

در این نمودار ، نقاطی را در صفحه مشخص می کنیم که طول آنها ، ) : چند بَر فراوانی(نمودار چند ضلعی فراوانی ) 13
برابر مرکز دسته ها و عرض نقاط ، برابر فراوانی همان دسته است ، پس این نقاط را به یکدیگر وصل می کنیم ، در 

 ها فاصله می دهیم ، این دو xنقاط ابتدایی و انتهایی مرکز دسته ها به اندازه ی طول دسته ها ، روی محور نهایت ، از 
  .  وصل می کنیمB و A نامیده و سپس دو سر منحنی را به B و Aنقطه را 

  :مثال 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

16  

0  

2  

8  

14  
12  
10  

6  
4  

11 29  17  23 41 

   نمودار هیستوگرام مثال(2)
)طول برگ ها(  

47  35  53  59

×

××  

× ×  
×  

×  

8  

16  

0  

2  

8  

14  
12  
10  

6  
4  

38  14  32  20  26  44

 نمودار چند بَر مثال  (2)
)طول برگ ها(  

5038  56  
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 آمار: فصل ششم  

   برای رسم این نمودار ، مساحت دایره را به وسیله ی قطاع هایی به نسبت فراوانی ها تقسیم :نمودار دایره ای ) 14
  :د نمی کنیم ، این نسبت ها به وسیله فرمول زیر بر حسب درجه به دست می آی

  
  
  

  ک کارخانه ی ماشین سازی به شرح زیر است ، نمودار دایره ای این داده ها را رسم کنید؟ تولید سالانه ی ی:مثال 
  ماشین سواری چهار در   :  15000

  ماشین سواری دو در   : 5000
  استیشن   : 6000

  نت وا  : 2000
  کامیون سبک  : 2000

30000inمجموع کل خودرو ها        : حل  F= =∑  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

   
  
  
  
  
  
  
  
  

16 دانش آموز ، کمان متناظر با نمرات بین 84 در نمودار دایره ای نمرات :تست   است ، فراوانی 60Dابر  ، بر−18
75سراسری ( در نمودار میله ای کدام است؟ 17متناظر نمره ی  −(   

1 (12      2 (13     3 (14         4 (16  

360iF
n

α = × =D  فراوانی هر دسته 
  n  

360× D  

اندازه ی قطاع سواری  0
1

15000 360 180
30000

α = × =D D  
 

0
2

5000 360 60
30000

α = × =D D                                 
 
    0

3
6000 360 72

30000
α = × =D D  

  
    0

4
2000 360 24

30000
α = × =D D  

 
2000

فراوانیدرصد 15000 100 % 50
30000

× =  

فراوانیدرصد 5000 100 % 16
30000

× =  

فراوانیدرصد 6000 100 % 20
30000

× =  

فراوانیدرصد 2000 100 % 7
30000

× =  

فراوانیدرصد 2000 100 % 7
30000

× =  

% 16  
% 7  

% 7  

% 20  

% 50  
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 آمار: فصل ششم  

1360              : پاسخ  60 14
84 6

i i
i

F F F
n

× = ⇒ = ⇒ =D D   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   :شاخص های مرکزی
  :عبارت است از مجموع کل داده ها تقسیم بر تعداد آنها ، یعنی  :  میانگین-1

iFx
n

= ∑  
  نید؟میانگین داده های زیر را حساب ک: مثال 

: 2 5 3 9 11ix ، ، ، ،  
30 6
5

iFx
n

= = =∑  
  میانگین داده های زیر را حساب کنید؟: مثال 

: 2 2 2 2 2 3 3 5 7 12ix − − − − − − − − −  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 5 3 2 5 1 7 1 12 1

10
i iF X

x
n

× + × + × + × + ×
= =∑  

40 4
10

x = =   
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ها شاخص

  شاخص های هندسی-1
   ای میله نمودار - 1
   مستطیلی نمودار - 2
  ضلعی چند نمودار - 3
  ای دایره نمودار - 4

  شاخص های عددی-2

 یمرکز هایشاخص-1
) میانگین - 1 )x  
) میانه - 2 )x�  
  دمُ - 3
  

 پراکندگی هایشاخص-2
) تغییرات ی دامنه - 1 )R  
  2σ واریانس - 2
) معیار انحراف - 3 )σ  
) تغییرات ضریب - 4 )CV 
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 آمار: فصل ششم  

iFx با استفاده از فرمول :نکته 
n

=   : ، داریم ∑
  
  

   است ، مجموع داده ها چقدر است؟9 داده برابر 5 میانگین :تست 
1 (50      2 (45     3 (95          4 (40  

  : پاسخ 
  

14 میانگین نمرات دوازده درس دانش آموزی در امتحان :تست  /  باشد ، میانگین 20 است ، اگر نمره ی یک درس او 5
57سراسری (نمره ی یازده درس دیگر او کدام است؟  −(  

1 (13      2 (13/ 2    3 (14          4 (14 / 2  
  : پاسخ 

174 20 154⇒ − =       1 2 1 4 / 5 1 7 4ix n x= × = × =∑  

                                                154 14
11

y =      میانگین یازده درس دیگر    =
 نیز 12 و 10 محاسبه شده است ، پس از محاسبه معلوم گردید که دو مقدار 5 داده ی آماری برابر 10 میانگین :ست ت

  دام است؟باید به داده ها اضافه گردد ، میانگین داده های جدید ک
1                             :پاسخ  0 5 5 0ix n x= × = × =∑   

50                مجموع کل دوازده داده 10 12 72+ + =  
72 6
12

y =   میانگین جدید       =

2 اگر میانگین داده های آماری :تست  1nx ، ، x ، x"برابر x باشد ، میانگین داده های 
3 2 1nx n ، x ، ، x ، x ، x+ 72آزاد ( کدام است؟ " −(  

1 (1n x +     2( 
1

n x n
n
+
+

   3(   
1

nx
n

+
+

    4(  
1

x n
n
+
+

  
                                              :      پاسخ 

                 ix n x=∑    مجموع داده ها  
)مجموع کل  )1n ) داده           + )1n x x n n x n+ + = + +   

( ) ( )1 1
1 1 1 1

n x n n x n ny x
n n n n
+ + +

= = + = +
+ + + +

  میانگین جدید       

2 هرگاه میانگین :نکته  1nx ، ، x ، x"برابر x 2 و میانگین 1my ، ، y ، y"برابر y باشد ، آنگاه میانگین   

)همه ی  )m n+ 2 داده ی 1nx ، ، x ، x" 2 و 1my ، ، y ، y"بر است با  برا:                 n x m yZ
n m
+

=
+

   
 داده برابر است با؟ 20 است ، میانگین کل این 10 داده ی دیگر برابر 12 و میانگین 5 داده برابر 8 میانگین :تست 

63سراسری ( −(  

1 (7 / 5     2 (8     3 (10        4 (32
3

  

iF n x= ×∑ مجموع کل داده ها= هاتعداد داده یا    میانگین×

5 9 4 5ix n x= × = × =∑  
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 آمار: فصل ششم  

  :پاسخ 
8 داده ی اول                      8مجموع              5 40ix n x= = × =∑  

12     داده ی دوم12    مجموع    10 120iy m y= = × =∑  
40 داده                     20مجموع کل  120 160n x m y+ = + =    

160 8
20

n x m yZ
n m
+

= = =
+

  
   در صورتی که بخواهیم میانگین را در یک جدول توزیع فراوانی حساب کنیم ، از رابطه زیر استفاده :نکته 

          :می کنیم
i iF x

x
n
×

= ∑  
 

69سراسری (، میانگین کدام است؟       در توزیع                  :تست  −(  
  
1 (3/17    2 (3/ 5      3 (4                  4 (4 / 2  

  : پاسخ 
  
  
  
  

95 3/17
30

⇒ = = =∑ i iF x
x

n
  

  
            

  
  .، همان مراکز دسته ها خواهند بود ها ixاگر جدول دارای حدود دسته باشد ، : تذکر 
80سراسری ( میانگین داده های جدول زیر کدام است؟ :تست  − (  

8 10−  6 8−  4 6−  2   حدود دسته ها  −4

  فراوانی  2  4  3  1
1 (5 / 2              2 (5 / 4    3 (5 / 5               4 (5 / 6  

  :پاسخ 
  
  
  

56 5/ 6
10

i iF x
x

n
⇒ = = =∑ 

 

6  5  4  3  2  1  ix  
2 3 7 8 6 4 if 

i iF x  iF  ix  

4  4  1  
12  6  2  
24  8  3  
28  7  4  
15  3  5  
12  2  6  

95i iF X =∑  30n =    

i iF x  ix  iF  حدود دسته ها  
6  3  2  2 4−  
20  5  4  4 6−  
21  7  3  6 8−  
9 9 1  8 10−  

56i iF x =∑    10n = 2C =  
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 آمار: فصل ششم  

 برای محاسبه ی میانه ، ابتدا داده ها را به طور صعودی یا نزولی مرتب کرده ، در صورتی که تعداد داده ها : میانه -2
فرد باشد ، میانه داده ی وسطی است و در صورتی که تعداد داده ها زوج باشد ، میانه نصف مجموع دو داده ی وسطی 

  .نمایش می دهیم)  مَدxبخوانید (  �xاست ، ضمناً میانه را با 
  . مرتب کردن داده ها ، یادتان نرود:تذکر 
67سراسری ( کدام است؟ زیر میانه ی داده های آماری :تست  −(  

17 , 11 , 41 , 58 , 35 , 40  
1( 41                       2(37 / 5              3( 58               4 (49 / 5  

  :  ابتدا داده ها را مرتب می کنیم :پاسخ 
   11  و 17 و35 و40 و41 و58 

35 40 75 37 / 5
2 2

x +
= = =�  

به عبارت دیگر دارای حداکثر ( در بین همه ی داده ها ، داده ای که از همه ی داده ها بیشتر تکرار شده باشد ) :نما( مُد -3
  .ما می گوییمرا مُد یا ن) فراوانی باشد

 داده مدُ  یا چند در یک سری از داده ها ، اگر دو یا چند داده ، بیش از داده های دیگر ، تکرار شده باشند ، هر دو:تذکر 
  .خواهند بود و اگر هیچ کدام از داده ها ، تکرار نشده باشند ، مُد نخواهیم داشت

   در هر یک از موارد زیر ، مُد را مشخص کنید؟:مثال 
   مُد =3                    3 و3 و3 و5 و5 و10 )الف
   مُد=4,7               1 و 2 و3 و4 و4 و4 و4 و5 و6 و6 و6 و7 و7 و7 و7)ب
   مُد وجود ندارد                 1 و 4 و11 و17 و21) ج

 دقت کنید که در یک سری از داده ها ، مُد داده ای است که بیش از همه تکرار شده باشد ، نه تعداد دفعات تکرار آن :تذکر 
  .داده

   :شاخص های پراکندگی
)ییرات  دامنه ی تغ-1 )R :   

R Max Min= −   
به دلیل اینکه در دامنه ی تغییرات ، تنها کوچکترین و ( اگر بخواهیم پراکندگی داده ها را خیلی سریع ولی با دقت کم :نکته 

  .تعیین کنیم ، از دامنه ی تغییرات استفاده می کنیم) بزرگترین داده مؤثرند
67آزمون سراسری (  چرا استفاده از دامنه ی تغییرات به عنوان مقیاس پراکندگی توصیه نمی شود؟ :تست  −(  

    .مقدار آن اغلب بزرگ است) 1
  .مقدار آن از یک نمونه به نمونه ی دیگر تغییر می کند) 2
  .با ازدیاد تعداد داده ها ، فقط می تواند کم گردد) 3
  .ه استفاده می شوددر محاسبه ی آن فقط از دو انداز) 4

  .صحیح است» 4«گزینه : پاسخ 
) واریانس -2 )2σ:  یکی دیگر از پارامتر های پراکندگی داده ها ، واریانس است و کارآیی آن از دامنه ی تغییرات بیشتر 

 چه اندازه به میانگین داده ها نزدیک است ، هر چقدر واریانس است ، واریانس به ما می گوید که هر عدد و یا داده ، تا
  .بزرگتر باشد ، پراکندگی داده ها ، بیشتر خواهد بود
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 آمار: فصل ششم  

  .برای محاسبه واریانس از دو فرمول زیر می توان استفاده کرد
  
  
  

    
  

)دقت کنید که فرمول  )ول  را به سادگی و به صورت زیر می توان از فرم2(   . بدست آورد1(

( )
2

22

2

2i i
i

x x x xx x

n n
σ

 
− + −  = =

∑∑  
2

2 2i ix x x x
n

− +
= ∑ ∑ ∑  

    

2
2 2i ix x x n x

n

− +
=
∑ ∑

  

 
2

2 2ix x n x n x
n

− × +
= ∑  

                       
2 2

2 2ix n x n x
n

− +
= ∑  

      
2

2
ix n x
n
−

= ∑  

        
2 2
ix x
n

= −∑  

:         نکته 
1

n

i
c n c

=

=∑  

7 های  واریانس داده:تست  5 3 2 1 0، ، ، ،    کدام است؟،

1( 12
6

                2(34
6

              3( 12
6

                                4 (34
6

   
      : پاسخ 

   0 1 2 3 5 7 18 3
6 6

ixx
n

+ + + + +
= = = =∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2
2 0 3 1 3 2 3 5 3 7 3

6
ix x

n
σ

− − + − + − + − + −
= =
∑  

       9 4 1 4 16 34
6 6

+ + + +
= =  

  .واریانس بهترین پارامتر محاسبه ی پراکندگی داده هاست: نکته 
  .واحد واریانس با واحد داده های اولیه متفاوت است: نکته 

( ) 2

2 ix x

n
σ

−
=
∑  یا 

2 2
2 ix x

n
σ = −∑

   ( )1 )      فرمول  )2    فرمول 
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 آمار: فصل ششم  

2:  داده داریم 5 برای :تست  35ix 2x و ∑=    ، واریانس کدام است؟=
1( 3              2(4                3( 5                               4 (6   

         :  پاسخ 

          
2 2

2 35 2 7 4 3
5

ix x
n

σ = − = − = − =∑  
  : برای محاسبه ی واریانس در جدول ، از فرمول زیر استفاده می کنیم :نکته 

( )
2

2 i iF x x

n
σ

−
=
∑

 

   واریانس داده های جدول مقابل را حساب کنید؟:مثال 
  

iF  دسته ها  
2  2 5−  
3  5 8−  
1  8 11−  
4  11 14−  
10n =  3C =  

 : پاسخ 
  

( )
2

i iF x x−  ( )
2

ix x−  i iF x  ix  iF  دسته ها  

29 /16  ( )
2

2 / 2 4 / 86− = 6  1  6  0 2−  

0 / 36  ( )
2

0 / 2 0 / 04=  27  3  9  2 4−  

6 / 48  ( )
2

1/ 8 3/ 24=  10  5  2  4 6−  

43/ 32  ( )
2

3 / 8 14 / 44=  21  7  3  6 8−  

( )
2

79 / 32i iF x x− =∑   64    20n =  2C =  
 

64 32 3/ 2
20 10

i iF x
x

n
= = = =∑ 

( )
2

2 79 / 32 3/ 966
20

i iF x x

n
σ

−
= = =
∑ 

) انحراف معیار -3 )σ  :نیز )  استجذر واریانسکه (سبه اندازه ی پراکندگی می توان از انحراف معیار برای محا
  .استفاده کنیم
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 آمار: فصل ششم  

  
77سراسری ( انحراف معیار داده های جدول مقابل کدام است؟ :تست  −(  

  
7 6 5  4  3 2 ix  
2 4 5  3  1  1  iF  

  
1 (1/ 05    2 (1/ 25    3 (1/ 5         4 (1/ 75  

  :پاسخ 
2 3 12 25 24 14 80 5

16 16
x + + + + +
= = =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 1 2 5 1 3 5 3 4 5 5 5 5 4 6 5 1 7 5

16
σ

− + − + − + − + − + −
=  

2 1/ 75 1/ 75σ σ= ⇒ =  
) ضریب تغییرات -4 )VC:   یکی دیگر از پارامتر های تشخیص پراکندگی ، به نام میانگین به انحراف معیاراز تقسیم ، 

  .ضریب تغییرات بدست می آید

VC x
σ

=  
 : دقت کنید که اشتباهاً خیال نکنید که ضریب تغییرات ، خارج قسمت میانگین به انحراف معیار است ، لذا :تذکر 

V
xC
σ

≠  
  . ضریب تغییرات ، بدون واحد است:نکته 
  . معمولاً ضریب تغییرات را به صورت درصد بیان می کنند:نکته 

67آزمون سراسری (ک از تعاریف زیر ، تعریف صحیحی برای ضریب تغییرات است؟  کدام ی:تست  −( 

  خارج قسمت انحراف معیار به میانگین) 2         جذر واریانس ) 1
  فاصله ی بزرگترین عدد از کوچکترین عدد) 4     خارج قسمت واریانس به میانگین) 3

  .صحیح است» 2«گزینه ی : پاسخ 
14 ضریب تغییرات داده های :تست  12 10 8، ، 75آزاد ( کدام است؟ ، −(  

1 (5
11

    2 (11
5

      3 (5
11

                     4 (11
5

  

44                                        :پاسخ  11
4

ixx
n

= = =∑  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 8 11 10 11 12 11 14 11 9 1 1 9 5
4 4

σ
− + − + − + − + + +

= = =   

55
11vC x

σσ = ⇒ = =  
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 آمار: فصل ششم  

نه پارامتر های ( اگر کلیه ی داده های یک جامعه ی آماری برابر باشند ، آنگاه تمامی پارامتر های پراکندگی :نکته 
برابر صفر خواهند بود ، دقت کنید که ) دامنه ی تغییرات ، واریانس ، انحراف معیار ، ضریب تغییرات(آن جامعه ) مرکزی

  .در این حالت ، میانگین برابر است با یکی از داده ها
} انحراف معیار داده های آماری :تست  }7 7 7، ،    کدام است؟"،

  صفر) 4                       49) 3                 14) 2                 7) 1
  .صحیح است» 4«طبق نکته ی قبل ، گزینه ی : پاسخ 
3 اگر واریانس داده های :تست  2 17، x ، x ، x، 75آزاد : ( میانگین داده ها برابر است با برابر صفر باشد −(  

  مشخص نیست) 4                       28) 3                14) 2                 7) 1
  .صحیح است» 1« طبق نکته ی فوق ، گزینه ی :پاسخ 

x اگر داده ها تشکیل تصاعد عددی بدهند ، میانگین با میانه برابر خواهد شد ، یعنی:نکته  x=   :، در این حالت داریم �

) dقدر نسبت داده ها است           (          ،
2 1
12
ndσ −

=   
5 انحراف معیار داده های :تست  4 3 2 1، ، ،    کدام است؟،

1 (2                  2 (2                 3 (4             4 (5  
  : پاسخ 

  
  
  
  
  
  
  

2dσ:  باشد آنگاه همواره 5 برابر nه های آماری تشکیل تصاعد عددی بدهند و  اگر داد:نکته  به . ( خواهد بود=
  ).مثال بالا توجه کنید

   انحراف معیار داده های زیر کدام است؟:تست 
8 11 14 17 20، ، ، ،  

1( 3 2    2 (2 2    3 (4 2                   4 (5 2  
  :  طبق نکته ی قبل داریم :پاسخ 

2 3 2dσ = =   
  : ، اضافه یا کم شود ، آنگاه K هرگاه به همه ی داده ها عددی مانند :نکته ی مهم 

  .دامنه ی تغییرات ،  تغییری نخواهد کرد) 1
  . به میانگین اضافه یا کم خواهد شدKعدد ) 2
  . به میانه اضافه یا کم خواهد شدKعدد ) 3
)                 .انحراف معیار تغییری نخواهد کرد) 4 ) ( )x K xσ σ± =  
)              .واریانس نیز تغییری نخواهد کرد) 5 ) ( )2 2x K xσ σ± =  

15 راه معمولی 3
5

x = =  

2 4 1 0 1 4 2 2
5

σ σ+ + + +
= = ⇒ =  

2 راه دوم 21 5 11 2
12 12
ndσ − −

= = × =  
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 آمار: فصل ششم  

  .ضریب تغییرات داده ها ، تغییر خواهد کرد) 6
2 اگر میانگین داده های :تست  1nx ، ، x ، x" برابر x2 های  باشد ، میانگین داده 1nx k ، ، x k ، x k+ + +" 

  .................برابر است با 
1 (x              2 (x k+   3 (2x k+          4 (x k−  

  .صحیح است» 2«طبق نکته ی فوق ، گزینه ی : پاسخ 
2 در داده های آماری :تست  1nx ، ، x ، x" می باشند ، اگر به تمامی 4 و 5 مقادیر میانگین و واریانس به ترتیب 

  دام است؟داده ها ، یک واحد اضافه کنیم ، درصد ضریب تغییرات داده های جدید ک
1 (40                2 (30           3 (27                4 (33  

5 جدید برابر  طبق نکته ی فوق ، میانگین داده های.صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ  1 6+  بوده ، امّا واریانس =
  : خواهد بود ، لذا داریم 4تغییری نکرده و همان 

4 2 1 0 / 33
6 6 3VC x

σ
= = = = =  

0 درصد ضریب تغییرات                / 33 100 33× =   
)در عددی مانند  اگر همه ی داده ها را :نکته ی مهم  )0k k≠ ضرب و یا تقسیم کنیم ، آنگاه :  

  . ضرب و یا بر آن تقسیم می شودkدامنه ی تغییرات در ) 1
  . ضرب و یا بر آن تقسیم می شودkمیانگین در ) 2
  . ضرب و یا بر آن تقسیم می شودkمیانه در ) 3

.   تقسیم می شودk ضرب و یا بر kانحراف معیار در ) 4
( ) ( )

( )1 1
k x k x

x x
k k

σ σ

σ σ

 =
 ←  =   

  

.       شود تقسیم می 2k ضرب و یا بر 2kواریانس در ) 5
( ) ( )

( )

2 2 2

2 2
2

1 1
k x k x

x x
k k

σ σ

σ σ

 =
 ←   =   

  

  .ضریب تغییرات داده ها ، نیز تغییر خواهد کرد) 6
2 اگر دامنه ی تغییرات داده های آماری :تست  1nx ، ، x ، x" برابر صفر باشد ، میانگین داده های آماری ، 

2 12 1 2 1 2 1nx ، ، x ، x+ + 73آزاد ( کدام است؟ "+ − (  

1 (1

2
nx x+              2( ( )1 22 1nx x x+ + + +"           3 (nx            4 (12 1x +  

س همه ی داده ها با یکدیگر برابرند ، ضمناً در چون دامنه ی تغییرات ، صفر است پ .صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 
1این حالت  2 nx x x x= = = 2میانگین داده های :  ، لذا طبق نکته ی فوق "= 12 1 2 1 2 1nx ، ، x ، x+ + +" 

2برابر  1x 12 و یا + 1x   . خواهد بود+
2عیار داده های  اگر میانگین و انحراف م:تست  1nx ، ، x ، x" به ترتیب x و σ باشد ، میانگین و انحراف معیار 

2داده های  1na x b ، ، a x b ، a x b+ +   : به ترتیب عبارتند از "+
1 (x b+ و bσ +     2( a x b+ و a bσ +     3 (a x b+2 وa σ      4 (a x b+ و a σ  

  :کنید که صحیح است ، دقت » 4«گزینه ی  :پاسخ 
( ) ( )a x b a xσ σ± =   
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 آمار: فصل ششم  

   :تست های آمار
  و دیگری20 است ، اگر دو داده ی دیگر ، یکی برابر 67 آماری  ی و بزرگترین داده12 کوچکترین داده ی آماری -1

  ؟..................... به اطلاعات فوق اضافه شود ، دامنه ی تغییرات 50
  تغییر نمی کند) 4      دو واحد کم می شود)3         دو برابر می شود) 2 دو واحد اضافه می شود ) 1

 هستند لذا کوچکترین و بزرگترین داده 67 و12 بین دو عدد 50 و 20چون اعداد . صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 
  . نخواهد کرددامنه ی تغییرات تغییریبنابراین  بوده ، 67 و12ها باز هم 

/11 تعدادی داده را در هشت دسته طبق بندی نموده ایم ، در صورتی که مراکز دسته های اول و سوم به ترتیب -2  و 5
15 /     باشد ، بیشترین مقدار داده ها ، کدام می تواند باشد؟5

1 (24       2 (26                   3( 28                             4 (30  
  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 

 به ترتیب مرکز دسته mx و nxما اگر  می دانیم فاصله ی هر دو مرکز دسته ی متوالی برابر طول دسته است ، ا:نکته 
)           :  ام باشند آنگاه m ام و nی  )n mx x n m c− = −  

لذا فاصله ی مرکز هر دسته تا کران بالا یا پایین شد ، ااز طرفی با توجه به آنکه مرکز هر دسته ، وسط دو کران می ب
  :همان دسته برابر نصف طول دسته است یعنی 

2n
cx=    ام n کران بالای دسته ی +

2n
cx=    امn کران پایین دسته ی −

ین تعداد داده ها در دسته ی آخر قرار دارد لذا کران پایین و بالای دسته ی هشتم را بدست می آوریم ، می دانیم بیشتر
  : برای این منظور بهتر است ابتدا مرکز دسته ی هشتم تعیین شود ، اما داریم

8 3 8 85 15 / 5 10 25 / 5x x c x x− = ⇒ − = ⇒ =  

8 25 / 5 1 26 / 5
2
cx= + = +     کران بالای دسته ی هشتم =

8 25 / 5 1 24 / 5
2
cx= − = −     کران پایین دسته ی هشتم =

): لذا حدود دسته ی هشتم عبارت است از  )24 / 5 26 /  در دسته ی 2 که با توجه به گزینه ها ، فقط عدد گزینه ی −5
  .هشتم قرار دارد

 است ، کرانه ی بالای دسته ی 25 و مرکز دسته برابر 24 کرانه ی پایین دسته ی دوم یک جامعه ی آماری برابر-3
  دوم چقدر است؟

1 (24 / 5    2 (23                   3( 26                             4 (24  
  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 

2 24 25 1 2
2 2 2
c c cx c= − ⇒ = − ⇒ = ⇒     کران پایین دسته ی دوم=

2
225 26

2 2
cx= + = +     کران بالای دسته ی دوم=

 است ، کمترین داده چقدر 5 و طول دسته ها 6سته ها  ، تعداد د50 در یک جدول توزیع فراوانی ، بیشترین داده -4
80آزاد انسانی (است؟  −(  

1 (40             2 (30                   3( 20                             4 (10  
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 آمار: فصل ششم  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 
506 30 50

5
− −

= = ⇒ = ⇒ = ⇒ = −
R Max Min Mink k Min
c c

  تعداد دسته ها  

            20⇒ =Min  
 واحد از طول دسته ها کمتر باشد 1 می باشد ، اگر بخواهیم تعداد دسته ها 20 دامنه ی تغییرات یک نمونه ی آماری -5

  ، باید طول دسته را چقدر در نظر گرفت؟
1 (4             2 (5                    3( 6                               4 (7  

  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 
Rk
c

=    تعداد دسته ها =

( )20 1 5 4 5
1

Rc c c c c
k c

⇒ = ⇒ = ⇒ − = × ⇒ =
−

  
 کلاس ، زاویه ی 3 نفر است ، در نمودار دایره ای این 50 و 60 ، 70 کلاس یک مدرسه 3 تعداد دانش آموزان -6

   نفری چند درجه است؟50مربوط به کلاس 
1 (50            2 (150                   3( 100                   4 (120  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 
50 60 70 180n = + + =  

50360 360 50 2 100
180

ix
n

α = × = × = × =D D D  
  :      زیر است دادی از افراد به صورت توزیع گروه های خونی تع-7
  
  
  

   در نمودار دایره ای کدام است؟O درصد مساحت مربوط به گروه خونی 
1 (15             2 (20                  3( 25                               4 (40  
  

  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 
   تعداد کل افراد =60

2 360 12 6 72
60

= × = × = D کمان مربوط به گروه خونی O  
72 100 20

360
= × =

D

D  درصد مساحت مربوط به گروه خونیO  

0 فراوانی نسبی داده ای -8 / 2 واحد افزایش یابد ، فراوانی نسبی آن 3 است ، اگر فراوانی این داده ، 3
5

 خواهد شد ، 
  تعداد کل داده ها در ابتدا ، چقدر بوده است؟

1 (15            2 (14               3( 18                          4 (17  
  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 

  

O  A B  B  A  
12 10  14  24  
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 آمار: فصل ششم  

  : نشان می دهیم ، لذا داریم n و تعداد داده ها را با if و فراوانی نسبی آن را با iFفراوانی داده را با 

( )i i
i

F 3 ff 1
n 10 n

= ⇒ =   
 واحد افزایش خواهد یافت اما با 3 نیزnیعنی  واحد افزایش می یابد ، تعداد داده ها 3در حالتی که فراوانی این داده 

2توجه به اینکه فراوانی نسبی در این حالت 
5

  : است داریم 

( )

( )

i

i

2 f 3 3n2 32 35 n 3 10 2 n 6 n 15
3n 5 n 3 21 f
10

+ = ++ ⇒ = ⇒ + = + +⇒ =


   

1 n 9 n 18
2

= ⇒ =  
، چند نفر در گروه  نشان دهدD و C و B وA نفر را در گروه های سنی 60000  اگر نمودار زیر ، توزیع-9

   قرار دارند؟Aسنی
  
1 (1000                 
2 (6000                
3( 10000                   
4 (15000  
  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 

360
60000
x

= × D کمان مربوط به A  

60 6 10000
1000
x x= × ⇒ =D  

 تعدادی داده را در چند طبقه دسته بندی کرده ایم ، اگر بخواهیم فاصله ی طبقات نصف شود، برای تعداد طبقات -10
  کدام حالت پیش خواهد آمد؟

   برابر می شود  2) 2             نصف می شود  ) 1
   واحد به آن اضافه می شود2) 4              نمی کندتغییر ) 3 

  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 
  :در این تست منظور از فاصله ی طبقات ، طول دسته می باشد ، اما می دانیم 

  
  
  
  

ذا هنگامی که طول دسته ها را نصف می کنیم تعداد دسته حال چون دامنه ی تغییرات تغییری نکرده و ثابت مانده است ل

2                    :ها باید دو برابر شود یعنی 
2
cR k= ×  

  . ساده می شود2 با 2زیرا 

B  

C  
A  

100 D  
110 D  

90 D  

60 D  

D  

= طول دسته       دامنه ی تغییرات   
      تعداد طبقات 

Rk R k c
c

⇒ = ⇒ =
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 آمار: فصل ششم  

 درجه باشد ، حجم جامعه ی آماری کدام 18 مربوط به آن در نمودار دایره ای  و زاویه ی15 اگر فراوانی یک دسته -11
  است؟

1 (200        2 (300                  3( 180                   4 (150  
  .صحیح است» 2« گزینه ی :اسخ پ

iF 15360 18 360 18 n 15 360
n n

α = × ⇒ = × ⇒ = ×D D D D D   

n 15 20 300= × =D D   
14 و مجموع مربعات تفاضل داده ها از میانگین برابر 10 در یک نمونه گیری آماری ، تعداد داده ها -12 /  است ، اگر 4

0ضریب تغییرات داده ها  /    باشد ، میانگین داده ها چقدر است؟04
1 (18            2 (24                3( 30                          4 (32  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 

)منظور از مجموع مربعات تفاضل داده ها از میانگین ، همان )
2

ix x−∑ است ، در نتیجه داریم :  

( )
2

2 2 14 / 4 1/ 44 1/ 44 1/ 2
10

ix x

n
σ σ σ

−
= ⇒ = = ⇒ = =
∑  

0چون ضریب تغییرات  / 4           : است لذا 04 1/ 2 120 30
100 4vc x

x x
σ

= ⇒ = ⇒ = =  
3 باشد ، ضریب تغییرات اعداد 16 و واریانس آنها 7 برابر z و y و x اگر میانگین اعداد -13 1x − ، 3 1y − ، 

3 1z    کدام است؟−

1 (3
5

              2 (3
5

                    3( 11
20

                  4 (9
5

  
  .صحیح است» 2«گزینه ی  :پاسخ 

)                        :  باواضح است که میانگین داده های جدید برابر خواهد بود  )3 1 3 7 1 20x − = − =  
)                       : باو واریانس برابر خواهد بود  )2 23 9 16 144xσ = × =   

12σو در نتیجه  12                                : لذا داریم = 3
20 5

= = =cv
x
σ  

 و فراوانی نسبی دسته ی اول 250 داده برابر ی اگر مجموع مساحت های مستطیل ها در نمودار مستطیلی تعداد-14
1

10
  هر دسته چقدر خواهد بود؟ باشد ، طول 5 و فراوانی همین دسته ، 

1 (3             2 (4                   3( 5                               4 (6  
  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 
 ها فراوانی نشان داده می شود y ها حدود دسته ها و بر روی محور xنیم در نمودار مستطیلی ، بر روی محور می دا

، از آنجایی که تفاضل بین کران های بالا و پایین هر دسته برابر طول دسته است ، برای تعیین مساحت هر یک از 
  . یل ها ، کافی است طول دسته را در فراوانی آن دسته ضرب کنیممستط
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 آمار: فصل ششم  

  :لذا با توجه به شکل داریم 
  
  
  
  
  
  
  
  

 سطح زیر نمودار چند بر فراوانی با سطح زیر نمودار مستطیلی متناظرش برابر است ، به عبارت دیگر مساحت زیر :نکته 
icنمودار چند بر فراوانی نیز از رابطه ی  F∑بدست می آید  .  

  :اکنون داریم 
i

i i
F 1 5f n 50 F 50
n 10 n

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =∑  

iS c F 250 c 50 c 5= ⋅ ⇒ = × ⇒ =∑  
   واریانس داده ها در نمودار میله ای رو به رو چقدر است؟-15

1 (5
6

  

2 (1
2

  

3 (1
3

  

4 (5
4

  
  .صحیح است» 1« گزینه ی :پاسخ 

  
  :ابتدا با توجه به نمودار می توان جدول فراوانی را به صورت زیر تشکیل داده و سپس واریانس را حساب کنیم 

  
  
  
  
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2
i i2

F x x 4 1 2 5 2 2 2 3 2 1 4 2
n 12

− − + − + − + −
σ = =

∑   

     4 0 2 4 5
12 6

+ + +
= =  

  
  

1 

0  

2  

5  
4  
3  

3  1 2  4  

c

1 مساحت کل مستطیل ها   2 n iS c F c F c F c F= = + + + = ∑"  

4  3  2  1  ixمرآز دسته   

1  2  5  4 ifفراواني   
i iF x 4 10 6 4 24x 2

n 4 5 2 1 12
+ + +

⇒ = = = =
+ + +

∑  
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 آمار: فصل ششم  

 4اگر تعداد دسته ها را .  ، شده است 12 دسته طبق بندی نموده ایم ، طول دسته k ی آماری را در  یک سری داده-16
   کدام است؟k خواهد شد ، 6واحد افزایش دهیم ، طول هر دسته 

1 (3            2 (6                 3( 5                              4 (4  
  .صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 

R Rc 12 R 12 k
k k

= ⇒ = ⇒ =   
 خواهد شد ، اما واضح است در این حالت دامنه ی 6 واحد افزایش می یابد ، طول دسته 4پس از آنکه تعداد دسته ها ، 

  :تغییرات تغییری نکرده است ، پس داریم 
12 k6 6 k 24 12 k 6 k 24 k 4
k 4

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

  
   نمودار میله ای رو به رو ، میانه ی داده ها کدام است؟ با توجه به-17
1 (3                      
2 (4                  
3( 5                    
4 (7 / 5  
  

  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 
in F 5 3 4 3 1 16= = + + + + =∑   

م ، ی داده داریم ، لذا میانه برابر میانگین داده های هشتم و نهم خواهد بود ، اما اگر داده ها را از ابتدا شمارش کن16چون 
 می 5 و داده ی نهم عدد 3 ، سه بار تکرار دارد ، حال چون داده ی هشتم عدد 3 ، پنج بار تکرار شده ، عدد 2عدد 

  : باشد ، میانه برابر است با 
3 5 4

2
x +
= =�   

 است ، در نمودار میله ای این داده ها ، زاویه ی مربوطه به  نمودار میله ای یک سری از داده ها به شکل مقابل-18
25ix    چند درجه است؟=

  
1 (90D                      
2 (150D                 
3( 180D                   
4 (120D  
  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 
 ها مشخص کرده ، سپس روی هر یک از داده ها ، xرا روی محور ) یا خود داده ها(در نمودار میله ای مرکز دسته ها 

  :یم ، اکنون داریم میله ای که طول برابر با فراوانی آن داده باشد رسم می کن

1 2 3 6 12 360i
i

Fn f
n

α= = + + + = ⇒ = ×∑ D D  
  

0  

2  

5  
6  

4  
3  

2  3  5  9  8  

if  

1 
0  

2  

6  

3  

10  15  25  20  
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 آمار: فصل ششم  

25ixچون فراوانی مربوط به    : می باشد لذا زاویه ی نظیر این داده در نمودار دایره ای برابر است با 6 برابر =
6 360 180

12
α = × =D D D  

: در دو دسته ی داده های -19 2 , 3 , 5 , 7
: 9 ,13 , 21 , 29

i

i

x
y





   ، کدام گزینه درست است؟

  .میانگین گروه دوم ، چهار برابر میانگین گروه اول است) 1
  .واریانس گروه دوم ، چهار برابر واریانس گروه اول است) 2
  .ضریب تغییرات گروه دوم ، از ضریب تغییرات گروه اول بیشتر است) 3
  .غییرات گروه اول کمتر استضریب تغییرات گروه دوم ، از ضریب ت) 4

  .صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 
 جمع شده اند پس میانگین گروه 1با کمی دقت دیده می شود که همه ی داده های گروه اول چهار برابر شده و با عدد 

 برابر انحراف معیار گروه 4گین گروه اول یک واحد بیشتر است ، همچنین انحراف معیار گروه دوم  برابر میان4دوم از 
  : برابر واریانس گروه اول است اما در مورد ضریب تغییرات 16اول است پس واریانس گروه دوم ، 
  : نمایش دهیم داریم cvا اگر ضریب تغییرات گروه اول را ب

cv
x
σ

=   
  :در گروه دوم ضریب تغییرات برابر است با 

( ) 4
4 1

cv
x
σ′ =
+

   

مخرج کسر در مقایسه با صورت کسر ، بیشتر بزرگ شده است ، ضریب تغییرات نسبت به حالت اول با توجه به آنکه 
  .کمتر خواهد بودگروه دوم 

2 اگر میانگین داده های -20 13 1 3 1 3 1nx ، ، x ، x+ +  باشد ، آنگاه میانگین داده های 7 برابر با "+
2 13 2 3 2 3 2nx ، ، x ، x− −    کدام است؟"−

1 (14
3

−    2 (1−                 3( 8
3
−                                4 (1  

  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 
2اگر میانگین داده های  1nx ، ، x ، x"   راx در نظر بگیریم ، آنگاه میانگین داده های 

2 13 1 3 1 3 1nx ، ، x ، x+ + 3 برابر "+ 1x   : خواهد بود ، لذا داریم +
3 1 7 2x x+ = ⇒ =   

2از طرفی اگر میانگین داده های  13 2 3 2 3 2nx ، ، x ، x− −   : نمایش دهیم ، داریمx′ را با "−

( )3 2 3 2 2 1′ = − = − = −x x  
 درصد به قیمت ها افزوده شده باشد ، 10 ریال بوده و امسال 1000انس قیمت ها در سال گذشته  اگر واری-21

  واریانس جدید قیمت ها کدام است؟
1 (100               2 (121                3( 1000                4 (1210  

  .صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 
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 آمار: فصل ششم  

  :  قیمت های پارسال باشد ، داریم xاگر 
10 110 11
100 100 10

y x x x x= + =      قیمت های امسال =

11یعنی قیمت ها 
10

 برابر شده اند ، پس واریانس قیمت ها 
211 121

10 100
  = 
 

  :بنابراین داریم .  برابر خواهد شد

  سال ر واریانس قیمت های پا=1000

 121 1000 1210
100

= ×    واریانس قیمت های امسال =
2 اگر واریانس داده های -22 1 6m n ، m n ، k ،− + 3n و k برابر صفر باشد ، انحراف معیار داده های +  و +
1m   کدام است؟ +
1 (0            2 (1                    3( 2                              4 (3  

  .صحیح است» 1« گزینه ی :پاسخ 
2چون وایانس داده های  1 6m n ، m n ، k ،− +  صفر است ، لذا همه ی داده ها با هم برابرند، پس همه ی آنها +

  : می باشند ، در نتیجه داریم 6برابر 
2 6

4 2
6

1 6 5

m n
m ، n

m n
k k

 − =
⇒ = =  + = 

 + = ⇒ =

   

k ، 3nدر این صورت داده های  + ، 1m یار آنها صفر  شده و چون داده ها با هم برابرند ، انحراف مع5 همه برابر +
  .خواهد بود

10 باشد ، فراوانی دسته ی 30 دسته ی وسط برابر نسبیجدول زیر ، اگر درصد فراوانیداده های  در -23  کدام −12
79سراسری تجربی (است؟  −(  

  مرکز دسته  7  9  11  13  15
8  10  x  15  9  راوانی دستهف  

  
1 (14            2 (16                 3( 18                                4 (20  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 
  
  
  

30 100 30 100
9 15 10 8 42

= × ⇒ = ×
+ + + + +

x x
x x

   

3 126 10 7 126 18x x x x+ = ⇒ = ⇒ =  
  

, اگر میانگین داده های -24 1 , , 2n n n+  باشد ، میانگین داده های x برابر …
( ) ( )1, 1 2 , , 2 1n n n n− + − − 79آزاد پزشکی ( چقدر است؟ …+ −(  

1 (
2
nx −    2( x                             3 (2

2
nx +

−                 4 (1
2

nx +
−  

=  درصد فراوانی نسبی هر دسته  
فراوانی آن دسته 
 کل فراوانی ها  

100×  
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 آمار: فصل ششم  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 
  : میانگین داده های مطلوب باشد ، در این صورت داریم Y میانگین داده های اولیه و x فرض می کنیم :راه حل اول 

1 2 2
1

n n n nx
n

+ + + + + +
=

+
"  

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 3 11 1 2 2 1
1 1

n n n nn n n n
Y

n n
+ + + + − + + + + +− + + − + + − +

= =
+ +

" ""   

       
( ) ( )1 2

1 2 2 22
1 1 2

n n
n n n n nx

n n

+ +
+ + + + + + +

= − = −
+ +

"  

 است و میانگین x برابر 3 ،4 ، 5 ، 6 می گیریم ، لذا میانگین داده های 3 را مثلاً برابر n:عدد گذاری : راه حل دوم 
  :، با این شرایط داریم )  قرار داده ایمn،  3به جای ( خواسته شده 2 ، 2 ، 2 ، 2داده های گروه دوم یعنی 

3 4 5 6 9
4 2

x + + +
= =   

3n به جای  ها ، حال در گزینه2 برابر است با و میانگین داده های گروه دوم 9 و به جای =
2

x  را قرار می دهیم =
  :است زیرا ) 3( برسیم ، اما تنها گزینه ی درست گزینه ی 2باید به عدد 

2 9 3 2 4 2
2 2 2 2
nx + +

− = − = =  

1 اگر میانگین داده های -25 2 nx ، x ، ، x… برابر x 1 باشد ، میانگین داده های 2, 2 nx x x x ، ، x n x+ + +…  
79آزاد غیر پزشکی (دام است؟ ک −(  

1 (( )1
2

n x+    2 (2 x                   3 (( )3
2

n x+                  4 (
2
n x  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 
 :  به ترتیب میانگین گروه اول و دوم باشند ، لذا داریم Y  وx فرض می کنیم :راه حل اول 

1 2 nx x xx
n

+ + +
=

" 

( )1 2 1 2 1 22 n n n xx x x x x n x x x xY
n n n

+ + ++ + + + + + + + +
= = +

"" " 

    

( )
( ) ( )

1
1 32
2 2

n n
x n x n x

x x
n

+
+ +

= + = + = 

  :  فرض می کنیم در این صورت داریم 3 ، 2 ، 1 را به ترتیب 3x و 1x ، 2x :راه حل دوم 
1 2 3 2

3
x + +
= =   

3 برابر 3 ، 6 ، 9اما میانگین داده های گروه دوم یعنی   6 9 6
3

Y + +
= 3n خواهد شد اکنون = 2x و =  را در =

6Yگزینه ها قرار می دهیم ، حاصل باید برابر    .در ست خواهد بود» 3« شود که تنها گزینه ی =
2 میانگین داده های -26 3 4 5، ، ،− − − 96 و داده های −1 و − 97 98، ، ، a برابرند ، 95 و a آزاد ( کدام است؟

80پزشکی  −(  
1 (100               2 (401−      3( 399−               4 (101−  
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 آمار: فصل ششم  

  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 
1 2 3 4 5 15 3

3865 5 3 15 386 401
95 96 97 98 386 5

5 5

− − − − − − = = = −  + ⇒ = − ⇒ = − − = −+ + + + + = =


x a a
a aY

  

3ده های  ماینگین دا-27 4 4، ، ، a است ، میانگین داده های 2 برابر 2 و ( )2 , 3 , 4 , 4 , 100 6 a+ چقدر است؟ 
80آزاد غیر پزشکی ( −(  
1 (18            2 (20                  3( 19                               4 (22  

  .صحیح است» 3« گزینه ی :پاسخ 
2 3 4 4 2 13 10 3

5
ax a a+ + + +

= = ⇒ + = ⇒ = −   
( )2 3 4 4 100 6 13 82 95 19

5 5 5
a

Y
+ + + + + +

= = = =  

1 اگر میانگین داده های -28 2 31 , 2 , 3x x x+ +  باشد ، میانگین داده های x برابر +
1 2 33 1 , 3 2 3 3x x ، x+ + 81آزاد پزشکی ( کدام است؟ + −(  

1 (3 6x −    2 (3 4x −                 3 (3x                  4 (3 2x −  
  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 

( ) ( ) ( )1 2 3
1 2 3

1 2 3
3 6

3
x x x

x x x x x
+ + + + +

= ⇒ + + = −  
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 33 1 3 2 3 3 3 6

3 3 3
+ + + + + + +

= = +
x x x x x x

Y   

 ( )3 3 6
2 3 6 2 3 4

3

x
x x

−
= + = − + = −  

 درصد است ، نمره ی آزمون زبان انگلیسی او چند 58 نمره ی کل آزمون عمومی یک داوطلب ، مطابق جدول زیر ، -29
81سراسری تجربی (درصد است؟  −(  

  
  درس  ادبیات فارسی  عربی  معارف اسلامی  زبان انگلیسی

  درصد  65  52  70  ؟

  ضریب  4  2  3  2
  
1 (31            2 (32                   3( 33                       4 (34 

  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 
این داوطلب ، همان میانگین نمرات دروس عمومی او با احتساب ضریب هر درس است ، اما نمره ی کل آزمون عمومی 

  :داریم 
( ) ( ) ( )4 65 2 52 3 70 2 260 104 210 258

1111
x x

x
+ + + + + +

⇒ ==   

  
  مجموع کل فراوانی ها یا ضرایب دروس
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 آمار: فصل ششم  

638 574 2 32x x⇒ = + ⇒ =  
2 اگر میانگین داده های -30 2 nx ، ، x n− 1 و "− 1x  باشد ، میانگین داده های x برابر −

1 21 , 2 nx x ، ، x n+ + 81آزاد غیر پزشکی ( کدام است؟ …+ −(  

1 (1x n+ +    2 (( )1
2

n n
x

+
+     3 (1

2
nx +

+                 4 (2 x  
  .صحیح است» 1« گزینه ی :پاسخ 

)     : راه حل اول  ) ( ) ( )1 2 1 21 2 1 2n nx x x n x x x nx
n n n

− + − + + − + + + + + +
= = −

" " "      

( )
1 2 1 2

1
12

2
n n

n n
x x x x x x nx x

n n n

+
+ + + + + + +

= + ⇒ = +
" "   

( ) ( ) ( )1 2 1 21 2 1 2n nx x x n x x x nY
n n n

+ + + + + + + + + + + +
= = +

" " "   

( )
1 2

1
2n

n n
x x xY

n n

+
+ + +

= +
"  

( )1 1 1
2 2
n nY x x n+ + = + + = + + 

 
  

  . را قرار دهید و همانند تست های قبل عمل کنید3 و 2 و 1 به ترتیب 1x ، 2x ، 3x به جای ) :عدد گذاری(راه حل دوم 
, اگر میانگین داده های -31 , ,d c b a و واریانس آنها برابر صفر باشد ، میانگین داده های 5 برابر 

, , , , ,a b c d d c b a+ 82آزاد تجربی ( کدام است؟ + −(  
1 (10            2 (4                3( 5                  4 (8  

 5 است ، لذا همگی برابر 5مه ی داده ها برابرند و چون میانگین آنها ،  چون واریانس داده ها صفر است ، لذا ه:پاسخ 
  :این داریم بنابرهستند ، 

( ) ( ) 5 5 5 5 10 10 40 20
6 6 6 3

a b c d a b c d
x

+ + + + + + + + + + + +
= = = =   

  .که در گزینه ها نیست
, اگر واریانس داده های -32 , , , 3a b c dباشد ، میانگین داده های  برابر صفر 

2 , 3 , 4 , 5 , 3 6a b c d+ + + + 82آزاد پزشکی ( کدام است؟ + −(  
  7) 4                     3 )3                    صفر)2            20) 1

  .صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 
  : برابرند ، بنابراین داریم3برابر بوده و همه با ها چون واریانس داده ها صفر است لذا همه ی داده 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 6 5 4 3 2
6

d c b a
x

+ + + + + + + + +
=   

5 6 7 8 9 35 7
5 5

x + + + +
= = =   

سراسری ( دانش آموز ، در جدول زیر دسته بندی شده است ، فراوانی دسته ی چهارم کدام است؟ 120 اندازه ی قد -33
83تجربی  −(  
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 آمار: فصل ششم  

  مرکز دسته  155  158  161 164 167 170

12  20  x  18  15  10  درصد فراوانی نسبی  
  
1 (20            2 (24                3( 25                                4 (30  

  .صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 
  : است ، پس داریم 100در هر جدول ، مجموع درصد های فراوانی های نسبی همیشه برابر 

10 15 18 20 12 100 25x x+ + + + + = ⇒ =   
 داده شده است ، می توان 120 است و تعداد داده ها نیز 25اما با توجه به آنکه درصد فراوانی نسبی دسته ی چهارم 

  : بدست آورد فراوانی این دسته را به صورت زیر
  
  
  

3 به داده های -34 6 7 8، ، آزاد غیر ( کدام عدد را اضافه کنیم ، تا میانگین داده های حاصل یک واحد اضافه گردد؟ ،
83پزشکی  −(  

1 (8            2 (9                  3( 10                               4 (11  
  .صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 

3 6 7 8 24 6
4 4

x + + +
= = =  

3 6 7 8 1 6 1 7
5

aY x+ + + +
= = + = + =  

                                                                    24 35 11a a⇒ + = ⇒ =  
  

 به آنها اضافه شود ، 8 و12 مفروض است ، اگر دو داده ی 4 و واریانس 15 هشت داده ی آماری با میانگین -35
84سراسری تجربی ( داده ی حاصل کدام است؟ 10واریانس  −(  

1 (4            2 (4 / 5                 3( 4 / 8                  4 (5  
  .صحیح است» 4« گزینه ی :پاسخ 

12 برابر 18 و 12چون میانگین دو داده ی  18 15
2
+

 می باشد ، با افزوده شدن این دو عدد به هشت داده ی قبلی ، =
 4 خواهد بود ، از طرفی با توجه به اینکه واریانس هشت داده ی اولیه ، برابر 15میانگین تغییر نخواهد کرد و همان 

  :است ، نتیجه می گیریم 

( )
( )

8
2

8
22 1

1

15
5 8 4 32

8

i
i

i
i

x
xσ =

=

−
= ⇒ − = × =
∑

∑    

  :به صورت زیر محاسبه خواهد شد  ، واریانس 18 و 12با اضافه شدن دو داده ی 

( )
( ) ( ) ( )

10
2

2 2
2 1

15 32 12 15 18 15 32 9 9 5
10 10 10

=

− + − + − + +′ = = = =
∑ i
i
x

σ  

 فراوانی درصد فراوانی نسبی
n  

=  1100 25 100 30
120 120 4
i i

i
F F F× ⇒ = × ⇒ = ⇒ =  
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 آمار: فصل ششم  

/1 و انحراف معیار 3 داده ی آماری ، میانگین 60 در -36  اضافه  واحد9 محاسبه شده است ، اگر به تمام داده ها 2
85آزمون سراسری تجربی (شود ، ضریب تغییرات داده های جدید کدام است؟  −(  

1 (0 /1              2 (0 / 2                   3( 0 / 3                  4 (0 / 4  
  .صحیح است» 1« گزینه ی :پاسخ 

 واحد اضافه می شود ، اما انحراف معیار ثابت می ماند 9 واحد اضافه شده لذا به میانگین نیز9چون به تمام داده ها ، 
  : بنابراین داریم 

1/ 2 1/ 2 1 0 /1
3 9 12 109

CV
x
σ

= = = = =
++

   جدید 
 37 دسته ، دسته بندی شده اند ، 7 می باشند ، این داده ها در52 و 31 کوچکترین و بزرگترین داده های آماری -37

 باشد ، فراوانی 80 می باشند ، اگر فراوانی کل 43 درصد آنها بیشتر یا مساوی 48 و 40درصد داده ها کمتر از 
  دسته ی وسط کدام است؟

1 (9        2 (12                   3( 15                             4 (16  
  .صحیح است» 2« گزینه ی :پاسخ 

 1515 80 12
100

⇒ × 48 درصد داده ها مربوط به دسته ی وسط است= 37 85+ = ⇒      
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