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 :انواع استدلال ها

 .رسيمدر اين روش از جزء به كل مي.گيري بر مبناي مجموعه محدودي از مشاهدات را گويند روش نتيجه::::استدلال استقرايياستدلال استقرايياستدلال استقرايياستدلال استقرايي

 )88سراسري(.باشداين روش استدلال معتبر نمي

 .يماگيري بر مبناي حقايقي است كه درستي آنها را از قبل پذيرفته روش نتيجه::::استدلال استنتاجياستدلال استنتاجياستدلال استنتاجياستدلال استنتاجي

 

 :اوضاع دو زاويه نسبت به هم

 . دو زاويه كه در راس و يك ضلع مشترك بوده و ضلع مشترك بين دو ضلع ديگر باشد::::دو زاويه مجاوردو زاويه مجاوردو زاويه مجاوردو زاويه مجاور) ) ) ) 1111

 

 

         :  درجه است متمم يكديگر گويند مانند90 به دو زاويه كه مجموعشان ::::دو زاويه متممدو زاويه متممدو زاويه متممدو زاويه متمم) ) ) ) 2222

 

             :  درجه است مكمل يكديگر گويند مانند180موعشان  به دو زاويه كه مج::::دو زاويه مكملدو زاويه مكملدو زاويه مكملدو زاويه مكمل) ) ) ) 3333

 

  yoz و xoy به دو زاويه كه مجاور و مكمل باشند مجانب هم گويند مانند ::::دو زاويه مجانبدو زاويه مجانبدو زاويه مجانبدو زاويه مجانب) ) ) ) 4444

Ot). نيمساز دو زاويه مجانب بر يكديگر عمودند Ou)⊥ 

 

هاي ديگري ولي در دو جهت  هاي يكي در امتداد ضلع  رأس مشترك داشته باشند و ضلع دو زاويه را كه::::دو زاويه متقابل به رأسدو زاويه متقابل به رأسدو زاويه متقابل به رأسدو زاويه متقابل به رأس) ) ) ) 5555

 .  در شكل مقابلβ و αي  مختلف باشند متقابل به رأس گويند مانند زاويه

 .اين زاويه ها با هم برابرند

 .اشند آنگاه دو زاويه باهم برابر و يا مكملنداگر اضلاع دو زاويه باهم موازي ب) 6

 

 .اگر اضلاع دو زاويه برهم عمود باشند آنگاه دو زاويه باهم برابر و يا مكملند)  7

 

 

 چند درجه α درجه باشد، 40ين دو زاويه ي بين نيمسازهاي ا اگر زاويه. اند  مجاور همα6 و α2هاي دو زاويه، به اندازه: : : : 1111تستتستتستتست☺☺☺☺

 است؟

 1 (�10 2 (�20 3 (�25 4 (�35 

 :پاسخ

 

 برابر Aي  ي زاويه اند، اندازه  متممB و Aي  دو زاويه: : : : 2222تستتستتستتست����
٤

٩
  چند درجه است؟ Aي  زاويه.  استBي  ي مكمل زاويه  اندازه

 1 (27 2 (36 3 (63 4 (72 

ˆ ˆˆ ˆA B A B
ˆˆ ˆ ˆ ˆB B B B A

ˆ ˆˆ ˆA ( B) A ( B)

 + = + =
 

⇒ ⇒ − + = ⇒ = ⇒ = ⇒ = − = 
= − = − 

 

٩٠ ٩٠
٢ ٥

٨٠ ٩٠ ١ ٠ ١ ٨ ٩٠ ١ ٨ ٧٢٤ ٤
٩ ٩١ ٨٠ ١ ٨٠

٩ ٩

� �

� � � � � � �

� �
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ه با هم و هاي حاد آيد كه زاويه ها هشت زاويه پديد مي  اگر دو خط موازي را خط موربي قطع كند، از تلاقي آن::::خطوط موازي و موربخطوط موازي و موربخطوط موازي و موربخطوط موازي و مورب

 .هاي منفرجه نيز با هم برابرند زاويه

ˆ ˆˆ ˆ= = =١ ٢ ٣ ٤  
ˆ ˆ ˆˆ= = =٥ ٦ ٧ ٨  

 

  چند درجه است؟ôي  در شكل مقابل اندازه: : : : 3333تستتستتستتست����

 1 (80   2 (90  

 3 (100   4 (70  

 :پاسخ

 

 

 

    ::::نكات مهم نكات مهم نكات مهم نكات مهم 

 . درجه است180، مجموع زواياي داخلي مثلث) 1

nضلعي به بقيه رئوس وصل كنيم nاگر از يك رأس : ضلعي محدبnجمع زواياي داخلي ) 2 − كه  آيد، با توجه به اين  مثلث پديد مي٢

n)ضلعي n درجه است جمع زواياي داخلي 180جمع زواياي داخلي هر مثلث  )− ×٢ ١ ٨٠
 . درجه است�

 .  است360ضلعي محدب برابر مجموع زواياي خارجي هر چند) 3

 

ترين زاويه   درجه و بزرگ80ترين زاويه  سازند اگر كوچك هاي داخلي يك چندضلعي محدب، تصاعد حسابي مي اندازه زاويه ::::4444مثالمثالمثالمثال

 هاي چندضلعي چيست؟ تعداد ضلع.  درجه باشد160

 : پاسخ

 

 

 

  متناسب باشند نوع مثلث چيست؟5 و 4 و 3عداد اگر سه زاويه خارجي مثلثي با ا ::::5555مثالمثالمثالمثال

 : پاسخ

 

 

 

ي زاويه كنار گذاشته  اندازه.  درجه است2570ها برابر  مجموع زواياي داخلي يك چندضلعي محدب بدون يكي از زاويه: : : : 6666تستتستتستتست����

 شده كدام است؟

1(30 2(130 3(200 4(300 

 :پاسخ
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 .ي داخلي غير مجاورش است ع دو زاويهي خارجي برابر مجمو در هر مثلث، هر زاويه ::::نكتهنكتهنكتهنكته

 
ˆ ˆ ˆC A B= +٢  

 .پس هر زاويه خارجي از هر زاويه غير مجاور داخلي بزرگتر است

 

  چند درجه است؟xي  ي زاويه با توجه به شكل مقابل، اندازه: : : : 7777تستتستتستتست☺☺☺☺ 

 

 1 (50 2 (30 3 (60  4 (80  

 

 : 1راه

ˆ ˆˆ ˆA D C B+ + + =١ ١ ٣٦٠ 

x⇒ =٦٠�x⇒ + + − − =١ ٠ ٠ ١ ٨٠ ١ ٨٠ ٤٠ ٣٦٠x ( x) ( (x ))⇒ + + + − + − + =٨٠ ٢٠ ١ ٨٠ ١ ٨٠ ٤٠ ٣٦٠
� 

 :2راه 

 

 

 )73 –سراسري تجربي ( كدام است؟ E,D,C,B,Aدر شكل مقابل مجموع زواياي  ::::8888تستتستتستتست����

1 (�180  2 (�270 

 �270 و �180بين ) 4  �180تر از  كم) 3

 : پاسخ

 

 

 نوع مثلث كدامست؟.برابر زاويه غيرمجاور داخلي برابر است3در يك مثلث مجموع دو زاويه خارجي با : : : : 9999تستتستتستتست☺☺☺☺

 نامشخص)4 الزاويهقائم)3 الاضلاعمتساوي)2 الساقينمتساوي)1 

 

 

 

١٠٠برابرAي خارجي  در شكل مقابل زاويه ::::10101010تستتستتستتست☺☺☺☺ 
٤٠برابر است با ĈوB̂وتفاضل دو زاويه �

چند درجه B̂ي  زاويه.�

B̂ˆ(باشد؟ مي C>( 

 1(٥٠
�  2(٦٠

� 

 3(٧٠
�  4(٨٠

� 

 

 :پاسخ

 :          ي فوق داريم با توجه به نكته

)طبق فرض    (        
ˆB̂ C

ˆB̂ C

 + =

 − =

١٠٠

٤٠

�

�

 

ˆاز حل دستگاه فوق زواياي  ˆC,Bشوند مي مشخص     :ˆB̂ ,C= =٧٠ ٣٠
� � 
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    .... زوايا زوايا زوايا زوايا---- عمودمنصف عمودمنصف عمودمنصف عمودمنصف---- نيمساز نيمساز نيمساز نيمساز---- ميانه ميانه ميانه ميانه---- ارتفاع ارتفاع ارتفاع ارتفاع----اضلاعاضلاعاضلاعاضلاع: : : : اجزاي مثلثاجزاي مثلثاجزاي مثلثاجزاي مثلث

روبرو به آن نيز بزرگتر ولي اندازه ارتفاع و ميانه و نيمساز آن كوچكتر  در هر مثلث هر ضلعي كه بزرگتر باشد اندازه زاويه ::::نكته كلينكته كلينكته كلينكته كلي

 .است

 

    ::::اضلاعاضلاعاضلاعاضلاع

    

 : شرط زير برقرار باشد3 آن است كه همزمان c,b,a طول 3 شرط وجود يك مثلث با ::::نامساوي مثلثنامساوي مثلثنامساوي مثلثنامساوي مثلث    ----1111

a b c

b a c

c a b

< +

< +

< +

 

|و يا يكي از شروط  b c | a b c ,| a c | b a c , | a b | c a b− < < + − < < + − < <  .ند برقرار باش+

 

 

 :اي دلخواه داخل مثلث باشد آنگاه نقطهM در هر مثلث اگر -2

OB OC AB AC

) OA OB CA CB

OA OC BA BC

a b c
) OA OB OC a b c

+ < +


+ < +
 + < +

+ +
< + + < + +

١

٢
٢

 

 

x و xاگر : : : : 11111111تستتستتستتست☺☺☺☺ + x و ١ −٢   كدام است؟ xي اضلاع مثلثي باشند، حدود   اندازه١

 1 (x ≥ ١ 2 (x ≥ � 3 (x > � 4 (x > ١ 

x x x x

x x x x x

x x x x

+ + > − ⇒ > − 


+ − > + ⇒ > ⇒ >
− + + > ⇒ > 

١ ٢ ١ ١

٢ ١ ١ ١ ١

٢ ١ ١ �

 

 

 داميك از موارد زير ممكن است اضلاع مثلث نباشند؟ اضلاع يك مثلث باشند آنگاه كa,b,cاگر     ::::12121212تستتستتستتست����

 1(a, b, c٢ ٢ ٢ 2(
a b c

, ,
٣ ٣ ٣

 3(a ,ab,ac٢ 4(اندهمه موارد حتما اضلاع مثلث 

 

 

 

 

 

 اباشد،آنگاه فاصله آن از 2و1به ترتيب  B,A از رئوس، فاصله يك نقطه در داخل مثلث10اگر در يك مثلث به محيط : : : : 13131313تستتستتستتست����

 تواند باشد؟ كدام ميCراس

 1(1 2(2 3(4 4(8 
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    ::::ارتفاعارتفاعارتفاعارتفاع

aدر هر مثلث از آنجا كه) 1 b ca.h b.h c.h
S = = =

٢ ٢ ٢
 :باشد داريم برقرار مي

a
a

b
b

c
c

s sa h
h a

s s
b , h

h b

ss hc
ch

 = =
 
 

= = 
 
 

== 


٢ ٢

٢ ٢

٢٢

 

b:  داريمABC در مثلث )2

a

ha

b h
=  

 .توان رابطه نظير آن را براي ارتفاع ها نيز بدست آورداي كه بين اضلاع برقرار باشد ميهر رابطه) 3

 : به عنوان مثال

a cb

)a b c
h h h

= + ↔ = +٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

١ ١ ١
١ 

b c a b c
) b c a b c

h h h h h
− < < + ↔ − < < +

١ ١ ١ ١ ١
٢ 

 

عبارت باشد حاصل 8 و محيط برابر 4اگر در يك مثلث مساحت برابر    ::::14141414تستتستتستتست����
a b ch h h

+ +
١ ١ ١

  كدامست؟

1(1 2(2 3(3 4(4 

 

 

 

aاگر بين اضلاع يك مثلث رابطه     ::::15151515تستتستتستتست☺☺☺☺ bc=٢
 هاي آن برقرار است؟ برقرار باشد كدام رابطه بين ارتفاع٢

 1(a b ch h .h=٢ 2(a b ch h .h= 3(a b ch h .h=٢
٢ 4(a b ch h .h=٢

٢ 

 

 

 

 

 :تواند باشد طول ارتفاع سوم كدام مقدار نمي.  است8 و 6 ارتفاع 2در مثلثي طول : : : : 16161616تستتستتستتست����

1 (10 2 (16 3 (20 4 (25 
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  .خطي است كه از آن رأس به وسط ضلع مقابل وصل شود ي نظير هر مثلث پاره ميانه  ::::ميانهميانهميانهميانه

aها  ميانه(  b c(AM m , BN m ,CP m= = = 

 

A در مثلث Aي نظير رأس   ميانهAM اگر -1 BC
∆

 : باشد، آن گاه

a
| b c | b c

m
− +

< <
٢ ٢

 

ها همواره از محيط كوچكتر و  از   مجموع ميانه-2
٣

٤
 .تر است محيط مثلث بزرگ

a b c(a b c) (m m m ) (a b c)+ + < + + < + +
٣

٤
 

 

 

 : باشد داريمa طول ميانه وارد بر ضلع am، اگر ABCدر هر مثلث  ::::نكته فرعينكته فرعينكته فرعينكته فرعي

a
a

b c m+ = +
٢

٢ ٢ ٢
٢

٢
 

 

 

a:  داريمABCهمچنين در هر مثلث  -3 cbm m m (a b c )+ + = + +٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢٣

٤
 

 

b: همواره داريمدر هر مثلث -4 c a.MH− =٢ ٢
 ) پاي ارتفاع استH پاي ميانه و نقطه Mنقطه  (٢

 

Aالزاويه ميانه وارد بر وتر نصف وتر است يعني اگرقائمدانيم در مثلث  مي -5 = a باشد آنگاه٩٠
a

m =
٢

 :به همين ترتيب. 

Aاگر < a باشد آنگاه٩٠
a

m >
٢

  و

Aاگر > a باشد آنگاه٩٠
a

m <
٢

.  

 

 .كند افراز مي) معادل ( ي مثلث سطح مثلث را به دو بخش هم مساحت  هر ميانه -6

A BM A M C
S S∆ ∆⇒  AM )ميانه (=

 

 

 

گاه   باشد آنABCهاي مثلث   محل تلاقي ميانهOاگر . شود مساحت تقسيم مي  در هر مثلث با رسم ميانه مثلث به شش مثلث هم-7

 :داريم

AON NOC MOC BOM BOE AOES S S S S S= = = = =  
 

 

www.mehdimath.blogfa.com



 كهنسال رضا : يمظتهيه و تن                                                            استدلال

 

7

Aدر مثلث : : : : 17171717تستتستتستتست☺☺☺☺ BC
∆

 كدام Lهاي مثلث باشد، آن گاه در مورد   مجموع طول ميانهLمتر اگر   سانتي8 و 7 و 5 با طول اضلاع 

  صحيح است؟

 1 (L< <١ ٥ ٢٠ 2 (L< <٥ ١ ٠ 3(L< ≤١ ٠ ٢٠ 4 (L< <٥ ١ ٥ 

  

 

 

 ها چقدر است؟ ، مجموع مربعات ميانه8 و 6ه به طول اضلاع يالزاو در مثلث قائم ::::18181818مثالمثالمثالمثال

 

 

 

caبا اطاعات  ::::19191919مثالمثالمثالمثال ,b ,m= = =٤ ٦   چند مثلث قابل رسم است؟٦

 

 

 

b را چنان تعيين كنيد كه بتوان بااطلاعات aحدود  ::::20202020مثالمثالمثالمثال ca,m ,m= =٦  . مثلث رسم كرد٩

 

 

   

 

 ABC به مساحت مثلث ABNگاه نسبت مساحت مثلث   باشد آنBO وسط N و AMي   وسط ميانهOل اگر  در شكل مقاب::::21212121تستتستتستتست☺☺☺☺

 كدام است؟

 1 (
١

٣
  2 (

١

٤
  

 3 (
١

٢
  4 (

١

٨
 

 4گزينه ي : پاسخ

 : داريم4 ي با توجه به نكته

ABN ABO

ABO ABM ABN ABC

ABM ABC

ABO : AN S S

ABM : BO S S S S

ABC: AM S S

 ميانـــه

 ميانـــه

 ميانـــه


⇒ = 




⇒ = ⇒ =



⇒ = 


١

٢

١ ١

٢ ٨

١

٢

 

 

 باشد؟ ميAEON چند برابر مساحت چهارضلعي ABCدر شكل مقابل مساحت مثلث  ::::22222222مثالمثالمثالمثال
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,F,E نقاط ABCDاگر در چهارضلعي : : : : 23232323تستتستتستتست���� N,Mت گاه نسب  وسط اضلاع آن باشند آن 

  كدام است؟ABCD به مساحت APCQمساحت چهارضلعي 

 1 (
١

٣
  2 (

١

٢
  

 3 (
١

٤
  4 (

١

٦
 

 1ي  گزينه: پاسخ

پس با توجه به .  استABCهاي مثلث   تلاقي ميانه محلQ و ADCهاي مثلث   محل تلاقي ميانهPگاه   وصل كنيم آنC به Aاگر از 

 :ي فوق خواهيم داشت نكته

APC ADC

APCQ ABCD

AQC ABC

S S

S S

S S

+


= 

→ =
=


١

١٣

١ ٣

٣

 

 
   فاصله مركز ثقل مثلث از وتر چقدر است؟5و4و3الزاويه به اضلاع در يك مثلث قائم ::::24242424مثالمثالمثالمثال
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    ::::نيمسازنيمسازنيمسازنيمساز    

 

 .كند ورش تقسيم مينيمساز داخلي هر زاويه ضلع مقابلش را به نسبت دو ضلع مجا) 1

 
DB AB

:
DC AC

 AD) نيمساز (=

 :توان به صورت زير بدست آورد از طرفي طول نيسماز داخلي را مي

 AD AB AC DB DC= × − ×٢ 

 

 .مسازها را محاسبه نمودتوان به كمك دو رابطه فوق طول هريك از نيبا داشتن اندازه هاي سه ضلع يك مثلث مي: تذكر

 

 :كند، يعني داريم ي بروني مثلث امتداد ضلع رو به رو را به نسبت دو ضلع ديگر مثلث تقسيم مي هر نيمساز زاويه )2

 

D C AC

D B AB

′
=

′
 

 

 :توان به صورت زير بدست آورد از طرفي طول نيسماز داخلي را مي

AD D B.D C AB.AC′ ′ ′= −٢ 
 

 . طول نيمساز متوسط را بيابيد6و5و4در يك مثلث به اضلاع  ::::25252525مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

 

 

 

/خطهايي به طول  و نيمساز داخلي يكي از زوايا بر ضلع مقابلش پاره26اگر محيط مثلثي : : : : 26262626تستتستتستتست���� , /٢ ٤ ٣ اندازه .كند ايجاد مي٦

 كوچكترين ضلع آن چقدر است؟

 1(8 2(6 3(10 4(12 

 

 

 

 

 نيمساز زوايا هستند، حاصل CP و BN و AMيك مثلث  در::::27272727تستتستتستتست☺☺☺☺
BM CN AP

MC AN PB
×  :برابر است با ×

 1 (S  2 (
S

٢
 

 3 (2  4 (1  
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A در مثلث ::::28282828تستتستتستتست���� BC
∆

 نيمساز وارد بر ADمتر است، اگر   سانتي10ترين ضلع   و كوچك5 ، 4 ، 2 ، طول اضلاع به نسبت 
 متر است؟  چند سانتيDي   جدا شده به وسيلهBCي واقع بر  ترين قطعه ترين ضلع باشد، طول كوچك كوچك

 1 (
٣٧

٩
 2 (

٣٨

٩
 3 (

٤٠

٩
 4 (

٤١

٩
 

 :باشد، بنابراين  مي2ترين ضلع متناسب با عدد  كوچك

 x x= → =٢ ١ ٠ ٥ 
x:        طول اضلاع مثلث عبارت است از , x , x= = =٢ ١ ٠ ٤ ٢٠ ٥ ٣٠ 

Aفرض در مثلث  BC
∆

 :  طول اضلاع برابر است با

AB , AC ,BC= = =٢٥ ٢٠ ١ ٠ 
 

DCباشد، يعني  ترين ضلع مي  مجاور به كوچك ترين قطعه كوچك DB< 

 
DB AB x

DC AC x

−
⇒ = ⇒ = =

١ ٠ ٢٥ ٥

٢٠ ٤
 AD)نيمساز ( 

x x x DC⇒ − = ⇒ = =
٤٠

٤٠ ٤ ٥
٩

 

 

A از مثلث B̂ي   نيمساز زاويه::::29292929تستتستتستتست���� BC
∆

  :ا برابر است بHAكند،   قطع ميH را در AC ضلع 

 1 (
a b

a b+
 2 (

a c

bc

+
 3 (

bc

a c+
 4 (

ac

a b+
 

 

 

AH AB AH AB
:

HC BC HC AH BC AB
= ⇒ =

+ +
 ي نيمسازها قضيه

AH C bc
AH

b a c a c
⇒ = ⇒ =

+ +
 

 

Aدر مثلث : : : : 30303030تستتستتستتست���� BC
∆

، AD′ي بروني   نيمساز زاويهÂ،اگر   است AB AC=٢ BC و ٣ =١  چقدر ′BDي   باشد، اندازه٠
 است؟

 1 (30 2 (20 3 (15 4 (25 
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    ::::نكاتي ديگر در مورد نيمسازهانكاتي ديگر در مورد نيمسازهانكاتي ديگر در مورد نيمسازهانكاتي ديگر در مورد نيمسازها

 :هاي داخلي اشكال مختلف به صورت زير استاصل از برخورد نيمسازشكل ح) 1

 الساقينذوزنقه متساوي ذوزنقه مستطيل الاضلاع متوازي چهارضلعي اوليه

     شكل حاصل از برخورد نيمسازها

 :نكته مهم) 2

 : مستطيل حاصل از برخورد نيمسازهاي آن برابر است با باشند آنگاه طول و عرضb,aالاضلاعاگر طول اضلاع متوازي: الف

 

 

 

 : باشند آنگاه طول ضلع مربع حاصل از برخورد نيمسازهاي آن برابر است باb,aاگر طول و عرض مستطيل: ب

 

a)لاع آن برابرند باشود كه اضالاضلاع نيز يك مستطيل ايجاد مياز برخورد نيمسازهاي خارجي متوازي: بدانيد كه b)cos
α

+
٢

 و 

(a b)sin
α

+
٢

.  

a):شود كه طول ضلع اين مربع برابر است بابنابراين از برخورد نيمسازهاي خارجي هر مستطيل نيز يك مربع ايجاد مي b)+
٢

٢
 

 

 : به صورت زير است B,Cزاويه بين نيمسازهاي  دو زاويه ) 3

٩٠+ي سوم نصف زاويه:(هاي داخلي هر دو رأس برابر است با ي بين نيمساز در هر مثلث ،زاويه: الف
� ( 

Â
ô = +١ ٩٠

٢
 

 

٩٠-مي سو نصف زاويه:(هاي خارجي هررأس برابر است با ي بين نيمساز در هر مثلث،زاويه: ب
�  ( 

Â
Ô = −١ ٩٠

٢
 

 

 )ي سوم نصف زاويه(ي بين نيمساز خارجي يك رأس با امتداد نيمساز داخلي رأس ديگر برابر است با در هر مثلث زاويه: ج

Â
Ô =١

٢
 

 

 

B̂ˆ.    ي ديگر  رابر است با نصف تفاضل دو زاويهي بين ارتفاع ونيمساز نظير هر رأس ب  زاويههر مثلثدر ) 4 Cα = −
١

٢
                                  

 

 

 :      ي حاده ي وارد بر وتر برابر است باتفاضل دو زاويه ي بين ارتفاع و ميانه ، زاويه الزاويه مثلث قائمدر هر )4

                          ˆB̂ Cα = − 
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٦٠ي  در متوازي الاضلاعي كه داراي يك زاويه: : : : 31313131تستتستتستتست����
 سانتي متر است، نيمسازهاي داخلي را 6 و 14هاي   و اضلاعي با اندازه�

 متر مربع است؟ كنيم، مساحت شكل حاصل از برخورد نيمسازها چند سانتي رسم مي

 1 (12 2 (٤ ٣ 3 (١ ٦ ٣ 4 (8 

 
 
 
 

٢,در يك مستطيل به طول و عرض ::::32323232مثالمثالمثالمثال ٥   مساحت مربع حاصل از برخورد نيمسازهاي آن چقدر است؟٢
 
 
 
 

ند،مساحت مستطيل  اگر دو راس مربع حاصل از برخورد نيمسازهاي آن بر روي مستطيل واقع شو4در يك مستطيل به عرض  ::::33333333مثالمثالمثالمثال
 .را بيابيد

 
 
 
  

Aدر مثلث : : : : 34343434تستتستتستتست☺☺☺☺ BC
∆

ي بين اين دو نيمساز برابر  اگر زاويه. متقاطعندoي  در نقطهC,Bهاي داخلي دو رأس  ، نيمساز

١ ٣٠
Aدر مثلث Aي  باشد زاويه� BC

∆
 باشد؟ چند درجه مي

 1(١٠٠
� 2(٩٠

� 3(٨٠
� 4(٧٠

� 

 :پاسخ

 

ABCدر مثلث : : : : 35353535تستتستتستتست����
∆

،ˆB̂ ,A= =٧٠ ٥٠
� چند درجه HADي  زاويه. كنيم  را رسم ميADونيمساز داخلي AH، ارتفاع �

 است؟

 1(١٠
�  2(١٥

� 

 3(٢٠
�  4(٥

� 

 :پاسخ

                                 ˆB̂ Cα = − = − =
١ ١

٧٠ ٦٠ ٥
٢ ٢

� � �
Â

Ĉ
B̂

= 
⇒ = ⇒

= 

٥٠
٦٠

٧٠

�

�

�

 

  برابر باشند؟Aاس طول نيمساز داخلي و خارجي نظير رABC چند درجه باشد تا در مثلثC,Bتفاضل دو زاويه: : : : 36363636تستتستتستتست����

 1(30 2(60 3(90 4(120 

 

 

  كدامست؟B,Cتفاضل دو زاويه . باشد درجه مي70 برابر Aدر يك مثلث زاويه بين ارتفاع و نيمساز خارجي راس : : : : 37373737تستتستتستتست����

1 (20 2(30 3(40 4(50 

 :پاسخ
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    ::::اااازوايزوايزوايزواي

ضرب اين دو ضلع در كسينوس  در هر مثلث مربع هر ضلع برابر است با مجموع مربعات دو ضلع ديگر منهاي دو برابر حاصل::::قضيه كسينوسهاقضيه كسينوسهاقضيه كسينوسهاقضيه كسينوسها) ) ) ) 1111

 : ي بين اين دو ضلع زاويه

ˆa b c bccosA

ˆb a c accosB

ˆc a b abcosC

 = + −



= + −


= + −

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

٢

٢

٢

 

 

 .اسبه نمودتوان هر كدام از زواياي مثلث را محبا داشتن سه ضلع طبق رابطه فوق مي : نتيجه

 

 :الزاويه استالزاويه و يا منفرجهتوان با داشتن سه ضلع تعيين كرد كه مثلث حادالزاويه يا قائمتوسط رابطه فوق مي) 2

 

a b c A

b c a
cosA a b c A

bc
a b c A

 > + ⇔ >


+ − 
= ⇒ = + ⇔ =


< + ⇔ <

٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢
٢ ٢ ٢

٢ ٢ ٢

٩٠

٩٠
٢

٩٠

 

 

 :ها برقرار است ي سينوس ي زير بنام رابطه در هر مثلث رابطه ::::قضيه سينوسهاقضيه سينوسهاقضيه سينوسهاقضيه سينوسها) ) ) ) 3333

 

a b c
R

ˆ ˆ ˆsin Bsin A sin C
= = =٢ 

 
R :ي محيطي مثلث شعاع دايره 

    : : : : قضيه لولاقضيه لولاقضيه لولاقضيه لولا) ) ) ) 4444

AB A B

AC A C BC B C

ˆ ˆA A

′ ′=


′ ′ ′ ′= ⇒ >


′> 

 

 

 

                                      :عكس لولا
AB A B

ˆ ˆAC A C A A

Bc B C

′ ′= 


′ ′ ′= ⇒ >
′ ′> 

 

 

Aدر مثلث : : : : 38383838تستتستتستتست☺☺☺☺  BC
∆

 ،b = c و ٢ = Â و ١ = ٦٠
  چقدر است؟aطول ضلع  . �

 1(٣ 2(٥ 3(٧ 4 (٢ ٢ 
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 باشد؟ ترين زاويه چند درجه مي  ، بزرگ7 و 5 و 3در مثلثي به اضلاع : : : : 39393939تستتستتستتست����

 1(٦٠
� 2(٩٠

� 3(١ ٢٠
� 4 (١ ٣٥

� 

 

 

 

Aدر مثلث : : : : 40404040تستتستتستتست☺☺☺☺ BC
∆

b اگر  = c و ٥ = ١ Â و ٢ <   كدام گزاره درست است؟ a باشد، براي ضلع ٩٠

 1 (a< <١ ٣ ١ ٧ 2 (a< <٧ ١ ٣ 3 (a< <٧ ١ ٧ 4 (a < ١ ٣ 

 

 

 

Aثلث در م: : : : 41414141تستتستتستتست☺☺☺☺ BC
∆

 ، A = ٤٥
C و � = ٧٥

a و � =   چقدر است؟bطول ضلع . ٤

 1 (٢ ٦ 2 (٢ ٣ 3 (٣ ٢ 4 (٦ ٢ 

 

 

Aدر مثلث : : : : 42424242تستتستتستتست���� BC
∆

 ، a = b و ٢ = B و ٦ = ١  باشد؟  چند درجه ميAي   زاويه٢٠

 1(٣٠
� 2(١ ٥٠

� 3(٦٠
 2و1گزينه) 4 �

 

 

 

 

BC طول ضلع ABCدر مثلث : : : : 43434343تستتستتستتست☺☺☺☺ Â و ٨= = ٣٠
 ) 86آزاد رياضي ـ عصر (ي محيطي كدام است؟  شعاع دايره�

             

 1( 8 2 (6 3 (٤ ٣ 4 (
٤ ٣

٣
 

 

 

 شود؟تعيين كنيد با هريك از اطلاعات زير چند مثلث رسم مي ::::44444444مثالمثالمثالمثال

a

) b

A

=


=
 =

٢

١ ٨

٣٠

 

 

 

 

a

) b

A

 =


=
 =

٦

٢ ٢

٦٠
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a

) b

A

=


=
 =

٢

٣ ٢ ٢

٣٠

 

 

Aدر مثلث : : : : 45454545تستتستتستتست☺☺☺☺ BC
∆

 ، 
sin (B)

sin (C)
=

٣

٣
 نسبت  ،

c

b
 كدام است؟

 1 (
٣

٣
 2(٣ 3(3 4 (

١

٣
 

ˆb c sin B b c
ˆ ˆ ˆ c bsin B sinC sin C

= ⇒ = = ⇒ = =
٣ ٣

٣
٣ ٣

 

 

AB)در مثلث : : : : 46464646تستتستتستتست☺☺☺☺ AC) A BC
∆

در اين صورت كدام . كنيم  را جدا ميCQ و BP دو پاره خط مساوي AC و ABر دو ضلع  ب<
 گزينه صحيح است؟ 

 1 (BQ CP> 2 (AQ AP> 3 (BQ CP= 4 (BP CP BC+ = ٢ 

 

 

 
 
 
 

    ::::نقاط همرسي در مثلثنقاط همرسي در مثلثنقاط همرسي در مثلثنقاط همرسي در مثلث

 

 .نامنددر هر مثلث هر سه ارتفاع همرسند و نقطه همرسي آنها را مركز تعامد مي::::ارتفاعهاارتفاعهاارتفاعهاارتفاعها    ----1111

 :به شكل دقت كنيد.به نوع مثلث بستگي داردقرارگيري مركز تعامد يك مثلث  محل 

 

 

 

 

   يك زاويه منفرجه                                 الزاويه  قائم      زاويه حاده               3 هر                                                   

 

 محل تلاقي ارتفاعات در كجا قرار دارد؟9و7و6در مثلثي با اضلاع  ::::47474747مثالمثالمثالمثال

 .توان تعيين كرد  نمي)4  مثلث خارج) 3 روي محيط) 2 داخل مثلث) 1
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A

B C

M

P

N

r

O

O

A

B C
R

A
 محيطـــي

 محــاطي

 محاطي
 محيطي     

 .نامنددر هر مثلث سه ميانه همواره همرسند و نقطه همرسي آنها را مركز ثقل مي ::::ميانه هاميانه هاميانه هاميانه ها    ----2222

 .كند تقسيم مي2به1گيرد و ميانه را به نسبت مركز ثقل همواره درون مثلث قرار مي

AG GM

AG AM

GM AM


 =



=



=


٢

٢

٣

١

٣

 

 را نيز رسم BDخط رسم كنيم و قطر   دو پارهDC و BC به وسط دو ضلع A اگر از رأس ABCDالاضلاع   در متوازي ::::48484848مثالمثالمثالمثال

AEنمائيم در صورتي كه  = AF و ٤ =  . را بيابيدAN,AM باشد، آنگاه طول٦

 

 

 

 ::::هاي محاطي و محيطيهاي محاطي و محيطيهاي محاطي و محيطيهاي محاطي و محيطي    چندضلعيچندضلعيچندضلعيچندضلعي: : : : يادآورييادآورييادآورييادآوري

 .هاي آن بر دايره قرار دارند چندضلعي محاطي، چندضلعي است كه تمام رأس: تعريف

 

 .ندچند ضلعي محيطي، چند ضلعي است كه تمام اضلاعش بر يك دايره مماس: تعريف

 

 

 

 : پسي همرسي آنها همان مركز دايره محاطي است همرسند و  نقطه نيمساز داخلي3در هر مثلث،     ::::نيمسازهانيمسازهانيمسازهانيمسازها    ----3333    

 .ي محاطي داخلي دارد هر مثلث يك دايره -1

 .ساز داخلي است رسي سه نيم ي محاطي داخلي، محل هم  مركز دايره-2

ي محاطي داخلي مثلث   شعاع دايره-3
S

r
P

 . مساحت مثلث استS نصف محيط مثلث و P كه در آن =

 .گيرد مركز دايره محاطي همواره در داخل مثلث قرار مي-4

 

 : پسث است همان مركز دايره محيطي مثلهمرسند و نقطه همرسي آنها عمودمنصف 3در هر مثلث،  ::::هاهاهاهاعمودمنصفعمودمنصفعمودمنصفعمودمنصف    ----4444

 .ي محيطي دارد هر مثلث، يك دايره -1

 .رسي سه عمود منصف مثلث است ي محيطي مثلث، محل هم  مركز دايره-2

ي محيطي مثلث برابر   شعاع دايره-3
abc

R
S

=
٤

 . اضلاع مثلث هستندc وa ،b مساحت مثلث و S است كه در آن 

الزاويه، وسط وتر است و شعاع آن  ي محيطي مثلث قائم  مركز دايره-4
R

٢
 . است

 :به شكل دقت كنيد.مثلث به نوع مثلث بستگي دارد جايگاه مركز دايره محيطي -5

 

 

 

  زاويه حاده3هر                    الزاويه منفرجهالزاويه                                قائم                                                                              

A

B C
٠G

M

www.mehdimath.blogfa.com



 كهنسال رضا : يمظتهيه و تن                                                            استدلال

 

17

A

B C

M

P

N

O

 را رسم C,Bهاي  رأسنيمساز خارجي  )2( و Aگر در يك مثلث، نيمساز داخلي رأس ا ::::يك نيمساز داخلي و دو نيمساز خارجي ديگريك نيمساز داخلي و دو نيمساز خارجي ديگريك نيمساز داخلي و دو نيمساز خارجي ديگريك نيمساز داخلي و دو نيمساز خارجي ديگر    ----5555

 .كنند كه اين نقطه همان مركز دايره محاطي خارجي است اي قطع مي كنيم يكديگر را در نقطه

 .ضلع ديگر به يك فاصله است) 2(از، اين نقطه از يك ضلع و امتداد سميبه دليل قرارگيري اين نقطه روي ن

 :م  دايره محاطي خارجي داري3 زاويه براي مثلث، 3 به دليل وجود 

 

 

 

 :گردد  از دستور زير تعيين ميAشعاع دايره محاطي خارجي نظير رأس 

 

 

 

 

 

    ::::نتايج مهمنتايج مهمنتايج مهمنتايج مهم

 كه از اضلاع  نقطه وجود دارد4 ولي) همان مركز دايره محاطي داخلي(باشد به يك فاصله  مثلثيك نقطه وجود دارد كه از اضلاع) 1

 )هاي محاطي خارجي  تا مركز دايره3اطي داخلي و  يكي مركز دايره مح(و يا امتداد آنها به يك فاصله باشد

 

خط عمود بر صفحه مثلث در مركز دايره محاطي (در فضا يك خط وجود دارد كه از اضلاع يك مثلث به يك فاصله است : توجه

كز دايره محاطي خطهاي عمود بر صفحه مثلث در مرا(  خط وجود دارد كه از اضلاع و يا امتداد آنها به يك فاصله باشد4ولي ) داخلي

 )داخلي و خارجي

 

 )مركز دايره محيطي(. به يك فاصله باشد مثلثفقط يك نقطه وجود دارد كه كه از سه راس) 2

 

 )خط عمود بر صفحه مثلث در مركز دايره محيطي(در فضا يك خط وجود دارد كه از هر سه راس مثلث به يك فاصله باشد: توجه

 

زيرا محل تلاقي نيمساز و عمودمنصف بر هم . (بر هم منطبق استمحيطي و داخلي  دايره محاطي الاضلاع، مركز  در مثلث متساوي)3

 )منطبق است

r h=
١

٣
R h ,=

٢

٣
 

 .هاي محاطي خارجي با هم برابر و طول آن برابر طول ارتفاع استاندازه شعاع همه دايرهدر اين مثلث : وجهت

 

٤اي  الزاويه  درجه در مثلث قائم60ي  ي ضلع مقابل به زاويه اندازه: : : : 49494949تستتستتستتست☺☺☺☺  ي محيطي مثلث چقدر است؟ شعاع دايره.  است٣

1 (2  2 (٣ 3 (
٣

٢
 4 (4 

  درجه برابر60ي  الزاويه ضلع مقابل به زاويه در مثلث قائم
٣

٢
 .  وتر است

=
٣

٤ ٣
٢

⇒ وتر  R وتر 
ــر  وت

= ⇒ = =٨ ٤
٢

 

a

b

c

S
r

P a

S
r

P b

S
r

P c


= −




=
−


= −
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٣الاضلاعي برابر  اگر مساحت مثلث متساوي: : : : 50505050تستتستتستتست☺☺☺☺  ي محيطي مثلث كدام است؟ گاه شعاع دايره آن.  باشد٣

1 (٢ ٣ 2 (2 3 (3 4 (
٢ ٣

٣
 

 : پاسخ

ABCS a a a a= ⇒ = ⇒ = ⇒ =٢ ٢ ٢٣ ٣
٣ ٣ ١ ٢ ٢ ٣

٤ ٤
 

R a R= ⇒ = × =
٣ ٣

٢ ٣ ٢
٣ ٣

 

 .درست است) 4(ي  بنابراين گزينه

 

 گيرد؟ ي محيطي مثلث كجا قرار مي مركز دايره.  متناسب است6 و 5 و 1زواياي مثلث با اعداد : : : : 51515151تستتستتستتست☺☺☺☺

 روي رأس مثلث) 4 تر وسط ضلع بزرگ) 3 درون مثلث) 2 لثخارج مث) 1

 : پاسخ

 : زواياي مثلث باشند، داريمC و B و Aفرض كنيد 

AA B C
A B C A B C

BA B C

C

=+ + = 
+ + 

⇒ = = = = = ⇒ = 
= = + +  = 

١ ٥١ ٨٠
١ ٨٠

١ ٥ ٧٥
١ ٥ ٦ ١ ٥ ٦ ١ ٢

٩٠١ ٥ ٦

 

 .درست است) 3(ي  پس گزينه. ي محيطي آن وسط وتر قرار دارد بنابراين مركز دايره. الزاويه است پس مثلث قائم

 

 و محاطي خارجي آن كدام ي محيطي المركزين دو دايره  واحد، طول خط٣الاضلاع به طول ضلع  در مثلث متساوي: : : : 52525252تستتستتستتست����

 )75سراسري رياضي ـ (است؟ 

 1 (2 2 (
٣

٢
 3 (3 4 (

٥

٢
 

          aoo r r h h h′ = + = + =
١ ٤

٣ ٣
 

h ( a) a ( )= = = =
٤ ٤ ٣ ٢ ٣ ٢ ٣

٣ ٢
٣ ٣ ٢ ٣ ٣

 

 

π٤اي به مساحت  در دايره: : : : 53535353تستتستتستتست���� رياضي ـ سراسري (ساحت مثلث كدام است؟الاضلاعي محاط شده است، م  مثلث متساوي٣

78( 

 1 (6 2 (5/7 3 (8 4 (9 

a ٣

٢
R:         طول هر ضلع مثلث است ، داريمa است ، كه  AH=

٢

٣
 

a
R ( ) a= π ⇒ π = π ⇒ =٢ ٢ ٢٣

٤ ٣ ١ ٢ ٣
٣

 مساحت دايره

 

a
S S

×
⇒ = ⇒ = =

٢
٣ ١ ٢ ٣ ٣

٩
٤ ٤
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 اختيار rي محاطي دروني را   و شعاع دايرهcr و br و ar را به ترتيب ABCاير محاطي بروني مثلث هاي دو  اگر شعاع::::))))فرعيفرعيفرعيفرعي((((نكتهنكتهنكتهنكته

 : باشد، داريمP٢شد و محيط مثلث  باSكنيم و مساحت مثلث 

) الف
a b cr r r r

= + +
١ ١ ١ ١

 

a b c

P a P b P c P (a b c) P

r r r S S S S S r

− − − − + +
+ + = + + = = =

١ ١ ١ ٣ ١  

a) ب b cS r.r .r .r=٢ 

a b c
S S S S S S

r.r .r .r S
P P a P b P c P(P a)(P b)(P c) S

= × × × = = =
− − − − − −

٤ ٤
٢

٢
 

P(Pدقت كنيم ( a)(P b)(P c) S− − −  .)ي مساحت مثلث است دستور هرون براي محاسبه (=

) ج
a b cr h h h

= + +
١ ١ ١ ١

 

a b c

a b c a b c P

h h h S S S S S r

+ +
+ + = + + = = =

١ ١ ١ ٢ ١

٢ ٢ ٢ ٢ ٢
 

 

    ::::هاي محاطي و محيطيهاي محاطي و محيطيهاي محاطي و محيطيهاي محاطي و محيطيچهارضلعيچهارضلعيچهارضلعيچهارضلعي

 .همرس باشند آنگاه فاصله نقطه همرسي آنها از همه رئوس يكسان است هاعمودمنصفچهارضلعي اگر در يك  ::::چهارضلعي محاطيچهارضلعي محاطيچهارضلعي محاطيچهارضلعي محاطي

 .اين چهارضلعي را محاطي و دايره را محيطي مينامند.ئوس بگذرداي به اين مركز را طوري رسم كرد كه از همه رتوان دايرهبنابراين مي

 .باشدها ميپس در چهار ضلعي نيز مركز دايره محيطي محل برخورد عمودمنصف

١ است كه در ان مجموع زواياي مقابل  محاطيضلعي يك چهار::::نكتهنكتهنكتهنكته ٨٠
 : باشد و بالعكس�

 
 

 
 

 .ك چهارضلعي نيمسازها همرس باشند آنگاه فاصله نقطه همرسي آنها از همه اضلاع يكسان استاگر در ي ::::ضلعي محيطيضلعي محيطيضلعي محيطيضلعي محيطيچهارچهارچهارچهار

اين چهارضلعي را محيطي و دايره را محاطي .اي به اين مركز را طوري رسم كرد كه بر همه اضلاع مماس باشدتوان دايرهبنابراين مي

 .مينامند

 .باشدرد نيمسازها ميپس در چهار ضلعي نيز مركز دايره محاطي محل برخو

 . ضلع مقابل ديگر است و بالعكس2هاي  اندازه ضلع مقابل برابر مجموع 2 هر هاي ضلعي محيطي، مجموع اندازه در يك چهار ::::نكتهنكتهنكتهنكته

 
AB DC AD BC+ = + 

 

 در اين حالت نيز شعاع دايره محاطي نيز از رابطه::::نكتهنكتهنكتهنكته
s

r
p

 .شود محاسبه مي=

 

 

 

ˆ ˆ ˆ ˆA C B D+ = + = ١ ٨٠
�
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B

CD

A

6 7

B

CD

A

مثالمثالمثالمثال54545454:::: در يك چهارضلعي سه نيمساز داخلي همرسند.اگر طول سه ضلع متوالي آن 10و20و30 باشد،آنگاه طول ضلع ديگر كدام 

 است؟

 

٨٠ي مجاور يك چهارضلعي محاطي  دو زاويه: : : : 55555555تستتستتستتست☺☺☺☺
١ و � ٢٠

                 يگر چقدر است؟ ي د قدر مطلق تفاضل دو زاويه.  است�

 )76آزاد رياضي ـ (

 1 (٢٠
� 2 (٤٠

� 3 (٥٠
� 4 (٣٠

� 

ˆ ˆM̂ C C

ˆ ˆ ˆN D D

ˆ ˆ| C D |

 + = ⇒ =
⇒

 + = ⇒ =

− =

١ ٨٠ ١ ٠ ٠

١ ٨٠ ٦٠

٤٠

� �

� �

�

 

 

 مثالمثالمثالمثال56565656:::: تعيين كنيد هريك از چهارضلعيهاي زير محاطياند و يا محيطي؟

:مستطيل  

:لوزي  

:مربع  

:ذوزنقه  

:الساقينذوزنقه متساوي  

 

AB يك چهارضلعي محيطي باشد كه      ABCDاگر   ::::57575757مثالمثالمثالمثال = CD و ٤ ي   است، شعاع دايره48 و بدانيم مساحت چهارضلعي ٨=

 محاطي چيست؟

 

 

 

  باشد، مساحت ذوزنقه چيست؟7اگر طول ساق غير قائم آن .  محيط است3اي بر يك دايره به شعاع  الزاويه ي قائم ذوزنقه ::::58585858مثالمثالمثالمثال

 

 :ي ساق قائم دو برابر شعاع دايره است، پس اندازه: پاسخ

      AD = ٦ BC  و   AB DC= ⇒ + =٧ ١ ٣  

ي دو ضلع  ي دو ضلع مقابل آن با مجموع اندازه   اشد مجموع اندازه  زيرا اگر چهارضلعي محيطي ب    

 :پس. مقابل ديگرش برابر است

      
(AB DC) AD

S
+ × ×

= = =
١ ٣ ٦

٣٩
٢ ٢

 

ق  واحد مربع باشد، طول سا45اگر مساحت ذوزنقه .  محيط استRاي به شعاع  الساقين بر دايره ي متساوي يك ذوزنقه : : : : 59595959تستتستتستتست����

 كدام است؟

  1(7 2 (5/7 3 (8 4 (5/8 

 : پاسخ

  
S

r S P r
P

= ⇒ = × ⇒ P P AD BC AD= × ⇒ = = + = ⇒٤٥ ٣ ١ ٥ ٢ AD /= ٧ ٥  
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B

CD

A

H

60����

٦٠ محيط است، برابر Rاي به شعاع  الساقين كه بر دايره ي متساوي ي ذوزنقه  يك زاويه : : : : 60606060تستتستتستتست����
تـر   ي بزرگ  است، طول قاعده�

 )74 -آزاد(چقدر است؟ 

1 (R ٣ 

2 (R٢ ٣ 

3 (R٢ 

4 (R
٣

٢
 

 

 

.مساحت آن دايره را بيابيد.حاط شده باشد يك دايره م9و4هاي  با قاعدهالساقين متساوياگر در يك ذوزنقه: : : : 61616161))))مهممهممهممهم((((مثالمثالمثالمثال  

::::نكتهنكتهنكتهنكته     

 

 

 

 

 

 

ي  ي دو قاعده باشد ، اندازه  مي14 محيط شده است ٣اي به شعاع   كه به دايره4ي متساوي الساقيني با ارتفاع  مساحت ذوزنقه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

 آن كدام است؟

٢) 3 4 و 3) 2 4 و 4) 1  ٣) 4 3 و ٣

٢
  4و 

 )2 (گزينه

 

  حاطي وجود دارد؟  ارتفاعات مثلث هستند، در اين شكل چند چهار ضلعي م′′CH و ′BH و AH در شكل زير ::::62626262تستتستتستتست����

 )72آزاد رياضي ـ (

 1 (6  

 2( 4 

 3 (3  

 4 (1 

HOHهاي   چهارضلعي C′ و BH OH′′ و H OH A′′ ها مكمل همديگرند از طرفي اگر قطر  ي مقابل آن اند، زيرا دو زاويه  محاطي′

H و ′H باشد، چون زواياي BCي مورد نظر  دايره ٩٠ برابر ′′′′′′′′
 چهارضلعي ←. گذرد  مي′H و ′Hهاي   هستند، اين دايره از نقطه�

BH H C′′ AHهاي  از طرفي چهارضلعي. باشد  محاطي مي′ HB′ و CHH A′′چهارضلعي محاطي در شكل 6پس كلاً . اند  هم محاطي 

 .توان نشان داد مي
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پس همه .باشدها همرسند و نقطه همرسي آنها يكي ميهاي منتظم نيمسازها و عمودمنصف در همه چندضلعي::::چندضلعيهاي منتظمچندضلعيهاي منتظمچندضلعيهاي منتظمچندضلعيهاي منتظم

 .اند و هم محيطي و مراكز اين دايره ها يكي هستند محاطيي منتظم همهاچندضلعي

 . بيابيدn,a را بر حسبr,R باشد طولaضلعي منتظم اگر طول ضلع برابر nدر يك ::::سوالسوالسوالسوال

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

   محاط شده است ، تعداد اضلاع اين چند ضلعي كدام است؟ 2اي به شعاع  ره در داي2 ضلعي منتظمي به طول ضلع n: : : : 63636363تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (3 2 (6 3 (4 4 (5  

) 2( 

 

  محاط شده است، چقدر است؟2اي به شعاع  ضلعي منتظمي كه در دايره مساحت هشت: : : : 64646464تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (16 2 (٤ ٢ 3 (٨ ٢ 4 (4  

 ) 3(  

 

٣اي به شعاع  دايره: : : : 65656565تستتستتستتست����   را درون يك شش ضلعي منتظم محاط كرديم طول هر ضلع شش ضلعي چقدر است؟ ٣

 1 (3 2 (2 3 (6 4 (٣ ٣ 

)3( 

 

 

 باشد، 30ي مركزي مقابل به يك ضلع برابر  ي زاويه گر اندازها.  محيط شده است2اي به شعاع  ضلعي منتظم بر دايرهn::::66666666تستتستتستتست����

 ضلعي چقدر است؟ nمساحت اين 

 1 (٢٤ ٣ 2 (tan٤٨ ١ ٥ 3 (
٤٨ ٣

٣
 4 (

٢٤ ٣

٣
 

)2( 

 

y است به صورت 3 و 1هاي   ضلعي منتظم كه محدود به دو نقطه با طول6ي خط يكي از اضلاع يك   معادله::::67676767تستتستتستتست���� x= +٢ ١ 

 ي محاطي در اين شش ضلعي چقدر است؟  شعاع دايره. باشد مي

 1 (٣ ٥ 2 (٢٤ 3 (12 4 (١ ٥ 

)4( 
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    : : : : نكتهنكتهنكتهنكتهچند چند چند چند 

nاز هر راس ) 1  ضلعي محدب n قطر ميگذرد پس تعداد قطرهاي ٣−
n(n )− ٣

٢
 . است

 ضلعي منتظم هر زاويه خارجي برابر nبنابراين در .  است٣٦٠ ضلعي محدب، مجموع زواياي خارجي برابر nدر هر ) 2
n

٣٦٠
 است 

 ضلعي منتظم برابر nبنابراين هر زاويه داخلي در 
n

−
٣٦٠

١ يا به عبارت ديگر ( است ٨٠
(n )

n

−١ ٨٠ ٢
( 

3 ( n ضلعي منتظم همواره داراي nقارن است و فقط بازاي  محور تnزوج مركز تقارن دارد . 

 ضلعي منتظم، موسوم از يك رأس n زاويه بين هر دو قطر متوالي در ) 4
n

١ ٨٠
 .باشد  مي

 

 ضلعي منتظم چقدر است؟12 اندازه زاويه داخلي يك ::::68686868مثالمثالمثالمثال

 

 

 

  باشد، تعداد اضلاع آن كدام است؟28برابر اگر مجموع تعداد اضلاع و اقطار يك چندضلعي محدب : : : : 69696969تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (13 2 (17 3 (8 4 (9 

 :پاسخ

 

 

 .شود مياضافه واحد اضافه شود به تعداد قطرها چقدر ) 2( ضلعي محدب، به تعداد اضلاع nاگر در  ::::70707070مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

 درجه است؟هاي زواياي داخلي آن چند   باشد، مجموع اندازه27ضلعي محدب nاگر تعداد اقطار يك  : : : : 71717171تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (1560 2 (1240 3 (1260 4 (1830 

 :پاسخ

n(n )
n n (n )(n ) n

−
= ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ =٢٣
٢٧ ٣ ٥٤ ٩ ٦ ٩

٢
� �  

(n ) ( ) ( )− = − = =٢ ١ ٨٠ ٩ ٢ ١ ٨٠ ٧ ١ ٨٠ ١ ٢٦٠
� � 

 

 گذرد؟ از يك رأس آن چند قطر مي. باشد  مي6ضلعي محدب به تعداد اضلاع آن n نسبت تعداد اقطار يك ::::72727272تستتستتستتست☺☺☺☺

1 (8 2 (6 3 (12 4 (10 

 : پاسخ

n(n )
n

n
n

−
−

= = ⇒ − =

٣

٣٢
٦ ٣ ١ ٢

٢
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     ::::هاي خاصهاي خاصهاي خاصهاي خاصمثلثمثلثمثلثمثلث

 

    ::::الساقينالساقينالساقينالساقينمثلث متساويمثلث متساويمثلث متساويمثلث متساوي) ) ) ) الفالفالفالف

 

ABˆˆ.     دو ضلع و زواياي كناري با هم برابرند) 1 AC B C= ⇔ = 

 .ارتفاع و ميانه و نيمساز و عمودمنصف وارد بر قاعده بر هم منطبقند) 2

 .طولندنيمساز وارد بر ساقها هم هم. طولندهمهاي وارد بر ساقها نيز ميانه. طولندارتفاع هاي وارد بر ساقها هم) 3

 

 

 

 .نيمساز نظير راس با قاعده موازي است) 4

 

 .مجموع فواصل هر نقطه دلخواه بر روي قاعده از دو ساق برابر است با ارتفاع وارد بر ساق) 5

 

MH MH CN′+ = 

 

 .ز دو ساق نيز برابر است با ارتفاع وارد بر ساقتفاضل فواصل هر نقطه دلخواه بر روي امتداد قاعده ا) 6

 

MH MH BB′ ′− = 

 

خط هاي ايجاد شده برابر است با يك از اگر از يك نقطه دلخواه واقع بر قاعده دو خط به موازات دو ساق رسم كنيم مجموع پاره) 7

 .هاساق

DN DM AC AB+ = = 

 

 

ها ضلع مقابل را با كدام  نيمساز خارجي يكي از زاويه.  درجه است100الساقين برابر  هاي مثلث متساوي يكي از زاويه : : : : 73737373تستتستتستتست☺☺☺☺

 )77 –سراسري رياضي (كند؟  زاويه قطع مي

 1 (�20 2 (�25 3 (�30 4 (�40 

 : پاسخ

 

 

Aدر مثلث : : : : 74747474تستتستتستتست☺☺☺☺ BC
∆

AB داريم  AC= = B̂ و ٢ =  واقع بر قاعده از دو ساق Mي  هاي نقطه ، آنگاه مجموع فاصله٧٥

 كدام است؟

 1 (1 2 (2 3 (3 4 (4 

 :پاسخ
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 از دو ساق M تقسيم كرده است، مجموع فواصل 3 و 1 ضلع بزرگتر را به نسبت Mي   واحد نقطه6 و 5 و 5مثلثي به اضلاع در  ::::75757575تستتستتستتست����

 اين مثلث كدام است؟ 

 1 (6/3 2 (6/2 3 (8/4 4 (5 

 :پاسخ

 

 

 

Aمثلث  ::::76767676تستتستتستتست���� BC
∆

 : باشد، آنگاه4 برابر AB و طول ضلع 6اگر مساحت مثلث . الساقين است متساوي 

 1 (DE DF+ = ٣  2 (DE DF+ = ٢ 

 3 (DE DF+ =
٣

٢
  4 (DE DF+ = ١ 

 

 :پاسخ

CH CH= × ⇒ =
١

٦ ٤ ٣
٢

S CH AB= × ⇒
١

٢
 

:CH DF DE= + =   بنا به نكات قبل٣
 

AB)الساقين  ي مثلث متساوي  روي قاعدهMي  از نقطه: : : : 77777777تستتستتستتست���� AC) A BC
∆

كنيم تا دو   دو خط به موازات ساقها رسم مي=

 ؟ MEAF واحد باشد، مطلوب است محيط چهارضلعي 10 قطع كند اگر طول ساق اين مثلث F و Eساق را در 

 1 (10  2 (20 

 3 (40  4 (60 

 :پاسخ

 
 
 

A از مثلث C,Bي   زاويهنيمسازهايOC و OBدر شكل زير : : : : 78787878تستتستتستتست���� BC
∆

 به موازات MNپاره خط O هستند اگر از 

BCآنگاه . رسم شده باشدMB NC+ برابر كدام است؟  

 1 (AB  2 (AC 

 3 (BC  4 (MN 

 :پاسخ

: الساقين متساوي
B O

B O OM B
B B

∆= 
⇒ = ⇒

= 

٢ ١
١ ١

١ ٢

 

Oشود  و به همين روش ثابت مي N C
∆

Oهاي  لثچون مث. الساقين است  هم متساوي NC,OM B
∆ ∆

 : داريم. الساقين هستند  متساوي

OM MB
OM ON MB NC

ON NC

+= 
→ + = +

= 
 

MN MB NC⇒ = + 
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A در مثلث Aاز رأس : : : : 79797979تستتستتستتست���� BC
∆

اگر محيط . كنيم رسم ميC و Bهاي خارجي زواياي   را بر نيمسازAF و AE عمودهاي 

A BC
∆

  كدام است؟EF باشد، آنگاه طول پاره خط 18 برابر 

1 (6 2 (24 3 (9 4 (8 

 :پاسخ

 

 

 

  

        ::::الاضلاعالاضلاعالاضلاعالاضلاعر هر مثلث متساوير هر مثلث متساوير هر مثلث متساوير هر مثلث متساويدددد) ) ) ) بببب

 .باشد مي60طول همه اضلاع برابر و همه زوايا برابر ) 1

 .الساقين را داردهمه خواص مثلث متساوي) 2

 . منصف وارد بر يك ضلع همگي بر هم منطبقندارتفاع و ميانه و نيمساز و عمود) 3

a برابر است با  طول ارتفاع باشد آنگاهaاگر طول ضلع برابر )  4
٣

٢
a٢ و مساحت برابر است با 

٣

٤
. 

 .الاضلاع از سه ضلع آن مساوي ارتفاع مثلث است هاي هر نقطه واقع در درون يك مثلث متساوي  مجموع فاصله)5

 

  هم برابر باشند ارتفاع اين مثلث كدام است؟  اگر محيط  و مساحت  يك مثلث متساوي الاضلاع با::::80808080تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (6 2 (
٣

٢
 3 (

٣

٤
 4 (3 

 :پاسخ

               ah a⇒ = = × =
٣ ٣ ١ ٢

٦
٢ ٢ ٣

a a= ⇒ =
١ ٢

٣ ١ ٢
٣

a a= ⇒٢٣
٣

٤
 

 

٤ درون مثلث متساوي الاضلاعي به ضلع Mي  نقطه: : : : 81818181تستتستتستتست���� MPاگر . باشد  مي٣ = MK و ١ =   كدام است؟   ML مقدار ٢

 1 (3  2 (2 

 3 (5  4 (9 

 :پاسخ

 

 

ABربع است و  مABCDرو چهارضلعي  در شكل روبه::::82828282تستتستتستتست☺☺☺☺ OD OC=   است؟ αي  ي زاويه ، اندازه=

 1 (�120  2 (�150 

 3 (�135  4 (�160 

 : پاسخ
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بين  ي  دو ضلع و زاويهبرابري ،)ض ض ض(باشند عبارتند از برابري سه ضلع  نهشت مي هائي كه دو مثلث هم   حالت::::لثلثلثلثهمنهشتي دو مثهمنهشتي دو مثهمنهشتي دو مثهمنهشتي دو مث 

 ).زض ز(  و ضلع بين يهو دو زاو) ض ز ض( 

 

ADدر شكل روبرو، : : : : 83838383تستتستتستتست���� DB= ،ˆADB Aخط  ي پاره اندازه.  است٩٠= B′   چقدر است؟′

 1 (a b+  2 (a٢ 

 3 (b٢  4 (b a− 

 :پاسخ

 

 

 

 

MAي كه  اختيار كرد به طورBDتوان روي  در شكل روبرو چند نقطه مي ::::84848484تستتستتستتست���� MC= باشد؟  

 سه تا) 2  شمار بي) 1 

 يكي ) 4  .توان يافت اي نمي هيچ نقطه) 3 

 :پاسخ

 

 

 

 

NCكنيم كه   را چنان اختيار ميN و Mي  ، دو نقطهABCالساقين   از مثلث متساويBCي  قاعده: : : : 85858585تستتستتستتست���� BM= اين نقاط را به ،

 )62 –سراسري تجربي ( همواره چگونه است؟ AMNمثلث . كنيم ي وصل مAرأس 

 الزاويه قائمه) 4 الساقين متساوي) 3 الاضلاع متساوي) 2 غيرمشخص) 1 

 :پاسخ

 3ي  گزينه

 :زيرا. اند نهشت هم) ض ز ض( در حالت ANC و ABMدو مثلث 

AB AC

ˆB̂ C ABM ANC

BM NC

∆ ∆
= 


= ⇒ =

= 

) ض ز ض(  

        :يعني. ستپس اجزاء نظيرشان با هم برابر ا

AM AN= 

 .الساقين است  همواره متساويAMNبنابراين مثلث 
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ABC ،Âدر مثلث  : : : : 86868686تستتستتستتست���� = ٧٠
Ĉ و � = ٥٠

دهيم تا ضلع   رسم كرده، امتداد ميAD عمودي بر نيمساز Bاز رأس .  است�

AC را در Eي  زاويه. ند قطع كˆBEDچند درجه است؟  

 1 (�10  2 (�50  

 3 (�20  4 (�15 

 :پاسخ
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 : : : : تعريف انواع خم تعريف انواع خم تعريف انواع خم تعريف انواع خم 

 .ها را رسم كنيم بتوانيم بدون بلند كردن قلم از روي كاغذ آنها كه  اي از نقطه مجموعه:  خم مسطح-1

 .رسند هاي انتهايي به هم مي هاي خود را قطع نكند، مگر در حالتي كه نقطه خم مسطحي كه هيچ يك از نقطه:  خم ساده-2

 .شود هاي انتهايي يك خم بر هم منطبق باشند، آن خم بسته ناميده مي اگر نقطه:  خم بسته-3

 

 ي بسته است؟ هاي زير، خم غير ساده كدام يك از خم ::::88887777تستتستتستتست☺☺☺☺

 

 1 ( 2 ( 3 ( 4 ( 

 

 .كند ي بسته، صفحه را به سه مجموعه جدا از هم درون، بيرون و روي خم تقسيم مي  هر خم مسطح ساده::::ي خم جردني خم جردني خم جردني خم جردن    قضيهقضيهقضيهقضيه

هاي انتهايي   باشد به طوري كه نقطهخط تشكيل شده ي بسته است كه از اجتماع حداقل سه پاره  يك خم ساده:::: چندضلعي چندضلعي چندضلعي چندضلعيتعريفتعريفتعريفتعريف

 .ها روي يك خط قرار نگرفته باشند ي متوالي از آن ها روي يك صفحه بوده و هيچ سه نقطه خط پاره

 .شود ي بسته با درون آن يك ناحيه ناميده مي اجتماع يك خم ساده: : : : ناحيهناحيهناحيهناحيه

كند، كاملاً درون ناحيه قرار  ه آن ناحيه به هم وصل ميي دلخوا خطي كه هر دو نقطه  يك ناحيه را محدب گويند هرگاه پاره::::تعريفتعريفتعريفتعريف

 .مقعر است) ب(ي  ي محدب و ناحيه ناحيه) الف(ي  طور مثال ناحيه به .اي كه محدب نباشد مقعر استناحيه.بگيرد

 

 

 ي مقعر  ناحيه–ي محدب         ب   ناحيه–الف 

 : هاي مقعر در چند ضلعي::::نكتهنكتهنكتهنكته

١ ي بيش از  حداقل يك زاويه-1 ٨٠
 . داشته باشد�

 .كند امتداد بعضي اضلاع شكل را قطع مي-2

 :در چند ضلعي محدب::::نكتهنكتهنكتهنكته

 . كوچكترند180 همه زوايا از -1

 .كند امتداد هيچ ضلعي شكل را قطع نمي-2

 

 :شوندورت زير تعريف ميصالاضلاع و مستطيل و لوزي و مربع به متوازي::::نكتهنكتهنكتهنكته

 .روي آن با هم برابر باشند ع، چهارضلعي است كه زواياي روبهالاضلا متوازي

 .الاضلاع، چهارضلعي است كه قطرهايش منصف يكديگرند متوازي

 .الاضلاع، چهارضلعي است كه زواياي مجاور آن مكمل يكديگرند متوازي

 .روي آن موازي و مساوي باشند الاضلاع، چهارضلعي است كه دو ضلع روبه متوازي

 :شود الاضلاع تعريف مي ز روي متوازيمستطيل ا

 .ي قائمه دارد الاضلاعي است كه يك زاويه مستطيل، متوازي

 .الاضلاعي است كه قطرهايش با هم برابرند مستطيل، متوازي

 .الاضلاعي است كه اضلاع برابر دارد لوزي، متوازي

 .مربع، مستطيلي است كه طول و عرض آن با هم برابر باشد

www.mehdimath.blogfa.com



 كهنسال رضا : يمظتهيه و تن                                                            استدلال

 

30

 كنيد كداميك ازجملات زير صحيح و كداميك غلطند؟تعيين  ::::88888888مثالمثالمثالمثال

 .كنندالاضلاعي است كه قطرهايش يكديگر را نصف ميمستطيل متوازي

 .الاضلاعي است كه قطرهايش برهم عمودندمستطيل متوازي

 .الاضلاعي است كه قطرهايش هم طولندلوزي متوازي

 .لوزي مستطيلي است كه قطرهايش برهم عمودند

 .بع استلوزي نوعي مر

 .الاضلاع استمستطيل نوعي متوازي

 .طول و عمود برهم داردالاضلاعي است كه قطرهاي هممربع متوازي

 

 كدام چهار ضلعي الزاماً مربع است؟ : : : : 89898989تستتستتستتست☺☺☺☺

 .الاضلاعي كه قطرهايش بر هم عمودند متوازي) 2 .شود لوزي كه بر يك دايره محيط مي) 1 

 .الاضلاعي كه قطرهايش منصف يكديگرند متوازي) 4 .شود ميمستطيلي كه بر يك دايره محيط ) 3 

) 3( 

 

  هاي زير صحيح است؟  كدام يك از گزينه::::90909090تستتستتستتست☺☺☺☺

 .الاضلاعي كه قطرهايش منصف يكديگرند مستطيل است متوازي) 2 .لوزي با قطرهاي مساوي مربع است) 1 

 . شود مربع است ه بر يك دايره محيط ميلوزي ك) 4 .باشد چهارضلعي كه قطرهايش بر هم عمود است لوزي مي) 3 

) 1( 

 

 كدام چهارضلعي الزاماً مربع است؟: : : : 91919191تستتستتستتست☺☺☺☺

 .مستطيلي كه قطرهايش بر هم عمودند) 2 .لوزي كه قطرهايش برهم عمودند) 1 

 .مستطيلي كه قطرهايش منصف يكديگرند) 4 .الاضلاعي كه قطرهايش بر هم عمودند متوازي) 3 

) 2( 

 

  نه الزاماً يك مربع نيست؟كدام گزي: : : : 92929292تستتستتستتست☺☺☺☺

 .مستطيلي كه قطرهاي آن نيمساز زواياي آن باشند) 2 .هاي آن برابر باشند لوزي كه زاويه) 1 

 .لوزي كه قطرهاي آن برابر باشند) 4 .چهارضلعي كه دو قطر مساوي و عمود بر هم داشته باشد) 3 

) 3( 

 

  جهت امتداد دهيم شكل حاصل كدام است؟اگر اضلاع يك مربع را به يك اندازه و در يك : : : : 93939393تستتستتستتست☺☺☺☺

 ي متساوي الساقين ذوزنقه) 4 مستطيل) 3 مربع) 2 لوزي ) 1 

) 2( 
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    ::::مكان هندسيمكان هندسيمكان هندسيمكان هندسي

    ::::مكانهاي هندسي معروفمكانهاي هندسي معروفمكانهاي هندسي معروفمكانهاي هندسي معروف: : : : سوالات ترسيميسوالات ترسيميسوالات ترسيميسوالات ترسيمي) ) ) ) الفالفالفالف

    

 باشد مكان هندسي نقاطي كه از يك نقطه ثابت به فاصله ثابت مي) 1

 .باشد مي............و در فضا............ در صفحه 

 

 اندخط به يك فاصلهمكان هندسي نقاطي كه از دوسر يك پاره) 2

 .باشدمي............................... و در فضا.......................  در صفحه

 

 مكان هندسي نقاطي كه از دو خط متقاطع به يك فاصله باشند) 3

 .باشدمي......................... .......و در فضا......................... در صفحه

 

 مكان هندسي نقاطي كه از يك خط به فاصله مشخصي باشند) 4

 .باشدمي.......................... و در فضا................................. در صفحه

 

 مكان هندسي نقاطي كه از دو خط موازي به يك فاصله باشند) 5

 .باشدمي................................و در فضا......... ..................در صفحه

 

 غلتد چيست؟ ميRاي به شعاع كه بر روي دايرهrمكان هندسي مركز دوايري به شعاع ::::94949494مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 مماس باشد چيست؟d بر خطAمكان هندسي مركز دوايري كه در نقطه ::::95959595مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 : مفروض است و مكان هندسي نقاطي را بيابيد كه از آنها بتوان دو مماس با خاصيتهاي زير رسم كرد4اي به شعاعدايره ::::96969696مثالمثالمثالمثال

 

 .3مماس به طول: الف

 

 

 

 .مماس عمود برهم: ب
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 . درجه60مماس با زاويه: ج

 

 

 

 

cي   دو دايره: : : : 99997777تستتستتستتست����  R به شعاع ١ =١ c و ٢ 42 به شعاع ٢ =Rباشد چند نقطه ي مركز دو دايره   مفروضند ، اگر فاصله 

cي  روي محيط دايره cي   دايرهشود كه  يافت مي٢  )85آزاد رياضي ـ عصر (شود؟ي قائمه رؤيت   به زاويه١

 صفر) 4 شمار بي) 3 2) 2 1) 1 

Cي  دو دايره C و ١  .باشند  متداخل مي٢

d , R R d R R= − = ⇒ < −١ ٢ ١ ١ ٢ ١١ ٢ 

Cي  ه از آن نقاط همواره دو مماس عمود بر هم بر دايره مكان هندسي نقاطي از صفحه ك  بتوان رسم نمود ، ١

R ايست به همان مركز و به شعاع  دايره ١٢ 

R =١٢ ٢ ٢ 

Oحال دايره به مركز  ٢ و به شعاع ١ Cي   دايره٢ O):                                               كند، زيرا  را قطع نمي٢ A , )= <١ ٣ ٢ ٢ ٣ 

 

 )فرض كنيدkصله دو خط را برابرفا.(باشدaمكان هندسي نقاطي كه مجموع فواصلشان از دو خط موازي برابر مقدار ثابت ::::98989898مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

 )فرض كنيدkفاصله دو خط را برابر.(باشدaمكان هندسي نقاطي كه تفاضل فواصلشان از دو خط موازي برابر مقدار ثابت ::::99999999مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

 

 . مجموع فواصلشان از دو خط متقاطع برابر مقدار ثابت باشدمكان هندسي نقاطي كه ::::100100100100مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

 

 .مكان هندسي نقاطي كه تفاضل فواصلشان از دو خط متقاطع برابر مقدار ثابت باشد ::::101101101101مثالمثالمثالمثال
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 .شند باaمكان هندسي نقاطي از صفحه را بيابيد كه از خط به فاصله ثابت. مفروضندkيك خط و يك صفحه موازي به فاصله  ::::102102102102مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

 

 از دو خط به يك فاصله باشد و از نقطه به  را بيابيد كه از صفحهمكان هندسي نقاطي.بين آنها قرار داردAخط موازي و نقطه2 ::::103103103103مثالمثالمثالمثال

 . باشدmفاصله ثابت 

 

 

 

 

خط به يك فاصله بوده و از نقطه به فاصله ثابت 2از چند نقطه وجود دارد كه .خط متقاطع و يك نقطه خارج از آنها قرار دارد2 ::::104104104104مثالمثالمثالمثال

mباشد . 

 

 

  

 .در مورد سوال فوق در فضا فكر كنيد: : : : تمرينتمرينتمرينتمرين

pدو صفحه متقاطع : : : : تمرينتمرينتمرينتمرين ,p′وخط dه بوده و از خط از دو صفحه به يك فاصلمكان هندسي نقاطي را بيابيد كه . خارج از آنها قرار دارد

 . باشدmنيز به فاصله ثابت

 

    ::::سوالات تحليليسوالات تحليليسوالات تحليليسوالات تحليلي) ) ) ) بببب

)Aمكان هندسي نقاطي كه فاصله آنها از نقطه ::::105105105105مثالمثالمثالمثال , )١ xشان از خط دو برابر فاصله٠ =   چيست؟ باشد١

 

 

 

 

 متخارج مماس خارج باشد چيست؟مكان هندسي مركز دوايري كه كه بر دو دايره ثابت  ::::106106106106مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

  مماس است چيست؟متداخلمكان هندسي مركز دوايري كه بر دو دايره  ::::107107107107مثالمثالمثالمثال
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    ::::فرمولهاي محاسبه مساحتفرمولهاي محاسبه مساحتفرمولهاي محاسبه مساحتفرمولهاي محاسبه مساحت

 
 :در هر چهارضلعي دلخواه مساحت برابر است با نصف حاصلضرب دو قطر در سينوس زاويه بين آنها) 1

 

S (AC)(BD)sin= β
١

٢
 

  S (AC)(BD)sin= α
١

٢
 

 
 

 :علاوه بر روش فوق: مساحت متوازي الاضلاع) 2
S:  ضرب دو ضلع در سينوس زاويه بين: الف (AD)(AB)sin A= 

S:  ضرب قاعده در ارتفاع: ب AB.DH= 
 

 .نهشت است رو هم مثلث روبه) 2(كنيم به طوري كه هر  تقسيم مي) مساحت هم ( مثلث معادل4آلاضلاع، آن را به  اقطار متوازي: نكته
 5الاضلاعي است كه مساحت آن  ي خودش امتداد دهيم شكل حاصل متوازي زهالاضلاعي را در يك جهت و به اندا  اگر اضلاع متوازي:نكته

 .الاضلاع اوليه است برابر مساحت متوازي

 
 

 :مساحت لوزي) 3
 ) است90چون زاويه بين قطرها (نصف ضرب دو قطر : الف

 .مربع يك ضلع در سينوس يك زاويه:  ب
 .ضرب هر ضلع در ارتفاع وارد بر همان ضلع: ج
 

 :مستطيلمساحت ) 4
 ضرب دو ضلع: الف

 .نصف حاصلضرب دو قطر در سينوس زاويه بين: ب
 

 : مساحت مربع) 5

 مربع يك ضلع: الف
 نصف مربع قطر: ب

 
 : مساحت مثلث) 6

a: نصف حاصلضرب هر ضلع در ارتفاع وارد بر همان ضلع: الف b ca.h b.h c.h
S = = =

٢ ٢ ٢
 

S: هانصف حاصلضرب دو ضلع در سينوس زاويه بين آن: ب AB.AC.sin A=
١

٢
 

 :توان به دست آورد  از دستور هرِون طبق زير ميc,b,a طول 3همچنين مساحت هر مثلث را با : ج

S p(p a)(p b)(p c)= − − −   
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S:    الاضلاعمساحت مثلث متساوي) 7 a= ٢٣

٤
  

hهمچنين مقدار ارتفاع آن از رابطه  a=
٣

٢
 .آيد بدست مي

 
 : پس مساحت آن برابر است با. نهشت تشكيل شده است الاضلاع هم ضلعي منتظم از شش مثلث متساوي شش) 8

a a
S ( )= × =

٢ ٢
٣ ٣ ٣

٦
٤ ٢

 

 

S:      مجموع دو قاعده ضربدر ارتفاعنصف: مساحت ذوزنقه) 9 h(b b ')= +
١

٢
 

 )قضيه شبه پروانه.(ه قطرها را رسم كنيم فقط دو مثلث چپي و راستي هم مساحت انداگر در يك ذوزنق: نكته

 

s: دايره) 10 r= π ٢ 
 

s:  راديانαقطاع با زاويه ) 11 r= α ٢١

٢
 

 

 اشد، كدام است؟ب  مي36 و محيطش 80ي مستطيلي كه مساحت آن  طول قاعده: : : : 1111تستتستتستتست����

 10 يا 8) 4 9 يا 5) 3 6 يا 7) 2 9 يا 6) 1 
  :پاسخ

 

 

  محاط است كدام است؟12اي به شعاع  مساحت مربعي كه در دايره ::::2222تستتستتستتست����

 1 (300 2 (260 3 (240 4 (288 

 4ي  گزينه :پاسخ

r d ( )= ⇒ = =١ ٠ ٢ ١ ٢ ٢٤  

S d ( )= = =٢ ٢١ ١
٢٤ ٢٨٨

٢ ٢
 

 

  باشد، مساحت آن كدام است؟6 و طول قطر آن 16 اگر محيط مستطيلي ::::3333تستتستتستتست����

 1 (20 2 (16 3 (14 4 (18 
 :پاسخ

  
 

 

 

٣ي آن   و نسبت طول ارتفاع به طول قاعده72الاضلاع  اگر مساحت يك متوازي ::::4444تستتستتستتست☺☺☺☺

٤
  باشد، طول ارتفاع آن كدام است؟

 1 (٦ 2 (٦2 3 (٦3 4 (٦4 
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  :پاسخ

 . باشدx3 و طول قاعده برابر x2فرض كنيم طول ارتفاع برابر 

S b.h=  

( x)( x) x x x= = ⇒ = = ⇒ =٢ ٢ ٧٢
٧٢ ٣ ٤ ١ ٢ ٦ ٦

١ ٢
 

h x= =٣ ٣ ٦  

 

٦٠ي بين اقطار آن   است و زاويه5 و 8حدبي كه قطرهاي آن برابر مساحت چهارضلعي م ::::5555تستتستتستتست☺☺☺☺
 باشد؟  است ، كدام گزينه مي�

 1 (١ ٠ ٣ 2 (10 3 (١ ٠ ٢ 4 (٢٠ ٣ 

S sin= × × × = × =
١ ٣

٨ ٥ ٦٠ ٢٠ ١ ٠ ٣
٢ ٢

 

 

٤٥باشد ،   مي9 و 12ي قطرهاي آن  الاضلاع شكل رو به رو كه اندازه ين اقطار متوازيي ب زاويه: : : : 6666تستتستتستتست☺☺☺☺
S است، حاصل � S+٢ ٤ 

 كدام است؟

 1 (٢٧

٢
  2 (٢٧ ٢ 

 3 (27  4 (٢٧ ٢

٢
  

 
 

AB داشته باشيم، ABCاگر در مثلث  ::::7777مثالمثالمثالمثال = AC و ٨ = و مساحت مثلث ماكزيمم باشد آنگاه طول ميانه وارد بر ضلع ديگر را  ٦
 .بيابيد

 
  

 
 

 

AE حاصل aضلعي منتظم به ضلع  در شش ::::8888تستتستتستتست���� FH× 79 –پزشكي آزاد ( چقدر است؟( 

 1 (a٢ ٣

٢
   2 (a٢ ٣ 

 3 (a٢ ٣

٤
   4 (a٢

٣
٣

٢
 

 :پاسخ

  
 

 

٤٥اي  الزاويه ي قائم ي ذوزنقه يك زاويه ::::9999تستتستتستتست����
   باشد، مساحت ذوزنقه4ي كوچك آن  ه و قاعد8اگر ارتفاع آن برابر .  است�

 چقدر است؟

 1 (64 2 (32 3 (48 4 (52 
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    ::::نكات مثلث قائم الزاويهنكات مثلث قائم الزاويهنكات مثلث قائم الزاويهنكات مثلث قائم الزاويه

a. الزاويه، مربع وتر برابر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر است در هر مثلث قائم:  قضيه فيثاغورس)  1 b c= +٢ ٢ ٢ 

 
 

 .         آورد اي كه ارتفاع بر وتر پديد مي ي هندسي است بين دو قطعه بر وتر واسطه،ارتفاع وارد  الزاويه در مثلث قائم) 2

AH BH CH= ×٢ 

 
 .    ي قاعده برابر است با حاصلضرب وتر در طول تصوير آن ضلع بر وتر الزاويه،مربع هر ضلع زاويه در هر مثلث قائم) 3

AB BC BH= ×٢ 

AC BC CH= ×٢ 
 

 .حاصلضرب ارتفاع وارد بر وتر در وتر برابر است با حاصلضرب دو ضلع قائمه) 4
 

  .ي وارد بر وتر نصف وتر باشدوبالعكس الزاويه ،ميانه در هر مثلث قائم) 5
 

BC
AM =

٢
 

 

٣٠ي  الزاويه،ضلع مقابل به زاويه در مثلث قائم) 6 
٤٥ي  برابر است با نصف وتر و ضلع مقابل به زاويه�

٢ برابر �

٢
 وتر  وضلع مقابل 

٦٠ي به زاويه
٣برابر است با �

٢
 . وتر

١٥ي آن  ادهي ح الزاويه ،اگر يك زاويه در مثلث قائم) 8
١باشد،ارتفاع وارد بر وتر �

٤
a.   باشد وتر مي

h =
٤

                                                 

 

xاي  الزاويه طول اضلاع مثلث قائم: : : : 10101010تستتستتستتست☺☺☺☺ +٢ x و ١ −٢ x) است x و ١ )>   )سراسري تجربي(طول ضلع متوسط كدام است؟ . ١

 1 (13 2 (15 3 (17 4 (19 
 2ي  گزينه: پاسخ

x مقداري مثبت است، پس xچون  +٢  .ترين ضلع مثلث و در نتيجه وتر است  بزرگ١
x

( x ) x ( x ) x x x x x x x
x

ــول   ــل قب ــير قاب = غ
+ = + − ⇒ + + = + − + ⇒ − = ⇒ 

=

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٢ ١ ٢ ١ ٤ ٤ ١ ٤ ٤ ١ ٨

٨

�

�  

 . است15 كه طول ضلع متوسط 8 و 15، 17: هاي مثلث برابر است با بنابراين طول ضلع

 

ˆمساحت چهارضلعي مقابل چقدر است؟  : : : : 11111111تستتستتستتست☺☺☺☺ ˆ(A B )= =١ ٩٠
 )81 –آزاد پزشكي  (�

 1 (64  2 (72 
 3 (36  4 (32 

 
 :آيد ت ميدس  بهBDC و ABDهاي دو مثلث   از جمع مساحتABCDمساحت چهارضلعي 

ABCD ABD BDCS S S

( ) ( )

= +

= × × + × × = + =
١ ١

٣ ٤ ٥ ١ ٢ ٦ ٣٠ ٣٦
٢ ٢

 

www.mehdimath.blogfa.com



38  رضا كهنسال:يمظتهيه و تن                                                             مساحت

 )70 –سراسري رياضي ( كدام است؟ OAخط  در شكل زير طول پاره: : : : 12121212تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (3  2 (٥ 

 3 (٦  4 (٧ 
 3ي  گزينه: پاسخ

 
 :آيد دست مي  بهOAگي طول ي فيثاغورس به ساد با نوشتن رابطه

OE OE= + = ⇒ =٢
١ ١ ٢ ٢  

OD OD= + = ⇒ =٢
٢ ١ ٣ ٣  

 :آيد  به دست ميOA و OC ،OBبا همين روش طول اضلاع 

OC , OB , OA= = = =٤ ٢ ٥ ٦  
 

 –اسري رياضي سر(متر مربع است؟  مساحت مربع چند سانتي. متر است  سانتي5/7دايره برابر  در شكل زير شعاع نيم: : : : 13131313تستتستتستتست����
72( 

 1 (30  2 (36 
 3 (45  4 (54 

 :پاسخ

 
 
 

 . محاط شده است را بيابيد2ضلعي كه در يك مربع به ضلع 8طول ضلع  ::::14141414مثالمثالمثالمثال
 
 
 
 

 . را بيابيد كه درون يك مربع محاط شده است1ضلعي به ضلع 8مساحت يك  ::::15151515مثالمثالمثالمثال
 
 

 

 
 

QCكنيم كه   طوري انتخاب ميBC را بر طول Qي   نقطهABCDدر مستطيل : : : : 16161616تستتستتستتست���� ,BQ= =٩ A بوده و مثلث ٤ QD
∆

 در 
  قائمه باشد عرض مستطيل كدام است؟ Qرأس 

 1 (4  2 (6 
 
 3 (9  4 (5 
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P̂در مستطيل شكل زير : : : : 17171717تستتستتستتست☺☺☺☺ = ٩٠
� ،AP BP= =٣  )81 –سراسري تجربي ( كدام است؟ DPطول . ٩

 1 (5  2 (٣ ٣ 

 3 (٤ ٢  4 (6 
 : پاسخ

 

 

مساحت مثلث چند . متر است  سانتي12ي آن  متر و طول قاعده  سانتي٨٥الساقين  طول ساق يك مثلث متساوي ::::18181818تستتستتستتست☺☺☺☺
 )80 –سراسري تجربي (متر مربع است؟  سانتي

 1 (٢٤ ٣ 2 (42 3 (٣٠ ٢ 4 (48 
 : پاسخ

 
 

  باشد، مقدار مساحت لوزي كدام است؟15 و طول ضلع لوزي 20اگر طول يكي از قطرهاي لوزي  : : : : 19191919تستتستتستتست����

 1 (١ ٠ ٢ 2 (١ ٠ ٠ ٢ 3 (١ ٠ ٠ ٥ 4 (١ ٠ ٥ 

 :پاسخ

 
 
 

 ساحت ذوزنقه كدام است؟ باشد، مقدار م10 و طول ساق 12 و 24ها  الساقين اگر طول قاعده در يك ذوزنقه متساوي ::::20202020تستتستتستتست����
 1 (130 2 (132 3 (144 4 (126 

 
 
 
 

ي   باشد، طول قاعده40 باشد و مساحت ذوزنقه برابر 4 و طول ارتفاع 5الساقين طول هر ساق  اگر در يك ذوزنقه متساوي ::::21212121تستتستتستتست����
 تر كدام است؟ كوچك

 1 (8 2 (7 3 (10 4 (9 

S h(b b ') ( )(b b ') b b ' ( )= + ⇒ = + ⇒ + =
١ ١

٤٠ ٤ ٢٠ ١
٢ ٢

 

AH DH' ( )= = ٣ ٢  
( ) ,( ) b b ' b ' AH b ' b'⇒ + = + = ⇒ + = ⇒ =١ ٢ ٢ ٢ ٢٠ ٢ ٦ ٢٠ ٧  

 

باشد، مساحت   مي10ي قطر آن  باشد و اندازه  مي10ي بزرگ   و قاعده6ي كوچك  ي متساوي الساقيني قاعده ذوزنقه در ::::22222222تستتستتستتست����
 ذوزنقه چقدر است؟

 1 (36 2 (64 3 (48 4 (58 
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40  رضا كهنسال:يمظتهيه و تن                                                             مساحت

 مساحت اين مثلث چقدر است؟.كند ايجاد مي9و4ن قطعه هايي به طول الزاويه ارتفاع وارد بر وتر بر روي آدر يك مثلث قائم  ::::23232323مثالمثالمثالمثال
 

 
 

 

A اگرABCدر مثلث ::::24242424مثالمثالمثالمثال = مساحت .شود مي4و9 به ترتيب HB,HC رسم شوند،مقاديرAM و ميانه AH باشد و ارتفاع٩٠
 )82سراسري( چقدر است؟AMHمثلث 

 
 

 

 
 

٢ و 3هاي ميانه و ارتفاع وارد بر وتر به ترتيب  اي، اندازه الزاويه در مثلث قائم  ::::25252525مثالمثالمثالمثال باشد، اندازه ضلع متوسط اين مثلث   مي٢
 )83 يسراسر(برابر چند است؟ 

 

 
 

 

 

ABC ،Âدر مثلث : : : : 26262626تستتستتستتست���� = ٤٥
) متر و مساحت مثلث برابر 3 برابر با BHي ارتفاع  ، اندازه� )+

٩
١ ٣

٢
ضلع .  متر مربع است

a 64 –سراسري رياضي ( چند متر است؟( 
 1 (3 2 (5/4 3 (5 4 (6 

 
 

 
 
 

 باشد،آنگاه مجموع مجذورات 5ها برابر قاعدهاقها برهم عمود باشند و مجموع مجذورات در يك ذوزنقه اگر امتداد س: : : : 27272727تستتستتستتست����
 اقطار كدامست؟

 غير قابل محاسبه)4 10)3 5)2 2)1 

 
 
 
 

a محيط كرديم، اگر rاي به شعاع   لوزي را بر دايره: : : : 28282828تستتستتستتست���� = b و ٦ =   كدام است؟r اقطار لوزي باشد ٤

 1(٦ ١ ٣

١ ٣
 2(٦ ١ ٣ 3 (3  4 (4  
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ABCD D̂در لوزي  ::::29292929تمرينتمرينتمرينتمرين Â و ٦٠= =١ اي محيط كنيم، شعاع آن   باشد و اين لوزي را بر دايره6وزي  اگر طول ضلع ل٢٠
 دايره كدام است؟

 1 (٣ ٣

٢
  2 (٣

٢
 3 (٣

٢
  4 (٣ 

 

 

 

a ،Â به ضلع ABCDدر لوزي  ::::30303030تمرينتمرينتمرينتمرين = ١ ٢٠
  كدام است؟AE است، مقدار �

 1(( )
a

−٢ ٣

٢
 2 (a

٣

٢
 3 (( )a

−٢ ٣

٤
  4 (a

٣

٤
  

 
 
 

 تر لوزي چقدر است؟ ي كوچك  زاويهtan.  استX دو برابر مساحت يك لوزي به ضلع X به ضلع مساحت يك مربع ::::31313131تمرينتمرينتمرينتمرين

 1 (−٢ ٣ 2 (٢ ٣ 3 (٣

٣
 4 (1 
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42  رضا كهنسال:يمظتهيه و تن                                                            تشابه و تالس

    : : : : خواص تناسب خواص تناسب خواص تناسب خواص تناسب 

اگر
a c

b d
 :شود باشد آنگاه موارد زير نتيجه مي=

ad:  وسطين-طرفين) الف bc= 

: تركيب در صورت و تركيب در مخرج) ب
a b c d a c

,
b d a b c d

+ +
= =

+ +
 

: تفضيل در صورت و تفضيل در مخرج) ج
a b c d a c

,
b d a b c d

− −
= =

− −
 

  )  د
a c a c

b d b d

+
= =

+
 

 

,Mنقاط .  مفروض است10 به طول ABپاره خط  ::::1111مثالمثالمثالمثال Nگيريم كه  را بر روي آن طوري در نظر مي
AM BN

BM AN
= =

٢

٣
 برقرار 

 چقدر است؟MNطول پاره خط.است

 

 

 

 

كنيم كه نسبت   را چنان اختيار ميN و Mي  متر و بر امتداد آن دو نقطه  سانتي12 به طول ABخط مفروض  بر پاره ::::2222تستتستتستتست����

 ي اين دو نقطه كدام است؟ فاصله.  باشد4 مساوي B و Aها از نقاط  هاي هريك از آن فاصله

 1 (6/4 2 (2/7 3 (4/6 4 (10 

 )3(ي  گزينه: پاسخ

 

MA NA MA MA MA
MA

MB NB MB MA MB
= = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ +

٤ ٤ ٤ ٤٨
٤

١ ٤ ١ ١ ٢ ٥ ٥
 

NA NA NA
NA

NB NA NB NB
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

− −

٤ ٤
٤ ١ ٦

٤ ١ ٣
 

MN NA MA /= − = − = =
٤٨ ٣٢

١ ٦ ٦ ٤
٥ ٥
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nAضلعي n دو :::: دو چندضلعي متشابه دو چندضلعي متشابه دو چندضلعي متشابه دو چندضلعي متشابهتعريفتعريفتعريفتعريف A A ...A١ ٢ nB و ٣ B B ...B١ ٢  متشابه هستند، اگر و فقط اگر زواياي نظير به نظير ٣

 .دبرابر و اضلاع متناسب داشته باشن

n n

n n

A A A A A A
) ...

B B B B B B
−

−
= = =١ ٢ ٢ ٣ ١

١ ٢ ٢ ٣ ١

n و ٢ n
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ)A B ,A B ,...,A B= = =١ ١ ٢ ٢١ 

    

كه نسبت اضلاع همواره  با توجه به اين(زيرا ممكن است زواياي نظير مساوي نداشته باشند . هر دو لوزي دلخواه متشابه نيستند ::::مثالمثالمثالمثال

a

b
 ) است

 

 

كه زواياي هر دو  با توجه به اين(ستند زيرا ممكن است اضلاع نظير متناسب نداشته باشند هر دو مستطيل دلخواه متشابه ني ::::مثالمثالمثالمثال

 ).مستطيل همواره برابرند

 

 

 .اند زيرا زوايا برابرند و اضلاع نظير متناسب هستند هر دو مربع دلخواه همواره متشابه ::::مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 .اند ضلعي منتظم همواره متشابهnهر دو : طور كلي به

 

تشابه دو مثلث را با نماد . هاي متناظر متناسب باشند ها برابر و ضلع هاي نظير در آن متشابه گويند، اگر زاويهنيز زماني دو مثلث را  ::::نكتهنكتهنكتهنكته

 :بنابراين. دهند نشان مي» ∽«

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ)A M,B N,C P
ABC MNP AB AC BC

)
MN MP NP

∆ ∆  = = =


⇔ 
= =



١

٢
∼  

 

    : : : : حالات خاص تشابه در مثلثحالات خاص تشابه در مثلثحالات خاص تشابه در مثلثحالات خاص تشابه در مثلث

 

 

 

گاه دو مثلث  اگر دو زاويه از يك مثلث با دو زاويه از مثلث ديگر برابر باشند، آن): زز(در حالت تساوي دو زاويه تشابه دو مثلث ) 1

 .متشابه هستند

ˆ ˆ ˆ ˆABC MNP A M , B N
∆ ∆

⇔ = =∼  

 )ض ز ض(ها  ي بين آن تشابه دو مثلث در حالت متناسب بودن دو ضلع و تساوي زاويه) 2

AB AC ˆ ˆABC MNP A M
MN MP

∆ ∆
⇔ = = =∼ 
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44  رضا كهنسال:يمظتهيه و تن                                                            تشابه و تالس

 )ض ض ض. (تشابه دو مثلث در حالت متناسب بودن سه ضلع) 3

AB BC CA
ABC MNP

MN NP PM

∆ ∆
⇔ = =∼ 

 
 

A و ABCفرض كنيد دو مثلث  ::::نكتهنكتهنكتهنكته 'B'C' متشابه باشند و نسبت تشابه برابر k باشد، يعني 
AB AC BC

k
A'B' A 'C' B'C'

= =  :گاه  آن=

A و AMاگر ) 1 'M A و Aهاي دو رأس   ميانه' گاه   باشند، آن'
AM

k
A'M '

=. 

A و AHاگر ) 2 'H'هاي دو رأس    ارتفاعA و A گاه   باشند، آن'
AH

k
A'H'

=. 

A و ADاگر ) 3 'D'هاي داخلي دو رأس   نيمسازA و A گاه   باشند، آن'
AD

k
A'D'

=. 

A'E و AEاگر ) 4 A و A نيمسازهاي خارجي دو رأس ' گاه   باشند، آن'
AE

k
A'E '

=. 

5 (
ABC

k
A'B'C '

ــث  ــط مثل  محي

ــث  ــط مثل  محي
= 

6 (
ABC

k
A'B'C '

ــث  ــاحت مثل  مس

ــث  ــاحت مثل  مس
= ٢ 

 

AB P h m d S

A'B' P' h ' m' d ' S'
= = = = =
٢

٢
 

 

٧٥ي  مثلث با دو زاويه: : : : 3333تستتستتستتست☺☺☺☺
٣٥و �

 اند متشابهند؟  اش داده شده  هاي زير كه دو زاويه  با كدام يك از مثلث�

 25 و 85) 4 45 و 65) 3 75 و 75) 2 75 و 70) 1 

 

 

 هاي زير متشابه است؟  باشد، با كدام يك از مثلث  مي18 و 12 و 9مثلثي كه طول اضلاع آن : : : : 4444تستتستتستتست☺☺☺☺

 10 و 6 و 12) 4  9 و 12 و 6) 3 11 و 8 و 6) 2  3 و4 و 6) 1 

 

 

 ين ضلع مثلث دوم چه اندازه است؟ بزرگتر.  متشابه است78 با مثلث ديگري با محيط 12 و 8 و 6مثلثي با اضلاع : : : : 5555تستتستتستتست����

 1 (18 2 (36 3 (24 4 (48 

 

 

||ABدر شكل مقابل  ::::6666تستتستتستتست���� CD و 
AM

AD
=
٣

٥
 )81 –سراسري (هاي دو مثلث در شكل كدام است؟  نسبت مساحت. 

 1 (
٢

٣
  2 (

٢

٥
 

 3 (
٤

٩
  4 (

٩

٢٥
 

 : پاسخ
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 واحد مربع باشد مساحت 25تر  اگر مساحت مثلث بزرگ.  واحد است8 و 15هاي دو مثلث مشابه به ترتيب  اندازه محيط : : : : 7777تستتستتستتست����

 )78 –سراسري (تر كدام است؟  مثلث كوچك

1 (
١

٧
٩

 2 (
١

٦
٩

 3 (
٢

٧
٩

 4 (
٢

٦
٩

 

 1ي  گزينه: پاسخ

=) نسبت تشابه(
١ ٥

٨
 ها  نسبت محيط

S
S S

   
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =   
   

٢ ٢
١ ٥ ٢٥ ١ ٥ ٢٥ ٢٢٥ ١

٧
٨ ٨ ٦٤ ٩

 ها   نسبت مساحت

 

در دو مثلث متشابه ،نسبت ارتفاعهاي نظير برابر  ::::8888تستتستتستتست☺☺☺☺
٢

٣
 هاي اين دو مثلث چقدر است؟ نسبت مساحت.باشد مي

 1(
٤

٩
 2(

٢

٣
 3(

٤

٥
 4(

٦

٧
 

 1 گزينه:پاسخ

 

١ چند برابر MAي  قرار دارند، اندازهدر شكل مقابل سه مربع به اضلاع واحد كنار هم : : : : 9999تستتستتستتست����  )1383رياضي ( است؟ ٠

 1 (
١

٣
  2 (

١ ٠

٤
 

 3 (
٢

٩
  4 (

١

٥
 

 : پاسخ

 
 
 

ˆدر شكل : : : : 10101010تستتستتستتست���� ˆC D= xي   است اندازه١ y+ كدام است؟  

 1 (12  2 (24  

 3 (6  4 (18  

 

 

 

Aهاي دو مثلث  با توجه به شكل مقابل نسبت مساحت: : : : 11111111تستتستتستتست☺☺☺☺  BC
∆

D و  EC
∆

  كدام است؟ 

 1 (6  

 2 (2 

 3 (4  

 4 (8 

 

هاي يك مثلث خطي به موازات يك ضلع مثلث رسم كنيم آنگاه مثلث به دو قسمت تقسيم  ي تلاقي ميانه  نقطه اگر از: : : : 12121212تستتستتستتست☺☺☺☺

 هاي اين دو قسمت كدام است؟  نسبت مساحت. شود مي

 1 (
٢

٣
 2 (

٣

٢
 3 (

٤

٦
 4 (

٤

٩
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AF به طوري كه DCاي روي ضلع   نقطهF.  يك مستطيل استABCDدر شكل زير چهارضلعي : : : : 13131313تستتستتستتست����  BD⊥ اگر ،

AB DA= ٣ ،DCند برابر  چDF 69سراسري تجربي ـ ( است؟( 

 1 (8  

 2 (9 

 3 (4  

 4 (6 

 

A دو ارتفاع مثلثCDوAHدر شكل مقابل::::14141414تستتستتستتست���� BC
∆

OHاگر. هستند AD OD= = =
١

١ ٢ ٥
٣

كدام است؟   HCباشد، طول

 )82سراسري رياضي ـ (

 1 (165  2 (170 

 3 (175  4 (180 

 

 

 

 

 

 :  اگر خطي موازي يكي از اضلاع مثلث رسم شود و دو ضلع ديگر را قطع كند آنگاه) :) :) :) :حالت خاصي از تشابه دو مثلثحالت خاصي از تشابه دو مثلثحالت خاصي از تشابه دو مثلثحالت خاصي از تشابه دو مثلث((((قضيه تالس قضيه تالس قضيه تالس قضيه تالس  

AE AF EF
)

AB AC BC

AE AF
)

EB FC

= =

=

١

٢

 

 

 ::::عكس قضيه تالسعكس قضيه تالسعكس قضيه تالسعكس قضيه تالس

 .هاي متناظر متناسب جدا كند، با ضلع سوم موازي است خط پارهها را قطع كند و روي آنها  متداد آن دو ضلع يك مثلث يا ايرخطاگ

 

BCدر شكل مقابل : : : : 15151515تستتستتستتست☺☺☺☺ || B'C' و AB cm= ١ 'AB و ٠ cm= ٣ ،AC'د برابر  چنCC' 1368تجربي ( است؟( 

 1 (
٣

١ ٠
  2 (

٤

١ ٠
 

 3 (
٧

١ ٠
  4 (

٣

٧
 

 )4(ي  گزينه: پاسخ

AB' AC' AC' AC' AC'
B'C ' || BC AC' CC'

AB AC AC AC AC' CC'
⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

− −

٣ ٣ ٣ ٣

١ ٠ ١ ٠ ٣ ٧ ٧
 

 

  كدام است؟BMخط  ي پاره زهدر شكل مقابل اندا: : : : 16161616تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (1  2 (2 

 3 (
٤

٥
  4 (3 

 : پاسخ
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MNدر شكل مقابل: : : : 17171717تستتستتستتست☺☺☺☺ || BC.مقدارxكدام است؟ 

 1(5  2(6 

 3(7  4(8 

 :پاسخ

 

 

 

BEدر شكل مقابل  ::::18181818تستتستتستتست���� || CF و CE || DF . اگرAB = BC و ٥  )1381تجربي ( كدام است؟ CDي  گاه اندازه  ، آن٣=

 1 (5/2  2 (8/4 

 3 (4/5  4 (6 

 : پاسخ

 
 
 

 

 
 

ABدر يك مثلث به اضلاع : : : : 19191919تستتستتستتست���� ,AC ,BC= = =٦ ١ ٤ ١  بر روي اضلاع چنان قرار دارد كه چهارضلعي M,N,K نقاط ٢

AMNKاندازه ضلع لوزي كدامست؟. يك لوزي است 

1(2 2(4 3(6 4(8 

 :پاسخ

 
 

 

ˆدر شكل زير زواياي : : : : تمرينتمرينتمرينتمرين ˆˆ = =١ ٢ AB اگر ٣ =١ ٨ ،AC = شد،  با٨
BD

CD
  چقدر است؟ 

 1 (
٩

٢
  2 (

٩

٤
 

 3 (6  4 (4 

 

 

 

 )ارتفاع مثلث  : ah( طول ضلع مربع كدام است؟ .  محاط شده استc و b و a مطابق شكل در مثلثي به اضلاع DEFHمربع : : : : تمرينتمرينتمرينتمرين

 1 (a

a

a h

a.h

+
  2( a

a

a .h

a h+
 

 3( a

a

h a

a.h

−
  4 (a

a

a h

a.h

−
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 . باشد كند با ضلع سوم موازي و نصف آن مي اي دو ضلع مثلثي را به هم وصل ميه خطي كه وسط ::::نكتهنكتهنكتهنكته

                           
BC

MN =
٢

 

 : ها موازي و طول آن برابر است با نصف مجموع دو قاعده كند با قاعده در هر ذوزنقه خطي كه وسطهاي دو ساق را به هم وصل مي ::::نكتهنكتهنكتهنكته
 

AB DC
MN

+
=

٢
 

گيرد برابر است با نصف تفاضل دو كند قرار ميطول پاره خطي كه بين دو قطر و خطي كه وسط ساقهاي ذوزنقه را به هم وصل مي ::::نكتهنكتهنكتهنكته

 .قاعده

 

DC AB
PQ

−
=

٢
 

 

,Pنقاط  : : : : 20202020تستتستتستتست☺☺☺☺ N,Mهاي سه ضلع مثلث  وسطA BC
∆

باشد،محيط 6برابر MNPاگر محيط مثلث .كنيم  را به هم وصل مي

Aمثلث  BC
∆

 چقدر است؟

 1(6 2(8 3(10 4(12 

 :پاسخ

 

 

د را رسم كنيم، نسبت كناگر خطي كه وسط ساقها را به هم وصل مي. در يك ذوزنقه قاعده بزرگ سه برابر قاعده كوچك است  ::::21212121مثالمثالمثالمثال

 مساحتهاي ذوزنقه هاي ايجاد شده چقدر است؟

 

 

 

BMي شكل مقابل  در ذوزنقه: : : : 22222222تستتستتستتست☺☺☺☺ MC= و AN ND= اگر ،CD AB=   )آزاد رياضي( كدام است؟ PQگاه   باشد، آن٣

 1 (
CD٢

٣
  2 (

CD

٦
 

 3 (
CD٤

٩
  4 (

CD

٣
 

 )4(ي  گزينه: پاسخ

CD AB AB AB AB CD CD
PQ AB , AB PQ

− −
= = = = = ⇒ =

٣ ٢

٢ ٢ ٢ ٣ ٣
 

 

 E,F به موازات دو قاعده رسم كنيم و برخورد آن را با ساقها محل برخورد قطرها خطيOثابت كنيد در ذوزنقه اگر از نقطه ::::23232323مثالمثالمثالمثال

OFبناميم آنگاه اولا OE= و ثانيا 
OF OE AB CD

= = +
١ ١ ١ ١

. 
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اگر .  قطع كندF و Eها را در  كنيم تا ساق  خطي موازي دو قاعده رسم ميABCDاز محل برخورد دو قطر ذوزنقه : : : : 24242424تستتستتستتست☺☺☺☺

AB =
٣

٥
DC و  =

٣

٤
  كدام است؟ EF، طول پاره خط 

 1 (
٣

٢
 2 (

١

٣
 3 (

٢

٣
 4 (

٤

٥
 

 

 

 

 

    

 .ي هندسي است بين دو قاعده ي قائم الزاويه برهم عمود باشند، ارتفاع ذوزنقه واسطه اگر دو قطر ذوزنقه ::::25252525مثالمثالمثالمثال

 

AD AB DC= ×٢
 

 

 

 

 

 

  باشند مساحت آن كدامست؟12و3ها برابر ها برهم عمود باشند و قاعدهالزاويه قطراگر در يك ذوزنقه قائم: : : : 26262626تستتستتستتست☺☺☺☺

 قابل تعيين نيست)4 30)3 45)2 39)1 

 

 

 

 

 آيد؟ از وصل كردن اوساط اضلاع يك چهارضلعي چه شكلي به وجود مي::::27272727سوالسوالسوالسوال
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 :چندوجهي

 . . . مانند هرم، مكعب، مكعب مستطيل و . گويند  قسمتي از فضا كه از هر طرف به قسمتي از صفحه محدود باشد، چندوجهي مي

 

 وجه، 6هر مكعب مستطيل داراي . هاي آن مستطيل هستند ي وجه وجهي است كه همه  مكعب مستطيل، يك شش::::مكعب مستطيلمكعب مستطيلمكعب مستطيلمكعب مستطيل) ) ) ) 1111

 .نهشت هستند جه مقابل موازي و همهر دو و.  رأس است8 يال و 12

 :گاه آن.  باشند، مفروض استc و a ،bرأس آن  ي سه يال هم مكعب مستطيلي كه اندازه

مساحت كل (ab bc ac)= + +٢  

حجم abc=  

AC' ي قطر اندازه a b c= + +٢ ٢ ٢  

ت جانبيطول قطر صفحا  

: b c

: a b

: a c

ــايين  ــالا و پـ  بـ

 چپ و راست  

ــو  عقب و جل


+


+


 +


٢ ٢

٢ ٢

٢ ٢

 

وجهي است كه وجوه آن  يا مكعب شش. هاي آن با هم برابر باشند مكعب گويند حالت خاص مكعب مستطيل كه طول يال: : : : مكعبمكعبمكعبمكعب) ) ) ) 2222

 . باشدaاگر طول يال مكعبي . اندازه است شش مربع هم

aاندازه قطر مكعب ) الف  . است٣

aزه قطر هر يك از وجوه آن اندا) ب  . است٢

Vحجم مكعب ) ج a= =٣ 

Sسطح جانبي مكعب ) و a= ٢
٤ 

Sسطح كل مكعب ) ز a= ٢
٦ 

 

١طول قطر مكعبي  ::::1111مثالمثالمثالمثال  ؟ است مساحت كل آن چيست٢

 

 

 

متر باشد، حجم آن چقدر   سانتي352اگر مساحت كل آن . باشند  مي3 و 2 و 1ابعاد مكعب مستطيلي متناسب با اعداد  ::::2222تستتستتستتست☺☺☺☺

 است؟

 1 (48 2 (105 3 (384 4 (428 

 

 

 

 

١ و 6طول اقطار وجوه مكعب مستطيلي   ::::3333مثالمثالمثالمثال   است قطر مكعب مستطيل چيست؟2 و ٠
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 شود؟ هاي مكعب مستطيلي را چهار برابر كنيم، حجم آن چند برابر مي اگر طول يال ::::4444ستستستستتتتت☺☺☺☺ 

 1 (48 2 (64 3 (27 4 (54 

 2ي  گزينه: پاسخ

V abc , V ( a)( b)( c) abc V V= = = ⇒ =١ ٢ ٢ ١٤ ٤ ٤ ٦٤ ٦٤  

 

اگر نسبت دو ضلع ديگر . باشد متر مي  سانتي5متر مكعب و يكي از ابعاد آن   سانتي270حجم مكعب مستطيلي  ::::5555تستتستتستتست����
٢

٣
 باشد، 

 طول قطر مكعب مستطيل چقدر است؟

 1 (١ ٤٢ 2 (٣٨ 3 (٧٧ 4 (١ ٢٥ 

 

 : فرض كنيم آن گاه داريمc و b و aاگر ابعاد اين مكعب مستطيل را 

b
a , b c

c
= = → =

٢ ٢
٥

٣ ٣
 

c c
×

⇒ = ⇒ =٢ ٣ ٢٧٠
٩

١ ٠
a . b . c ( c) c c= ⇒ = × × = ٢٢ ١ ٠

٢٧٠ ٥
٣ ٣

 حجم

b c a , b , c= = × = ⇒ = = =
٢ ٢

٩ ٦ ٥ ٦ ٩
٣ ٣

 

: d a b c= + + = + + =٢ ٢ ٢
٢٥ ٣٦ ٨١ ١   قطر٤٢

 

١ي برابر در يك مكعب مستطيل اندازه قطر اصل ::::6666تستتستتستتست���� ١اگر مساحت جانبي آن .باشد مي١  باشد،مجموع يالهاي آن چقدر ٤

 است؟

1(5 2(10 3(15 4(20 

 
 
 
 
 

 )74سراسري رياضي ـ ( كدام است؟ xي   است، تانژانت زاويهa٢ و a و aدر شكل مقابل، مكعب مستطيلي به ابعاد  ::::7777تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (
٥

٥
  2 (

٣

٤
 

 3 (٥

٤
  4 (٣

٥
 

 

 

 )76سراسري رياضي ـ (  كدام است؟xي  اويهدر مكعب شكل زير ز: : : : 8888تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (Arcsin
٥

٣
  2 (Arcsin

٦

٣
 

 3 (Arccos
٦

٣
  4 (Arccos

٥

٣
 

 

www.mehdimath.blogfa.com



 رضا كهنسال: و تنظيمتهيه                         اشكال فضايي

 

52

Aث مساحت مثل. باشد  مي2در مكعب شكل مقابل طول هر يال برابر  ::::9999تستتستتستتست☺☺☺☺ BC
∆

  چقدر است؟ 

 1 (٢ ٣  2 (٤ ٣ 

 3 (٦ ٣  4 (٨ ٣ 

 

 

 

 

 AD وسط يال M و نقطه 3طبق شكل مقابل، مكعب به طول يال  ::::10101010مثالمثالمثالمثال

 ورخورده چيست؟ هاش مساحت مثلث. است

 

 

 

 

 

 )74سراسري رياضي ـ (ي تقارن دارد؟   هر مكعب چند صفحه ::::11111111تستتستتستتست☺☺☺☺

 1 (6 2 (7 3 (8 4 (9 

 

ي تقارن وجود  صفحه) 3(باشد كه در اين حالت  ي تقارن مي صفحاتي كه با هر دو وجه مقابل موازي و به يك فاصله از آنهاست، صفحه

 .دارد

 

 

 

 جفت يال 6باشد كه مكعب داراي  ي تقارن مي باشد نيز صفحه ازي مقابل به هم ميصفحاتي كه شامل دو يال مو

 :كه عبارتند از. باشد موازي و مقابل به هم مي

(BH , DF) , (AE , CG )(BC , EF) , (AD, GH ) , (EH , CD) ,(AB,GF) 
 

 .ود داردي تقارن در مكعب وج  صفحه9ي تقارن هم در اين حالت وجود دارد كه جمعاً   صفحه6 بنابراين
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    ::::منشورمنشورمنشورمنشور

 .الاضلاع باشند نهشت بوده و در دو صفحه موازي قرار گيرند و وجوه جانبي آن متوازي منشور يك چندوجهي است كه دو وجه آن هم

 .هاي جانبي با هم موازيند و در منشور قائم همگي بر قاعده عمود هستند دو وجه همنهشت را قاعده گويند يال

 .ر قاعده عمود نباشند منشور را منشور مايل گوييمهاي جانبي ب چه يال چنان

 

 

 

 

 . حجم منشور برابر است با مساحت قاعده در ارتفاع::::حجم منشورحجم منشورحجم منشورحجم منشور

ي يك منشور را مساحت جانبي گويند كه براي محاسبه آن كافيست محيط قاعده را هاي جانب هاي وجه  مجموع مساحت::::مساحت جانبيمساحت جانبيمساحت جانبيمساحت جانبي

 .در ارتفاع ضرب كنيم

 .كل منشور برابر است با مجموع مساحت جانبي به علاوه مساحت دو قاعده  مساحت ::::مساحت كلمساحت كلمساحت كلمساحت كل

 

 ::::استوانهاستوانهاستوانهاستوانه

خطي كه مركزهاي دو قاعده را به  استوانه در فضا به دو شكل قائم يا مايل ممكن است ظاهر شود در استوانه اگر محور استوانه يعني پاره

 .را مايل گويند صورت آن ر اينكند بر قاعده عمود باشد، استوانه قائم است در غي هم وصل مي

 

V sh r h= = π ٢ 
rh= πمساحت جانبي استوانه قائم= محيط قاعده در ارتفاع ٢ 

S r h r= π + π٢ ٢
 كل٢

 استوانه قائم استوانه مايل  

 .حت دو قاعدهعلاوه مسا بديهي است مساحت كل استوانه برابر است با مساحت جانبي به

 

حجم و مساحت كل .  برابر ضلع قاعده است3متر كه ارتفاع آن   سانتي6 و 8طول اقطار  با قاعده منشور قائمي لوزي است  ::::12121212تستتستتستتست����

 .منشور را به دست آوريد

 

 

 

 

٢، مثلث متساوي الاضلاع به ضلع 6ي يك منشور قائم به ارتفاع  قاعده ::::13131313تستتستتستتست����  حجم منشور چقدر است؟. باشد ي م٣

 1 (١ ٨ ٣ 2 (١ ٢ ٣ 3 (١ ٦ ٣ 4 (٢٤ ٣ 

A BC
S a ( )∆= = = =٢ ٢٣ ٣

٢ ٣ ٣ ٣
٤ ٤

 مساحت قاعده

= × =٣ ٣ ٦ ١ ٨  حجم منشور= ساحت قاعده  م× ارتفاع ٣
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متر و يال   سانتي13ي آن  ترين قطر قاعده ي آن شش ضلعي منتظم بوده و بزرگ  مساحت جانبي منشور منتظمي كه قاعده ::::14141414تستتستتستتست����

 متر باشد، چقدر است؟  سانتي5جانبي منشور 

 1 (120 2 (150 3 (160 4 (195 

ترين   و كوچكa٢ترين قطر  بزرگ  ،aانيم در شش ضلعي منتظم به ضلع د همان طور كه مي. باشد  يك شش ضلعي منتظم مي قاعده

a:            در اين تست داريم. باشد  ميa٣قطر a= → =
١ ٣

٢ ١ ٣
٢

 

a= = × =
١ ٣

٦ ٦ ٣٩
٢

  محيط شش ضلعي منتظم

= × =٣٩ ٥ ١  مساحت جانبي) = محيط قاعده ( × ارتفاع ٩٥

 

دهيم حجم و مساحت جانبي و مساحت كل شكل پديد  متر را حول طولش در فضا دوران مي  سانتي4 و 2مستطيلي به ابعاد  ::::15151515مثالمثالمثالمثال

 آمده چيست؟

 

 

 

 

 

 توان ساخت چقدر است؟ اي كه با آن مي ترين حجم استوانه بيش. وض است مفر4 و 6 مستطيلي به ابعاد  ::::16161616تستتستتستتست����

 1 (
π

١ ٢
 2 (

π

٢٤
 3 (

π

٣٦
 4 (

π

٤٢
 

 .6ي   و محيط قاعده4 و يكي هم به ارتفاع 4ي   و محيط قاعده6يكي به ارتفاع . توان ساخت با اين مستطيل دو استوانه مي

R R

V R h ( )


π = → = π


 = π = π × =
 π π

٢ ٢
١

٢
٢ ٤

٢ ٢٤
٦

 

 

R R

V R h ( )


π = → = π


 = π = π × =
 π π

٢ ٢
٢

٣
٢ ٦

٣ ٣٦
٤

 

.                                        هاي بدست آمده با نسبت اضلاع مستطيل برابر است در اين تست نسبت حجم: تذكر
V

V
π= =

π

١

٢

٢٤

٢

٣٦ ٣
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 ∆ها هر دو شكل  هاي دو شكل بر روي يك خط قرار گرفته باشند و هر خط موازي با قاعده  اگر قاعده::::اصل كاواليري در مورد مساحتاصل كاواليري در مورد مساحتاصل كاواليري در مورد مساحتاصل كاواليري در مورد مساحت

 . استdيك خط دلخواه و موازي با خط 

 

 

(ABC) (A 'B'C ')d || || ' , AB A'B' , MN M 'N ' S S∆ ∆ = = ⇒ =  

 

    ::::هاهاهاها    ي حجمي حجمي حجمي حجم    اصل كاواليري دربارهاصل كاواليري دربارهاصل كاواليري دربارهاصل كاواليري درباره

اي موازي با اين صفحه كه  اگر هر صفحه. هاي دو شكل در آن قرار گرفته باشند را در نظر بگيريد اي كه قاعده فحهدو شكل فضايي و ص

گاه حجم اين  هاي برابر باشند آن هاي حاصل داراي مساحت كند و ديگري را نيز قطع كند و سطح مقطع يكي از اين دو شكل را قطع مي

 .دو شكل برابر است

 

    ::::هرمهرمهرمهرم

 .جز يكي در يك رأس مشتركند دوجهي است كه همه وجوه آن بههرم يك چن

 .خطي كه از رأس بر قاعده هرم عمود است ارتفاع هرم گويند پاره

 

 

 

 

 هرم مستطيل القاعدهالقاعده                      القاعده                         هرم مربع                        هرم مثلث 

 

Sــانبي = جـ هاي دور تا دور مجموع مساحت   

Sكــل = Sــانبي + جـ  سطح قاعده

Vحجم =
١

٣
S     قاعده ×  ارتفاع 

    ::::هرم منتظمهرم منتظمهرم منتظمهرم منتظم

 .طبق باشد هرم را منتظم گويند من)گرانيگاه(اگر قاعده يك هرم، چندضلعي منتظم باشد و پاي ارتفاع آن بر مركز قاعده

 

    ::::مخروطمخروطمخروطمخروط

در . مخروط نيز مانند هرم يا قائم است يا مايل. مخروط شكلي است فضايي شبيه هرم كه قاعده آن به جاي چندضلعي دايره است

 .گيرد مخروط قائم تصوير رأس روي مركز قاعده قرار مي

 

 

  

 

)r شعاع قاعده و hارتفاع مخروط ( ،r h= π ٢١

٣
 حجم مخروط

سطح جانبي:   S RL= π )طول مولد است L) 
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 شود؟اگر در يك مخروط شعاع قاعده را دو برابر و ارتفاع را نصف كنيم،حجم چند برابر مي ::::17171717مثالمثالمثالمثال

 

 

 

  ميباشد، مقدار حجم چقدر است؟5رد بر مثلث هاي كناري برابر  كه طول ارتفاع وا6در يك هرم مربع القاعده به ضلع قاعده  ::::18181818مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

 

 

٢القاعده به ضلع قاعده به ضلع قاعده  در هرم منتظم مربع ::::19191919مثالمثالمثالمثال  سطح جانبي هرم چيست؟. واحد است) 3(، ارتفاع هرم ٣

 

 

 

 

 

 

٣طول در يك هرم منتظم مربع القاعده ، ضلع قاعده به  ::::20202020تستتستتستتست����  حجم هرم چقدر . باشد  مي5 و طول يال جانبي آن برابر ٢

 است؟

 1 (36 2 (24 3 (32 4 (20 

 

 

 

 

 

 

را  حجم و سطح كل آن. باشد، مفروض است  مي12ضلعي منتظم به ضلع  اش شش  و قاعده16هرم منتظم، كه ارتفاعش برابر  ::::21212121مثالمثالمثالمثال

 .دست آوريد به

 :پاسخ

 

 

HD DC= = ١  )چرا؟ (٢

MHD : MD MB MC MD
∆

= ⇒ = = =٢٠ ٢٠ 

(MBA)MBK : MK MB KB , S
∆

= − = − = = =٢ ٢
٤٠ ٠ ٣٦ ٣٦٤ ٢ ٩١ ١ ٢ ٩١ 
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AB MH ( )= × = × =٢٣ ٣ ١
٢١ ٦ ٣ ١ ٦ ١ ١ ٥٢ ٣

٢ ٣
=) مساحت قاعده (×ارتفاع

١

٣
  حجم هرم

) = ٧٢ =MBA)مساحت ٩١  مساحت جانبي٦×

= +٧٢ ٩١ ٢١ ٦  مساحت كل= مساحت جانبي + مساحت قاعده ٣

 

حجم هرم . باشد  مي8 و طول ارتفاع يك وجه آن برابر 10در يك هرم منتظم مربع القاعده طول يال جانبي آن برابر  ::::22222222تستتستتستتست����

 چقدر است؟

 1 (٤٨ ٧ 2 (٦٤ ٧ 3 (٩٦ ٧ 4 (١ ٤٤ ٧ 

OA OB ...

ON

= = =


=

١ ٠

٨
 

OA N : (OA) (ON) (NA)
∆

= +٢ ٢ ٢ 

(NA) NA= + ⇒ =٢
١ ٠ ٠ ٦٤ ٦ 

a:                                        طول ضلع قاعده (NA)= =٢ ١ ٢ 

a
HN = = =

١ ٢
٦

٢ ٢
 

OH N : (ON) (OH) (NH)
∆

= +٢ ٢ ٢ 

(OH) OH= + ⇒ = =٢
٦٤ ٣٦ ٢٨ ٢ ٧ 

( ) ( )= =٢١
١ ٢ ٢ ٧ ٩٦ ٧

٣
) مساحت قاعده  ( × ارتفاع 

١

٣
 حجم = 

 

 مانده چقدر است؟  در شكل مقابل نسبت حجم مخروط به حجم باقي ::::23232323تستتستتستتست����

 1 (
١

٢
  2 (

١

٣
 

 3 (
١

٤
  4 (

١

٦
 

 

 

 

 6اي با همان سطح قاعده و ارتفاع  متر را پر از آب كرده و آن را در استوانه  سانتي12ظرفي به شكل مخروط به ارتفاع  ::::24242424تستتستتستتست☺☺☺☺ 

 متر است؟ ي سطح آب تا بالاي استوانه چند سانتي فاصله. كنيم متر خالي مي سانتي

 1 (cm١ 2 (/ cm١ ٥ 3 (cm٢ 4 (/ cm٢ ٥ 

 

 

 

نسبت اين حجم ها چقدر . دهيمار حول وتر دوران مي را يكبار حول ضلع كوچك و يكب5و4و3 يك مثلث قائم الزاويه به اضلاع ::::25252525مثالمثالمثالمثال

 است؟
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 .مساحت شكل حاصل را بيابيد.دهيم را حول قطر بزرگش دوران مي2ضلعي منتظم به ضلعيك شش ::::26262626مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

 

  چه كسري از حجم مكعب است؟AMLKهاي سه يال هستند حجم هرم   وسطM و L و k در مكعب شكل مقابل  ::::27272727تستتستتستتست����

 )74آزاد ـ (

 1 (
١

٤٨
  2 (

١

١ ٢
 

 3 (
١

٢٤
  4 (

١

١ ٦
 

 

 

 

 

 

 

 : حول يكي از قطرهايش برابر است باa٢مربع به ضلع حجم حادث از دوران   ::::28282828تستتستتستتست����

 1 (aπ ٣٤ ٢

٣
 2 (aπ ٣٣

٨
 3 (aπ ٣٣

٤
 4 (aπ ٣

٤ ٢28-) 1( 

ابتدا حجم . باشد هم قاعده و با ارتفاع مساوي ميحجم حادث از دوران مربع حول يكي از قطرهايش دو مخروط 

 :آوريم ها را بدست مي يكي از مخروط

ACقطر مربع                               BD ( a) a= = =٢ ٢ ٢ ٢ 

OBارتفاع مخروط                        DB ( a ) a= = =
١ ١

٢ ٢ ٢
٢ ٢

 

OCشعاع قاعده                           AC ( a) a= = =
١ ١

٢ ٢ ٢
٢ ٢

 

V:                                 حجم يك مخروط (OC) (OB)= π ٢١

٣
 

V ( a) ( a) a= π = π٢ ٣١ ٢ ٢
٢ ٢

٣ ٣
 

V:                                                     حجم كل a= π ٣٤ ٢
٢

٣
 

 

    ::::كرهكرهكرهكره

اين فاصله ثابت را شعاع كره . ي ثابت به نام مركز به يك فاصله باشند ز يك نقطهي نقاطي از فضا است كه ا كره مجموعه: تعريف

 :گاه  مفروض است، آنRاي به شعاع  كره .ناميم مي

                                       R= π ٢
=Rمساحت كره و ٤ π

٤
٣

٣
 حجم كره
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R و شعاع O اي به مركز كره ::::29292929مثالمثالمثالمثال = مساحت مقطع حاصل را به . كند  از مركز را قطع مي3ي  يك صفحه با فاصله.  مفروض است٥

 .دست آوريد

 

 

 

 متر را حول قطرش دوران داده حجم و مساحت شكل فضايي ايجاد شده چيست؟  سانتي8اي به قطر  دايره  ::::30303030مثالمثالمثالمثال

 .آيد كه شعاع كره با شعاع دايره برابر است دست مي ش يك كره بهاز دوران يك دايره حول قطر: حل

حجم V R ( ) cm= = π = π = π٣ ٣ ٣٤ ٤ ٢٥٦
٤

٣ ٣ ٣
 

سطح كره S R ( ) cm= = π = π = π٢ ٢ ٢
٤ ٤ ٤ ٦٤  

 

 .مقدارشعاع آن را بيابيد. باشدπ٤٨اگر مساحت كل يك نيمكره ::::31313131مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

.حجم كره محاط و محيط بر اين مكعب را بيابيدنسبت . مفروض است2مكعبي به ضلع ::::32323232مثالمثالمثالمثال  

 

 

 

 

. واحد باشد3 محاط شده و فاصله قاعده آن تا مركز كره 5حجم مخروطي را بيابيد كه در يك كره به شعاع  ::::33333333مثالمثالمثالمثال  
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O

A

D

C

B

H

H′′′′

O

A B

C

D

A N C
E

O

L

D

F

K

D

H

H′′′′

O

B

A

C

8
6

 )در صفحه(ي زير نادرست است؟  كدام گزاره ::::1111تستتستتستتست☺☺☺☺

 .گذرد شمار دايره مي ي متمايز بي از دو نقطه) 1

 .گذرد خط، فقط و فقط يك دايره مي ي متمايز و ناهم از سه نقطه) 2

 .گذرد شمار دايره مي ي ثابت از صفحه بي از يك نقطه) 3

 .)تر است ي بين دو نقطه بيش  از نصف فاصلهl. (گذرد  ميlع معلوم ي متمايز و مشخص فقط يك دايره به شعا بر دو نقطه) 4

 

 

 .كند و بلعكس قطر عمود بر وتر آن را نصف مي::::قضيهقضيهقضيهقضيه

 .اند و بالعكس دو وتر هم طول داخل دايره از مركز به يك فاصله::::قضيهقضيهقضيهقضيه

OH OH AB DC′= ⇔ = 

 .تر است و برعكس تر است به مركز نزديك كه بزرگ  در يك دايره از دو وتر نامساوي آن::::قضيهقضيهقضيهقضيه

 

OH OH AB DC′< ⇔ <  

 

,C(Oي    در دايره  ::::2222تستتستتستتست☺☺☺☺ )١ هـاي   ضرب طول حاصل.  است8 و 6ب برابر با  به ترتيCD وABي مركز دايره تا وترهاي   فاصله٠

  كدام است؟CD و ABدو وتر 

1 (188 2 (186 3 (192 4 (190 

 ؛)3ي  گزينه: پاسخ

  OBH : HB OB OH= − = − = =٢ ٢
١ ٠ ٠ ٣٦ ٦٤ ٨

△

 

  OH D : H D OD OH′ ′ ′= − = − = =٢ ٢
١ ٠ ٠ ٦٤ ٣٦ ٦

△

 

  AB ( )= =٢ ٨ ١ ٦                    CD ( )= =٢ ٦ ١ ٢                    AB.CD ( )( )= =١ ٢ ١ ٦ ١ ٩٢  

 

 

DEدر شكل زير  ::::3333تستتستتستتست���� FL⊥ و DE OK⊥ ،DE = ٥٠ ،FL = OK و ٤٠ =  مركز دايره N( كدام است؟ACقدار ، م٤٨

 )است

1 (20 

2 (24 

3 (22 

4 (21 
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A

O
B M

O

M
R

T

AO
B M

T

Aي محيطي مثلث   دايرهABCDالاضلاع  در متوازي ::::4444تستتستتستتست☺☺☺☺ CD
∆

Aمثلث .  قطع كرده استMي  در نقطه را BC امتداد ضلع  BM
∆

 

 ) 84سراسري رياضي ـ ( كدام نوع است؟

 

 الزاويه          قائم) 4 الاضلاع  متساوي) 3 الساقين  متساوي) ACD 2متشابه ) 1 

� �ˆ ˆ ˆ ˆD B D AC , M AC= = =
١ ١

٢ ٢
 

 

 

 ::::ي يك نقطه تا دايرهي يك نقطه تا دايرهي يك نقطه تا دايرهي يك نقطه تا دايره    ترين و دورترين فاصلهترين و دورترين فاصلهترين و دورترين فاصلهترين و دورترين فاصله    نزديكنزديكنزديكنزديك: : : : ادآوريادآوريادآوريادآورييييي

 

 : بناميم، داريمd تا مركز دايره را Mي  ي نقطه ي دايره باشد و فاصله  در صفحهMي  اگر نقطه

  MA = ايره تا د M ي  ترين فاصله  نزديك | MO R | | d R |= − = −  

M تا دايره   ي   دورترين فاصله MB MO R d R= = + = +  

 

ي مماس  طول قطعه. ايم ي خارج يك دايره مماسي بر دايره رسم كرده از نقطه ::::5555تستتستتستتست☺☺☺☺
٤

٣
ترين  نزديك.  طول شعاع دايره است

 . شعاع دايره استR تا دايره كدام است؟ Mي  ي نقطه فاصله

1 (R
٢

٣
 2 (R

١

٣
 3 (R

٣

٥
 4 (R

٤

٣
 

 : پاسخ

 ؛)1ي  گزينه

 

 OMT : OM OT MT R ( R) R R R= + = + = + =٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢٤ ١ ٦ ٢٥

٣ ٩ ٩
OM R⇒ =

٥

٣
 

   

 :داريم.  استMA تا دايره برابرMي  ي نقطه ترين فاصله نزديك

MA OM OA R R R= − = − =
٥ ٢

٣ ٣
 

 

 تا دايره به ترتيب Mي  ي نقطه ترين فاصله اگر دورترين و نزديك. باشد ي دايره و در بيرون آن مي  در صفحهMي  نقطه ::::6666تستتستتستتست☺☺☺☺

 شود، كدام است؟  بر دايره ترسيم ميMي مماسي كه از  ي قطعه  باشد، اندازه4 و 16

1 (2 2 (3 3 (5 4 (4 

 : خارج دايره است، داريمMي  چون نقطه: پاسخ

  
d r

r ,d
d r

− =
⇒ = =

+ =

٤
٦ ١ ٠

١ ٦
 

   

 MOT : MO OT MT MT MT MT MT= + ⇒ = + ⇒ − + ⇒ = ⇒ =٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢
١ ٠ ٦ ١ ٠ ٠ ٣٦ ٦٤ ٨

△
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 رابطه طولي مقدار زاويه شكل

 

 

 

�O AB=  - 

 

 

 

�BMC
Â =

٢
 - 

 

 

 

�AB
A =

٢
 - 

 

 

 

 

� �BD AC
M

+
=

٢
 MA MB MC MD× = ×  

 

 

 

 

� �BD AC
M

−
=

٢
 MA MB MC MD× = ×  

 

 

 

 

� �BT AT
M

+
=

٢
 MT MA MB= ×٢  

 

 

 

 

 

� �AEB AB
M̂

−
=

٢
 MA MB=  
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M

D

C

A B

4x y

3 5x ++++

A

M

B

A′′′′

B′′′′
O

65
����

T

A B

M

O

C

35
����

�AC بر يكديگر عمودند اگر M در AB و وتر CD قطر ::::7777مثالمثالمثالمثال x= �BC و ٤ y= ،�BD ( x )= +٣  y و x باشد، مقدار ٥

 چيست؟

 

 

 

 

Âدر شكل مقابل  ::::8888تستتستتستتست☺☺☺☺ = ٢٧
ô و � = ٧١

 )86سراسري رياضي ـ ( چند درجه است؟�BC كمان �

 1 (98  

 2 (100 

 3 (102  

 4 (104 

 

در شكل زير اگر  ::::9999تستتستتستتست☺☺☺☺
� � � �A B B B BA AA′ ′ ′ ′

= = =
٢ ٥ ٣ ٢

  كدام است؟M̂ي  ي زاويه  در اين صورت اندازه

1 (٣٠
� 2 (١ ٢

� 

3 (١ ٥
� 4 (٢٠

� 

 

 

 

� مماس و AT در شكل  ::::10101010تستتستتستتست���� � �BC CT BT= =  )86آزاد رياضي ـ عصر ( چند درجه است؟Aي  زاويه٢

 1 (١ ٨
�  

 2 (٧٢
�  

 3 (٣٦
�  

 4 (١ ٤٤
� 

� � �BT x BC CT x= ⇒ =  اگر ٢=

�:                       كل دايره � �BT CT BC x x x x+ + = + + =٢ ٢ ٥ 

x x= → = =
٣٦٠

٥ ٣٦٠ ٧٢
٥

� � 

� �CT BT x x x
Â

− −
= = = = =

٢ ٧٢
٣٦

٢ ٢ ٢ ٢

�
� 

 

Â مركز دايره و Oدر شكل مقابل  ::::11111111تستتستتستتست���� = ٦٥
B̂ و � = ٣٥

 )81 -سراسري( چند درجه است؟ Cي  ، زاويه�

1 (60 2 (61 

3 (62 4 (63 
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O A
B

T

M

M
B

A
P

T

O
B

A
P

 )85سراسري رياضي ـ ( كدام است؟y در شكل مقابل مقدار  ::::12121212تستتستتستتست����

 1 (6  

 2 (5/7 

 3 (8  

 4 (9  

 

 

MAدر شكل مقابل  ::::13131313تستتستتستتست���� = MT و ٤ =   مركز دايره باشد، شعاع دايره كدام است؟Oكه  در صورتي. باشد  مي٨

1 (5/4 

2 (9 

3 (3 

4 (6 

 : پاسخ

 

 

PAدر شكل مقابل     ::::14141414تستتستتستتست���� =  -آزاد(گاه كدام درست است؟   باشد، آنAB وسط M است، اگر    6 برابر   PT و طول مماس     ٤

72( 

1 (MA.MB =
٩

٤
 2 (MA.MB =

٢٥

٤
 

3 (MA.MB =
٤

٩
 4 (MA.MB =

٤

٢٥
 

 : پاسخ

PT PA.PB ( AB) AB MA MB= ⇒ = + ⇒ = ⇒ = =٢ ٥
٦ ٤ ٤ ٥

٢
 

MA.MB = × =
٥ ٥ ٢٥

٢ ٢ ٤
 

 

ABدر شكل مقابل  ::::15151515تستتستتستتست���� = ٣ ،PA =   تا مركز دايره كدام است؟Pي  ي نقطه فاصله.  واحد است4 و شعاع دايره برابر ٥

1 (٢ ٢١ 

2 (٢ ١ ٤ 

3 (٤ ٧ 

4 (٣ ٧ 

 

 

 تا مركز دايره Pي  متر و فاصله  سانتي9 برابر Pي   از نقطهCي  ي دايره ي دورترين نقطه  فاصله  ::::16161616تستتستتستتست����
١ ٥

٢
. متر اسـت   سانتي

  بر دايره چقدر است؟Pي  طول مماس مرسوم از نقطه

1 (٤ ٦ 2 (٣ ٦ 3 (٢ ٦ 4 (4 

 : پاسخ
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A

B

C

M

N

O M
N P

T

A

B C

M

P

N

O

 بر PTكه  ي بالا در صورتي با توجه به نكته.  قطع كندN و M به مركز دايره وصل كنيم تا دايره را در نقاط    Pي    اگر از نقطه  : راه حل 

 :دايره مماس باشد، داريم

  P يره تا ي دا ي دورترين نقطه  فاصله PN OP R R R= = + = ⇒ + = ⇒ =
١ ٥ ٣

٩ ٩
٢ ٢

 

  P ي دايره تا  ترين نقطه ي نزديك  فاصله PM | OP R | | |= = − = − =
١ ٥ ٣

٦
٢ ٢

 

  PT PM.PN PT= = × = ⇒ =٢
٩ ٦ ٥٤ ٣ ٦  

 .درست است) 2(ي  پس گزينه

 

.  تقسيم كرده است2 و 1اي چنان قرار دارد كه آن وتر را به نسبت   واحد از دايره9 به طول ABبه روي وتر Cي  نقطه ::::17171717تستتستتستتست����

 )82سراسري رياضي ـ ( كدام است؟ Cي  ترين وتر از دايره گذرنده بر نقطه طول كوتاه

 1 (8 2 (٥ ٣ 3 (٦ ٢ 4 (٤ ٥ 

 

 

 

 

 

AN باشد حاصل5در شكل زير اگر محيط مثلث  ::::18181818مثالمثالمثالمثال AM+را بيابيد  . 

 

 

 

 

B، سه مماس 2اي به شعاع   بر دايرهC و B,A از نقاط  ::::19191919تستتستتستتست���� T , AT′ ٢هاي   به طول′CT و ′ اگر .  رسم شده است٣

Aمثلث  BC
∆

 ) 80آزاد رياضي ـ ( باشد، مساحت مثلث چقدر است؟ الاضلاع   متساوي

 1 (٣٦ ٣ 2 (٢٤ ٣ 3 (١ ٨ ٣ 4 (١ ٢ ٣ 

AC AB BC AT TC ,= = ⇒ =  

AT T B,BT T C′ ′ ′′ ′′= =  
AT= = × =٢ ٢ ٢ ٣ ٤  ⇒ طول هر ضلع ٣

a ( )
S = = =

٢ ٢
٣ ٤ ٣ ٣

١ ٢ ٣
٤ ٤

 مثلث 

 

ABبق شكل ي اضلاع مثلثي مطا اگر اندازه ::::20202020مثالمثالمثالمثال = BC و ٦ = AC و ٧ =   چيست؟BMي قطعه مماس   باشند، اندازه٨

 :پاسخ
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A

B
E

C

D
F

OM

R

T

T′′′′

H

OM

R

T

T′′′′

H

    ::::ي محاطي مثلثي محاطي مثلثي محاطي مثلثي محاطي مثلث    هاي مماس دايرههاي مماس دايرههاي مماس دايرههاي مماس دايره    ي قطعهي قطعهي قطعهي قطعه    محاسبهمحاسبهمحاسبهمحاسبه: : : : دوستداران فرمولدوستداران فرمولدوستداران فرمولدوستداران فرمول

 : باشد، داريمP٢ نقاط تماس باشند و محيط مثلث F و D ،E را رسم كرده باشيم و نقاط ABCلث ي محاطي مث چه دايره چنان

 

  AD AF P BC= = −  

  CE CD P AB= = −  

  BE BF P AC= = −  
 

ي محاطي خارجي بر ضلع متوسط و امتداد دو ضلع ديگر مماس است،   واحد، دايره3 و 5 و 7 در مثلثي به طول اضلاع  ::::21212121تستتستتستتست����

              كند؟  ي مماس، ضلع متوسط را به كدام نسبت تقسيم مي نقطه

 )83سراسري رياضي ـ (

 1 (
١

٩
 2 (

١

٦
 3 (

١

٥
 4 (

٢

٩
 

CM
BM , CM

BM
= = − = ⇒ = =

١

٩ ٩ ١ ١٢٥
٩٢ ٢ ٢ ٩

٢

 

 

OH,MH,TTولهايط.باشد مي5تا مركز دايره M و  فاصله نقطه3اگر در شكل زير شعاع دايره برابر ::::22222222))))مهممهممهممهم((((مثالمثالمثالمثال ,MT′ و زاويه 

 .بين دو مماس را بيابيد

 

 

 

 

 

 

 

 

 : رسم كنيمC(O,R)ي   بر دايره′MT و MT دو مماس Mي   اگر از نقطه::::دوستداران فرمولدوستداران فرمولدوستداران فرمولدوستداران فرمول

 .ي بين دو مماس است ساز زاويه  نيمMO) الف

MT) ب MO R= −٢ ٢ ٢ 

R) ج OH OM= ×٢ 

TT) د MH HO′ = ×٢
٤ 

TT)  و . OM R . MT′ =٢ 

) ز
M R M R

sin , tg
OM MT

= =
٢ ٢
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,C(Oي   واقع در خارج دايرهPي  از نقطه: : : : تمرينتمرينتمرينتمرين ي  ي نقطه در صورتي كه فاصله. ايم  را بر دايره رسم كردهPB و PA دو مماس ٣(

P طول وتر .  باشد5 تا مركز دايره برابرABكدام است؟  

1 (4/4 2 (6/4 3 (8/4 4 (5 

 : پاسخ

 

 

 

 ي بين دو مماس چقدر است؟  زاويه. اي دو مماس بر آن رسم شده است  از مركز دايرهR٣ي   به فاصلهPي  از نقطه ::::23232323تستتستتستتست☺☺☺☺

 )73آزاد رياضي ـ ( 

 1 (Arcsin
٢

٣
 2 (Arc tan

١
٢

٢
 3 (

π

٣
 4 (Arcsin

١
٢

٣
 

R
sin

R

θ
= = ⇒

١

٢ ٣ ٣
 

Arcsin Arc sin
θ

= ⇒ θ =
١ ١

٢
٢ ٣ ٣

 

 

٦٠ي  ه زاويه بAي   از نقطه2 به شعاع (C)ي  دايره ::::24242424تستتستتستتست☺☺☺☺
ي تماس خطي كه   نقطهT مركز دايره و oشود، اگر   رؤيت مي�

AOTگذرد با دايره باشد، مساحت مثلث   ميAاز 
∆

 )85ي ـ صبح آزاد رياض( كدام است؟ 

 1 (٤ ٣ 2 (٢ ٣ 3 (٣ 4 (٨ ٣  
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    ::::اوضاع نسبي دو دايره نسبت به هماوضاع نسبي دو دايره نسبت به هماوضاع نسبي دو دايره نسبت به هماوضاع نسبي دو دايره نسبت به هم

 ):شش حالت(ها در  ها و روابط بين مراكز و شعاع دايره وضعيت دو دايره و تعداد مماس مشترك

 حالت

تعداد 

 مماس

مشترك 

 خارجي

 تعداد مماس

 مشترك داخلي

 روابط بين مراكز و 

 ها شعاع دايره

وضعيت دو دايره 

 نسبت به هم
 شكل

1 2 2 d R R′>  متخارج +

 

2 2 
عمود بر  (1

 )المركزين خط
d R R′= + 

مماس خارج 

 )نبرو(

 

| صفر 2 3 R R | d R R′ ′− < <  متقاطع +

 

d صفر 1 4 | R R |′= − 
مماس داخل 

 )درون(
 

d صفر صفر 5 | R R |′<  متداخل −

 

d صفر صفر 6 =  مركز هم �

 
 

 اين دو دايره چند مماس مشترك دارند؟.  مفروضند8المركزين   و خط5 و 4هاي   به شعاع′C و Cي  دو دايره ::::25252525تستتستتستتست☺☺☺☺

1 (1 2 (2 3 (3 4 (4 

 : پاسخ

>كه  جايي از آن: راه حل <١ ٨ R پس ٩ R OO R R′ ′ ′− < < در نتيجه داراي دو مماس مشترك .  بنابراين دو دايره متقاطع هستند+

 .درست است) 2(ي  پس گزينه. باشند مي

 

تـر   ي كوچك تر كه بر دايره ي بزرگ ي وتري از دايره زهاندا. باشند متر مي  سانتي6 و  10مركز    ي هم   هاي دو دايره    شعاع ::::26262626تستتستتستتست☺☺☺☺

 مماس است، برابر با كدام است؟

1 (14 2 (16 3 (18 4 (12 

 

 

 

O′′′′Oو

O O′′′′
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  چيست؟5اي به شعاع  در دايره8مكان هندسي وسط وترهايي به طول  ::::27272727مثالمثالمثالمثال

 

 

 

 

cm١هاي  دو دايره به شعاع ::::28282828مثالمثالمثالمثال  8و دايره وترهاي به طول مساوي  دتوان رسم كرد كه در  متخارجند چند خط ميcm٦ و ٠

 متر جدا كند؟ سانتي

 

 

 

٢چند خط وجود دارد كه در دايره كوچك وتر به طول. مفروضند5المركزين و خط4و3دو دايره به شعاع هاي  ::::29292929مثالمثالمثالمثال  و در دايره ٥

٢بزرگ وتر به طول   تشكيل دهد؟٧

 

 

 

 

 C٢ي   مماس باشد و در دايرهC١ي  توان رسم كرد كه بر دايره چند خط مي. اند  مماس خارج5 به شعاع C٢ و C١ي  دو دايره: : : : تمرينتمرينتمرينتمرين

 )81سراسري ـ ( جدا كند؟ 6تري به طول و

 شمار بي) 4 4) 3 2) 2 صفر) 1 

) 3( 

 

 

طول وتر مشترك اين دو . باشد  مي13كند، به طول   را به هم وصل مي12 و  5هاي    خطي كه مراكز دو دايره به شعاع        پاره ::::30303030تستتستتستتست����

 دايره كدام است؟

1 (6/8 2 (2/9 3 (2/8 4 (6/9 

 : پاسخ

 

 

 

 

باشد، چند نقطه روي خط  مفروض مي. المركزين عمود است  خارج آنها كه بر خطd و خط C٢ و C١ي متخارج   دو دايره ::::31313131تستتستتستتست☺☺☺☺

 )84آزاد رياضي ـ ( توان يافت كه از آن نقاط بتوان بر هر دو دايره مماس رسم كرد؟ مي

 شمار  بي) 4 4) 3 2) 2 صفر) 1 

 

 .  باشدdتوان بر دو دايره رسم كرد كه امتدادشان روي خط   مماس مي4 مماس مشترك هستند، پس 4ي متخارج داراي  از آن جا كه دو دايره
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1R

1T

2T

2R

1O

2O

d

2R

2 1R R−−−−

ــتطيل  مســـ

T
T′′′′

O O′′′′

414

24

 ::::ي بين دو مماس مشتركي بين دو مماس مشتركي بين دو مماس مشتركي بين دو مماس مشترك    طول مماس مشترك داخلي و خارجي و زاويهطول مماس مشترك داخلي و خارجي و زاويهطول مماس مشترك داخلي و خارجي و زاويهطول مماس مشترك داخلي و خارجي و زاويه

 

                      d (T T ) (R R ) T T d (R R )= + − ⇒ = − −٢ ٢ ٢ ٢ ٢
١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ١ ٢  

 

                      (OO d)′ =  

 

)          ي بين دو مماس مشترك خارجي  زاويه  α ) 
| R R |

sin
d

′α −
=

٢
 

          d (E E ) (R R ) E E d (R R )= + + ⇒ = − +٢ ٢ ٢ ٢ ٢
١ ٢ ١ ٢ ١ ٢ ١ ٢  

)             ي بين دو مماس مشترك داخلي  زاويه  α ) 
R R

sin
d

′α +
=

٢
 

 

٥ها  اگر طول مماس مشترك داخلي آن.  مفروضند5ي مساوي به شعاع  دو دايره ::::32323232تستتستتستتست☺☺☺☺ ها  المركزين آن ي خط  باشد، اندازه٥

 كدام است؟

1 (12 2 (15 3 (14 4 (16 

 : پاسخ

 :ي طول مماس مشترك داخلي دو دايره داريم با توجه به رابطه: راه حل

TT d (R R ) d ( ) d′ ′= − + ⇒ = − + ⇒ = −٢ ٢ ٢ ٢ ٢
٥ ٥ ٥ ٥ ١ ٢٥ ١ ٠ ٠  

d d= ⇒ =٢
٢٢٥ ١ ٥  

 .درست است) 2(ي  گزينه: پس

 

هاي تماس  ي بين نقطه اگر فاصله. متر به طول كشيده جا افتاده است  سانتي4 و 14هاي  رقره به شعاع اي دور دو ق     تسمه ::::33333333تستتستتستتست☺☺☺☺

 )1971 -المپياد رياضي: (متر برابر است با ها بر حسب سانتي هاي قرقره ي بين مركز گاه فاصله متر باشد، آن  سانتي24ها  تسمه با قرقره

1 (24 2 (٢ ١ ١ ٩ 3 (25 4 (26 

 : پاسخ

 :كنيم رو را براي آن رسم مي با توجه به مفهوم مسئله شكل روبه

  TT d (R R ) d ( ) d′ ′= − − ⇒ = − − ⇒ =٢ ٢ ٢ ٢
٢٤ ١ ٤ ٤ ٢٦ 

 

αααα
2

αααα
R

O O′′′′

R′′′′

1 2R R++++

2R

1O
2Od

1R

 مستطيل      

1E

2E

2R

1 2E E

O

R

R′′′′

O′′′′
αααα

2

αααα

www.mehdimath.blogfa.com



 رضا كهنسال: تهيه و تنظيم                        دايره

 

71

T
T′′′′

O O′′′′R′′′′R

تـر چنـد    ي بـزرگ  شعاع دايره. تر است ي بزرگ  برابر شعاع دايره٢ي مماس،  طول مماس مشترك خارجي دو دايره      ::::34343434تستتستتستتست☺☺☺☺

 )81 -سراسري(تر است؟  ي كوچك هبرابر شعاع داير

1 (٢ 

2 (5/1 

3 (٣ 

4 (2 

٦٠ي بين دو مماس مشترك  ي متقاطع زاويه در دو دايره ::::35353535تستتستتستتست����
 )76آزاد رياضي ـ(المركزين چقدر است؟   است، طول خط�

 1 ((R R )′−٢ 2 ((R R )′−٢ 3 (R R′+٢ ٢ 4 (R R′+٢ ٢ 

 

 

 

 

المركزين دو  ي بين مماس داخل و خط اگر زاويه. متر است  سانتي5/7 و 5/22ي خارج از هم به ترتيب  شعاع دو دايره ::::36363636تستتستتستتست���� 

 )84سراسري رياضي ـ (متر است؟   چند سانتيين دو دايرهالمركز  درجه باشد، طول خط30  دايره

 1 (55 2 (5/57 3 (60 4 (5/62 

R
oo ? sin

Mo

′
′ = =

′
٣٠
�  

/
O M oo

O M
′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ = + =

′

١ ٧ ٥
١ ٥ ١ ٥ ٤٥ ٦٠

٢
 

R /
sin MO

MO MO
= = ⇒ = ⇒ =
١ ١ ٢٢ ٥

٣٠ ٤٥
٢ ٢

� 

 

Rهاي  دو دايره مماس خارج به شعاع ::::37373737تستتستتستتست☺☺☺☺  =١ R و ٨ =٢  مراكز دو دايره باشد، ′O و O مماس مشترك و ′TT اگر ٢

OOمساحت چهار ضلعي  T T′  )85آزاد رياضي ـ عصر ( چقدر است؟ ′

 1(50 2(40 3(30 4 (20 

OOچهارضلعي  T T′ :     باشد كه مساحت آن برابر است با  الزاويه مي ئمي قا  يك ذوزنقه′

(R R ) (TT )′ ′+
١

٢
 

d oo′= = + =٨ ٢ ١ ٠ 

TT d (R R ) ( )′ ′= − − = − − =٢ ٢ ٢
١ ٠ ٠ ٨ ٢ ٨ 

( ) ( )= + =
١
٨ ٢ ٨ ٤٠

٢
 مساحت

ي  هـا تـا نقطـه    خـارجي آن ي تلاقي دو مماس مشترك  ي نقطه فاصله.  بر هم مماس خارجند3 و   2هاي    دو دايره به شعاع    ::::38383838تستتستتستتست����

 تماس دو دايره چقدر است؟

1 (12 2 (14 3 (10 4 (11 

 : پاسخ
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rها روي يك خط راست است، اگر  سه دايره مطابق شكل بر هم مماسند و مراكز آن ::::39393939تستتستتستتست���� =١ r و ١ =٢ ي   باشد، شعاع دايره٢

 )85اد رياضي ـ صبح آز(  تر چقدر است؟ بزرگ

 1(3 

 2 (4   

 3 (6  

 4 (
٥

٢
 

MOي  الزاويه هاي قائم مثلث T
∆

١ MO و ١ T
∆

٢ MO و ٢ T
∆

٣  ي زاويه( ي مساوي  ي حاده باشند، زيرا داراي يك زاويه  متشابه مي٣

 .باشند مي ) Mرأس 

 

MO x , MO x O O x ,= = + = +١ ٢ ١ ٢ ٣ 

MO x O O O O x r x r= + + = + + + = + +٣ ١ ٢ ٢ ٣ ٣ ٣٣ ٢ ٥ 

MO r x
M O T M O T x

MO r x

∆ ∆
≅ ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+

١ ١
١ ١ ٢ ٢

٢ ٢

١
٣

٣ ٢
 

MO r
M O T M O T r

MO r r r

∆ ∆
≅ ⇒ = ⇒ = ⇒ =

+

٢ ٢
٢ ٢ ٣ ٣ ٣

٣ ٣ ٣ ٣

٦ ٢
٤

٨
 

 

٣متر برابر   سانتي3 و 11هاي  طول مماس مشترك خارجي دو دايره به شعاع ::::40404040تستتستتستتست����  ي  ترين فاصله كم. متر است  سانتي٣٣

 )82سراسري رياضي ـ (متر است؟   سانتيديگر چند نقاط اين دو دايره از يك

 1 (3  2 (4 3 (5 4 (6 

 

TT′ = ٣ ٣٣ 

d (R R )′= − − ⇒٢ ٢
٣ ٣٣ 

d d d d− = × ⇒ × ⇒ = ⇒ =٢ ٢ ٢
٦٤ ٩ ٣٣ ٣٣ ٣٦١ ١ ٩ 

MN d (R R )′= − + = ٥  
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 ::::كمان درخوركمان درخوركمان درخوركمان درخور

هايي  قسمت) AB وابسته به αكمان درخورد . (شود  ديده ميαي   از آن نقاط به زاويهABخط مفروض  كان هندسي نقاطي كه پاره م

 .بينند  ميα٢ي   را با زاويهAB اين دو دايره كه مراكز ي مساوي هستند به طوري از دو دايره

 
 

− كمـان درخـور   ABتـر   اه كمـان كوچـك  گ  باشد، آنABخط   وابسته به پارهα كمان درخور  AMBاگر كمان    α١  وابـسته بـه   ٨٠

 . خواهد بودABخط  پاره

 

 .آيد دست مي ي زير به  از رابطهCي  گاه شعاع دايره  باشد، آنCي   قسمتي از دايرهAB وابسته به α اگر كمان درخور ::::نكتهنكتهنكتهنكته

AB
R

sin
=

α٢
 

 .آيد دست مي ي زير به  از رابطهABي مركز اين دايره از وتر  در ضمن فاصله

 فاصله
AB

OH
| tan |

=
α٢

 

 

٣٠ي  كمان درخور زاويه ::::41414141تستتستتستتست☺☺☺☺
ABخط  رو به پاره  روبه� =  )78آزاد رياضي : (گاه آن.  استR قسمتي از دايره به شعاع ٤

1 (R = ٢ 2 (R = ١ 3 (R = ٤ 4 (R =٨ 

 : پاسخ

a
R

sin sin
= = =

α

٤
٤

٢ ٢ ٣٠
�

 

 

 BC درجه و ضلع 60  برابرAي  كه زاويه  قرار داشته باشد، به طوريABCي محيطي مثلث   روي دايرهAي  اگر نقطه ::::42424242تستتستتستتست☺☺☺☺

  كدام است؟BCي محيطي مثلث تا  ي مركز دايره گاه فاصله آن.  باشد6برابر 

1 (٣ 2 (٢ ٣ 3 (
٢

٣
 4 (

٣

٢
 

 : پاسخ

 : قرار دارد، داريمBCخط   درجه وابسته به پاره30ي   روي كمان درخور زاويهAي  نقطه

 فاصله
tan

= = =
×

٦ ٦
٣

٢ ٦٠ ٢ ٣
 

A اگر در يك مثلث ::::43434343))))مهممهممهممهم((((مثالمثالمثالمثال , BC= =٣٠  . را بيابيدah باشد آنگاه حداكثر مقدار٤

 

 

 

 

αααα

αααα αααα

M

BA

 وابسته به αكمان درخور 

 ABخط  پاره

−180كمان درخور  α 

 ABخط  وابسته به پاره
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 شود؟رسم مي با اطلاعات زير چند مثلث ::::44444444))))مهممهممهممهم((((مثالمثالمثالمثال

a

a

) A

h

=


=
 =

٤

١ ٦٠

٤

 

 

 

 

 

a

a

) A

h

=


=
 =

٤

٢ ٦٠

٢

 

 

 

 

a

a

) A

h

 =


=


=

٤

٣ ٦٠

٢ ٣

 

 

 

BC طول   ABCدر مثلث    ::::45454545تستتستتستتست����  = Â و   ٦ = ٦٠
گـاه   ي محيطي مثلث تغيير مكان دهـد، آن   روي دايرهAاگر رأس  .  است �

  كدام است؟ABCماكزيمم مساحت مثلث 

1 (٩ ٣ 2 (٨ ٣ 3 (١ ٠ ٣ 4 (٦ ٣ 

 

 

  

Aدر مثلث : : : : تمرينتمرينتمرينتمرين BC
∆

BCطول   Â و ٨= = ٦٠
 )81آزاد رياضي ـ (تواند باشد؟   كدام يك از مقادير زير ميAMي   طول ميانه�

 1 (3 2 (8 3 (7 4 (6 

) 4( 
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، يك و تنها يك عضو از D كه به هر عضوي از R به D تناظري است از Rي   به مجموعهDي   نگاشت از مجموعه::::تعريفتعريفتعريفتعريف

 .و تبديل يك نگاشت يك به يك است از صفحه به روي خودش شود  نظير ميRي  مجموعه

 :به بيان ساده تر

 . همگي به كار روندAي   همان تابع است به شرطي كه عضوهاي مجموعه::::نگاشتنگاشتنگاشتنگاشت

 . همگي به كار روندAي   همان تابع يك به يك است به شرطي كه عضوهاي مجموعه::::تبديلتبديلتبديلتبديل

 

 

 

 

 )تبديل نيست( يك به يك است –) نگاشت نيست(تابع است       )تبديل است( يك به يك است –) گاشت استن(تابع است 

 

  كداميك از نگاشتهاي زير تبديل است؟::::1111مثالمثالمثالمثال

)M(x, y) (x ,y)= ٢
١  

 

 

)M(x, y) (x,| y |)=٢  
 

 

)M(x, y) (x, )=٣ ٢ 
 

,M(xآيا نگاشت  ::::2222مثالمثالمثالمثال y) (x, )=   يك تبديل است؟٠

 

 

 

٢ها از  ي نگاشت همه( كدام نگاشت زير يك تبديل است؟ ::::3333تستتستتستتست☺☺☺☺    
ℝ ٢ به

ℝتعريف شده ( 

1 (f (x ,y) (x , )= �   2 (f (x ,y) (y,y)= 

3 (f (x ,y) ( x y, x y)= + +٢ ٤ ٢  4 (f (x ,y) ( x y)= +٣ ٢ 

fيك نيست زيرا  به نگاشت است اما يك): 1ي  گزينه: راه اول ( , ) ( , )=٢ ٥ ٢ f و � ( , ) ( , )=٢ ٧ ٢  . پس تبديل نيست�

fيك نيست زيرا  به نگاشت است اما يك): 2ي  گزينه ( , ) ( , )=٤ ٥ ٥ f و ٥ ( , ) ( , )=٣ ٥ ٥  .پس تبديل نيست ٥

fيك نيست زيرا  به نگاشت است اما يك): 3ي  گزينه ( , ) ( , )=١ ٢ ٤ f و ٨ ( , ) ( , )=٤ ٤  . تبديل نيستf پس �٨

 .دانيم  را تبديل مي4 مورد بالا تنها مورد 4بنابراين در بين 

 

 :راه دوم

T(xنگاشت : نكته , y) (ax by,cx dy)= + كه تبديل است  وقتي +
a b

c d
≠ � 
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T(xاگر  ::::4444مثالمثالمثالمثال , y) (x , y)= + ٢ )گاه تصوير   آن٤ , )٣ )ي   نقطهT چيست؟ ثانياً تحت اثر T تحت اثر ٤ , )٣ ١  تصوير كدام ٦

 نقطه است؟

 

 

 

T(xاي كه تصوير آن تحت تبديل  مختصات نقطه ::::5555تستتستتستتست☺☺☺☺ , y) (x y, x y)= − −٢ ) به صورت ٢ , )−٢   باشد، كدام است؟٢

1 (( , )
٨ ١ ٠

٣ ٣
 2 (( , )

١ ٠ ٨

٣ ٣
 3 (( , )−

٨ ١ ٠

٣ ٣
 4 (( , )−

١ ٠ ٨

٣ ٣
 

 ؛)2ي  گزينه: پاسخ

x)ي  فرض كنيم تصوير نقطه , y )١ )ي   نقطهT تحت تبديل ١ , )−٢  : باشد، يعني٢

T(x , y ) ( , )= −١ ١ ٢ ٢  

T(x , y ) (x y , x y )= − −١ ١ ١ ١ ١ ١٢ ٢  

( , ) (x y, x y )− = − −١ ١ ١٢ ٢ ٢ ٢   در نتيجه  

 :هاي مرتب داريم از تساوي زوج

x y x y
y y

x y x y

− = − − + = 
⇒ ⇒ = ⇒ = 

− = − = 

١ ١ ١ ١
١ ١

١ ١ ١ ١

٢ ٢ ٢ ٤ ٤ ٨
٣ ٨

٢ ٢ ٢ ٤ ٣
 

x ( ) ( , )= − + = − + =١
٨ ١ ٦ ١ ٠ ١ ٠ ٨

٢ ٢ ٢
٣ ٣ ٣ ٣ ٣

 

 

 .كند  تبديلي است كه فاصله بين نقاط را حفظ مي):):):):طولياطولياطولياطوليا((((تبديل ايزومتري تبديل ايزومتري تبديل ايزومتري تبديل ايزومتري 

 .نهشت خواهد بود اگر شكلي توسط يك تبديل ايزومتري نگاشته شود، تصوير شكل با شكل اصلي هم

 

,T(x را چنان تعيين كنيد كه تبديلkمقدار ::::6666الالالالمثمثمثمث y) (kx k, y k)= +   يك تبديل ايزومتري باشد؟−

 

 

 

 

 

x) حاصل نبديل را برابر براي يافتن معادله تبديل يافته يك منحني تحت يك تبديل كافي است::::نكتهنكتهنكتهنكته , y )′  را y,xكنيم و  فرض مي′

yبرحسب ,x′   .كنيم يافته و در معادله جايگذاري مي′

 

yتبديل يافته خط ::::7777مثالمثالمثالمثال x= +٢ ,T(x تحت تبديل١ y) ( x , y )= + −٣ ١ ٢  . را بيابيد١

 

 

 

y شيب خط  ::::8888تستتستتستتست☺☺☺☺ mx= پس از تبديل T(x, y) (ax,by)= كدام است؟ (a,b )≠  )81آزاد رياضي ـ (�

 1 (
bm

a
 2 (

am

b
 3 (m4 (

m

a
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B

C

A

A ′′′′

B ′′′′

C ′′′′

y x====

L

A

A ′′′′

Q Q′′′′P

B

C

A

A′′′′
B′′′′

C′′′′
A B

C A ′′′′

B ′′′′

C ′′′′

yي خط  اگر فاصله: : : : 9999تستتستتستتست���� ax b= ي خط فوق تحت تبديل  ي تبديل يافته  باشد، فاصلهk مبدأ مختصات  تا+

T(x, y) (ax b,ay b)= +  )81آزاد رياضي ـ ( تا مبدأ كدام است؟ +

 1 (
k b

a

+
 2 (k 3 (k b+ 4 (

k

a
 

 

 

 

 

 

 

    ::::انواع تبديلاتانواع تبديلاتانواع تبديلاتانواع تبديلات

 تجانس دوران بازتاب مركزي بازتاب محوري انتقال تبديلات

 تغيير شكل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حفظ شيب خط

 

 

 

    

 ايزومتري

 

 

 

    

 

 )79آزاد رياضي ـ (ها را با محورها تغيير دهد؟  ولي ممكن است زواياي آن. دهد غيير نمي كدام تبديل طول پاره خط را ت ::::10101010تستتستتستتست☺☺☺☺

 كدام هيچ) 4 انتقال ) 3 تجانس ) 2 دوران ) 1

 

 

 )84سراسري رياضي ـ (كند؟  ط را حفظ نمي كدام تبديل ايزومتري است و شيب خ::::11111111تستتستتستتست☺☺☺☺

  نقطهبازتاب نسبت به يك) 4 انتقال ) 3 تجانس ) 2 دوران ) 1 

 

 

 

 

 

BB′′′′

P

θθθθ

O A A′′′′

A

A′

V
�
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    ::::نكاتنكاتنكاتنكات

    : : : :  انتقال انتقال انتقال انتقال----1111

 :شود ضابطه انتقال به صورت زير نوشته مي ::::نكتهنكتهنكتهنكته

a
V T(x,y) (x a, y b)

b
→ = + +

�
 

كه بردار   
a

V
b

�
 .نامندرا بردار انتقال مي

 

 هاي زير يك انتقال است؟ يك از تبديل كدام ::::12121212تستتستتستتست☺☺☺☺

1 (T(x , y) (x , y)= + −٣٢ ٢ 2 (T(x , y) (y ,x )= + −٤ ٣ 

3 (T(x , y) ( x , y)= + +٤ ٣ ٢ 4 (
x y

T(x , y) ( , )
+ +

=
٤ ٣ ٥ ٦

٤ ٥
 

 . يك هستندy و xي انتقال ضرايب  در ضابطه. ( غير از يك استyغلط است زيرا ضريب ) 1(ي  گزينه: راه حل

 .اند  با هم عوض شدهy و xغلط است، زيرا جاي ) 2(ي  گزينه

 . غير از يك استxغلط است، زيرا ضريب ) 3(ي  گزينه

 .ي كلي يك انتقال است درست است زيرا مطابق با ضابطه) 4(ي  گزينه

 

xوير خط تص ::::13131313مثالمثالمثالمثال y+ =٣ ٤ T(x,y) تحت انتقال ٥ (x ,y a)= − Aي   از نقطه٢+
٥

٢
 . را بيابيدa گذشته است پارامتر 

 

 

 

yخط  ::::14141414مثالمثالمثالمثال x= +  ي خط تغيير نكند؟  را در امتداد چه برداري انتقال دهيم تا معادله٤

 : پس(h,k)بردار انتقال فرض كنيم 

T(x , y) (x ,y )′ ′=  

 : باشد، پس(h,k)فرض كنيم بردار انتقال : پاسخ

x x h
(x h, y k) (x ,y )

y y k

′= −
′ ′+ + = ⇒ 

′= −
 

 :داريم) ي خط جايگزين كرده در معادله(

y k x h y x h k k h k h′ ′ ′ ′− = − + ⇒ = − + + ⇒ − = ⇒ =٤ ٤ �  
h) بردار يعني اگر خط را در امتداد ,h)كند ي خط تغيير نمي  انتقال دهيم معادله . 

 

C با رئوس ABCاگر مثلث : : : : 15151515تستتستتستتست����
٢

١
 ،B
١

١
A و 

١

٣
 و تبديل 

x y
T(x , y) ( , )

+ −
=

٣ ١ ٢ ٤

٣ ٢
گاه مساحت  آن. ض باشند مفرو

  كدام است؟Tتصوير اين مثلث تحت تبديل 

1 (2   2 (3 3 (1 4 (4 

الزاويه است و مساحت آن برابر   قائمABCاز طرفي مثلث .  و تصوير آن برابرندABC يك انتقال است، پس مثلث Tتبديل : راه حل

 .درست است) 3(ي  بنابراين گزينه.  است1باشد پس مساحت تصوير آن نيز   مي1
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    :::: بازتاب محوري بازتاب محوري بازتاب محوري بازتاب محوري----2222

    ::::هاهاهاهاضابطهضابطهضابطهضابطه: : : : نكتهنكتهنكتهنكته

f:                                               ها xي بازتاب نسبت به محور  ضابطه (x , y ) (x , y)= − 

f:                                       ها yي بازتاب نسبت به محور  ضابطه (x , y ) ( x ,y)= − 

yي بازتاب نسبت به خط  ضابطه x=                                         :f (x , y ) (y , x)= 

y ي بازتاب نسبت به خط ضابطه x= −                                    :f (x , y ) ( y , x)= − − 

fخط : ي بازتاب نسبت به ضابطه  (x , y) ( x , y) : x= α − = α٢ 

fخط  : ي بازتاب نسبت به ضابطه (x , y) (x , y) : y= β− = β٢ 

 

x)تاب دايره باز ::::16161616مثالمثالمثالمثال ) y− + =٢ ٢
٢ x نسبت به خط١ =  ت؟ چيس٤

 

 

 

 

 

 

)Aاگر  ::::17171717تستتستتستتست☺☺☺☺ , )٢ y نسبت به خط Aي   و بازتاب نقطه٦ = Aي   نقطه٤ (k ,l)′ر  باشد، مقداk.lكدام است؟  

1 (8 2 (2- 3 (5 4 (4- 

 : پاسخ

A( , ) A ( , ( ) ) ( , )′→ − = −٢ ٦ ٢ ٤ ٢ ٦ ٢ ٢  

k
( , ) (k , l) k .l ( )

l

=
− = ⇒ ⇒ = − = −

= −

٢
٢ ٢ ٢ ٢ ٤

٢
 

 

xتصوير بازتاب خط  ::::18181818تستتستتستتست☺☺☺☺ y− =٣ ٢ y نسبت به خط ٤ x=   كدام است؟−

1 (x y− + =٣ ٢ ٤ � 2 (x y− − =٣ ٢ ٤ � 3 (x y+ − =٢ ٣ ٤ � 4 (x y− − =٢ ٣ ٤ � 

 : پاسخ

yي بازتاب نسبت به خط  ضابطه: راه حل x= T(x:  عبارتست از− , y) ( y , x)= −  : داريم−

x y y x
( y ) ( x ) x y

y x x y

′ ′= − ⇒ = − 
′ ′ ′ ′⇒ − − − = ⇒ − =

′ ′= − ⇒ = − 
٣ ٢ ٤ ٢ ٣ ٤  

 .ست استدر) 4(ي  پس گزينه

 

d انتقال يافته ي خط ′d::::19191919تستتستتستتست���� : x y+ =٢ T(x تحت تبديل ٣ , y) (x , y )= + −٢  نسبت ′d بازتاب خط ′′d مي باشد و ١

yبه خط  x=   كدام است؟′′dي خط  لهمعاد. باشد  مي−

 1 (x y+ =٢ ٦ 2 (x y+ + =٢ ٦ � 3 (x y− + =٢ ٦ � 4 (x y− =٢ ٦ 

x X
T(x ,y) (x , y ) (X , Y)

y Y

= −
= + − = ⇒

= +

٢
٢ ١

١
 

d : x y+ =٢ ٣ 
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d : (X ) (Y ) d X Y′ ′− + + = ⇒ = + =٢ ٢ ١ ٣ ٢ ٦ 
yي بازتاب نسبت به خط  ابطهض x= −: 

f (x , y) ( y , x)= − − 

y X
( y , x) (X ,Y)

x Y

= −
− − = ⇒

= −
 

d : x y′ + =٢ ٦ 

d : ( Y) ( X) d Y X′′ ′′− + − = ⇒ = + + =٢ ٦ ٢ ٦ � 

 

    : : : :  بازتاب مركزي بازتاب مركزي بازتاب مركزي بازتاب مركزي----3333

)Oاي مانندضابطه بازتاب نسبت به نقطه ::::نكتهنكتهنكتهنكته , )α βصورت زير است به : 

T(x, y) ( x, y)= α − β −٢ ٢ 

)o در حالت خاص كه ::::تذكرتذكرتذكرتذكر , )٠  : باشد آنگاه ضابطه به صورت زير است٠

T(x,y) ( x, y)= − − 
 

yقرينه سهمي ::::20202020مثالمثالمثالمثال x=٢
)o را نسبت به نقطه٨ , )١  . بيابيد٢

 

 

 

 

)Aي  بازتاب نقطه ::::21212121تستتستتستتست☺☺☺☺ k , k)− + −٢ xي   نسبت به مبدأ مختصات روي خط به معادله٤ y+ + =٣ ٤ ٢  kمقدار . باشد  مي�

 كدام است؟

1 (12 2 (10 3 (8 4 (14 

 : پاسخ

Aختصات  نسبت به مبدأ مAي  بازتاب نقطه (k , k)′ − +٢  kي خط قرار داده و   را در معادله′Aي  باشد، اكنون مختصات نقطه  مي٤

 .كنيم را حساب مي

(k ) (k ) k− − − + = ⇒ =٣ ٢ ٤ ٤ ٢ ١ ٢� 
 

 

)Mي  ي نقطه قرينه ::::22222222تستتستتستتست☺☺☺☺ , )−٢ )Aهاي  ركز ثقل مثلثي با رأس نسبت به م٣ , )١ )B و ١ , )٣ )C و ٤ , )٢   كدام است؟٤

1 (M ( , )′ +٢ ٩ 2 (M ( , )′ −٢ ٩ 3 (M ( , )′ − −٢ ٩ 4 (M ( , )′ −٢ ٩ 

 : پاسخ

 

A B C
G

A B C
G

x x x
x

x ( )
G G M

y y y y ( ) ( )
y

+ + + +
= = = α − = − =

′⇒ ⇒ 
+ + β − = − − =+ +  = = =



١ ٣ ٢
٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢٣ ٣

٣ ٢ ٢ ٣ ٣ ٩١ ٤ ٤
٣

٣ ٣

 مركز ثقل مثلث 
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Oاگر :  :  :  :  23232323تستتستتستتست���� ( , )−١ ٦ k)ي  ي خط به معادله  مركز تقارن باشد و تبديل ياقته٤ )x y k− + − =٤  O١ي   نسبت به نقطه�

 ست؟ كدام اkتغيير باشد، مقدار  بي

1 (
٢٨

٥
 2 (

٢٦

٥
 3 (

٢٧

٥
 4 (

٢٤

٥
 

 : پاسخ

بنابراين . كند ي آن نسبت به مركز تقارن خود خط است و هيچ تغييري نمي در صورتي كه خط از مركز تقارن بگذرد تبديل يافته

 :كنيم  را حساب ميk را در خط قرار داده و O١ي  قطهمختصات ن

(k ) ( ) k k k− + − − = ⇒ = ⇒ =
٢٨

٤ ٦ ٤ ٥ ٢٨
٥

� 

 

    :::: ضابطه دوران ضابطه دوران ضابطه دوران ضابطه دوران----4444

 :شود ه مي در جهت مثلثاتي به صورت زير نوشتαي   ي زاويه  ضابطه دوران حول مبدأ مختصات، به اندازه

cos sin x
T(x, y) (x cos ysin ,x sin ycos )

sin cos y

α − α   
→ = α − α α + α  α α   

 

 :در چند حالت خاص

T(x, y) ( y,x)

T(x,y) ( x, y)

T(x, y) (y, x)

α = ⇒ = −


α = ⇒ = − −
α = ⇒ = −

٩٠

١ ٨٠

٢٧٠

 

 

xدوران يافته بيضي ::::24242424مثالمثالمثالمثال y+ =٢ ٢
٢ ٣  . درجه بيابيد45 را نسبت به مبدا به اندازه ٥

 

 

 

 

 

 

 

xي  تصوير خط به معادله ::::25252525تستتستتستتست☺☺☺☺ y+ =٤ ٢ ٩٠ي   را تحت دوران حول مبدأ و زاويه١
مجموع طول و عرض . آوريم دست مي  به�

 ي تلاقي خط با تصويرش كدام است؟ نقطه

1 (
٣

٥
 2 (

٢

٥
 3 (

٥

١ ١
 4 (

١

٥
 

 : سخپا

x Y
T(x , y) ( y ,x) (X,Y) Y X

y X

=
= − = ⇒ ⇒ − =

= −
٤ ٢ ١ ي تصوير خط  معادله  

x y x y
y , x

x y x y

× − + = − + = 
⇒ ⇒ = = ⇒ + = = 

+ = + = 

٢ ٢ ٤ ١ ٤ ٨ ٢ ٣ ١ ١ ٣ ٤ ٢

٤ ٢ ١ ٤ ٢ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٥
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O

O

xي  خط به معادله ::::26262626تستتستتستتست☺☺☺☺ y+ =٤ ٦ θي   را حول مبدأ، تحت زاويه٨ = ٩٠
 عرض از مبدأ تصوير كدام است؟. دهيم  دوران مي�

1 (3 2 (2- 3 (2 4 (3- 

 ؛)3ي  گزينه: پاسخ

Xي تصوير خط   معادله
Y

=
→ = ٢

�x Y
T(x , y) ( y,x) (X,Y) Y X

y X

=
= − = ⇒ ⇒ − =

= −
٤ ٦ ٨ 

 

'oA: باشند آنگاهk با نسبت تجانسO تجانس يافته يكديگر نسبت به نقطه′A,A اگر:::: تجانس تجانس تجانس تجانس----5555 k(oA)= → 

 

k).  در يك طرف مركز تجانس است و يعني تجانس مستقيم استA',A شكل، 2 در هر ::::نكتهنكتهنكتهنكته )> � 

 

 

 

kتجانس انبسط است   > ١                 k< <  . تجانس انقباض است�١

 

k).  مركز تجانس است و يعني تجانس معكوس است در طرفينA',A شكل، 2 در هر  )< �. 

 

 

           k− < <١ �                                   k < −١ 
 . تجانس انبساط وارون است                                                              .تجانس انقباض وارون است 

 

kاگر  =  . تجانس تبديل هماني است١

kاگر  = ١ تجانس معادل تقارن مركزي يا دوران ١− ٨٠
 . است�

 

| طول را با ضريب k تجانس با نسبت::::نكتهنكتهنكتهنكته k  . دهد  تغيير ميk٢ و مساحت را با ضريب |

 

ABاگر درشكل زير     ::::27272727مثالمثالمثالمثال ,A B′ ′= =٣  . باشد نسبت تجانس را بيابيد٦

 

 

 

 . داده شده رسم كنيد با نسبتOي زير را به مركز  هاي هاشورخورده مجانس هر يك از شكل ::::28282828مثالمثالمثالمثال

k)) الف )= ٣ 

 

 

 

k)) ب )=
٤

٥
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O

O

k)) ج )= −٣ 

 

 

k)) د )= −
١

٢
 

 

xي   به معادلهFمجانس شكل  ::::29292929تستتستتستتست☺☺☺☺ y+ =٢ ٢
k مبدأ و نسبت تجانس  با مركز تجانس٤ = ٢ ، داراي كدام مساحت ٢

 است؟

1 (π٢٤ 2 (π١ ٨ 3 (π١ ٦ 4 (π٣٢ 

 : پاسخ

xي  توجه شود كه معادله y+ =٢ ٢
 . است2اي به مركز مبدأ و به شعاع  ي دايره ه، معادل٤

S R ( ) S k .S ( ) ( )′= π = π = π ⇒ = = π =٢ ٢ ٢
٤ ٤ ٢ ٢ ٤ ٣٢  

 

,T(x: اش به صورت ضابطه تجانس وقتي مركز تجانس مبدأ مختصات ::::نكتهنكتهنكتهنكته y) (kx,ky)=است . 

 

yتجانس يافته خط ::::30303030مثالمثالمثالمثال x= +٢  اي دارد؟ چه معادله3 نسبت به مبدا و با نسبت تجانس ١

 

 

 

)Aتجانس يافته نقطه  ::::31313131مثالمثالمثالمثال , )١ )O نسبت به نقطه3 با نسبت تجانس ٢ , )٢  باشد؟اي ميچه نقطه٣

 

 

 

W ضابطه تجانس وقتي مركز تجانس نقطه ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه
α

β
,T(x است به صورت  y) (k(x ) ,k(y ) )= − α + α −β + βاست . 

اگر هذلولي ::::32323232مثالمثالمثالمثال
y x

− =
٢ ٢

١
٢ ٨

)o نسبت به نقطه2 را با نسبت تجانس  , )٢  .تبديل كنيم،شيب مجانبهاي جديد را بيابيد٣

 

 

 .المركزين است  دايره در صفحه، مجانس يكديگرند و مركز تجانس روي خط2  هر ::::نكتهنكتهنكتهنكته

هاي داخلي، مركز تجانس  و محل برخورد مماس مشترك) S( دايره مركز تجانس مستقيم 2 هاي خارجي  محل برخورد مماس مشترك

 .باشد مي) 'S(معكوس 

R '
k

R

ــه   ــعاع مجــانس يافت  ش

ــه  ــره اولي ــعاع داي  ش

→
=

→
 

So ' S'o '
k, k

So S'o
= =  

www.mehdimath.blogfa.com



 كهنسال رضا : يمظتهيه و تن                                                           لاتتبدي

 

84

′OOاگر . شندبا  مي5 و 3هاي   مركز دو دايره به شعاع′O و O ::::33333333تستتستتستتست☺☺☺☺ = ١ ي مركز تجانس معكوس اين دو   باشد، فاصله٢

 تر چند است؟ دايره از مركز دايره به شعاع بزرگ

1 (7 2 (5/7 3 (8 4 (5/8 

 : پاسخ

SO R

SO R
= =

′ ′

٥

٣
 

SO
SO /

OO
= ⇒ =

′

٥
٧ ٥

٨
 

 

تر  ي بزرگ ي مركز تجانس مستقيم دو دايره تا مركز دايره  فاصله10زين المرك  و خط6 و 4هاي  در دو دايره به شعاع ::::34343434تستتستتستتست☺☺☺☺

 كدام است؟

1 (15 2 (30 3 (18 4 (20 

 : پاسخ

 محل Pاگر . گيريم دو دايره مماس خارجي هستند المركزين است نتيجه مي كه مجموع دو شعاع برابر طول خط با توجه به اين: راه حل

 : مركز تجانس دو دايره خواهد بود، داريمPگاه  هاي خارجي دو داير باشد، آن  مماس مشتركتلاقي

PO O T PO PO OT O T
OT || O T

PO OT PO OT

ــيل از  تفضـــ

 صورت    

′ ′ ′ ′ ′ ′− −
′ ′ ⇒ = → =  

PO
PO

−
⇒ = ⇒ =

١ ٠ ٦ ٤
٣٠

٦
 

 

)A اگر نقاط::::35353535))))مهممهممهممهم((((مثالمثالمثالمثال , ),A ( , )′١ ٢ ٣ ٦:  

 

 .نتقال را بيابيدانتقال يافته يكديگر باشند بردار ا: الف

 

 

 

 . باشند آنگاه معادله محور بازتاب را بيابيدLقرينه يكديگر نسبت به خط: ب

 

 

 

 

 

 

 . باشند آنگاه مركز تقارن را بيابيدOقرينه يكديگرنسبت به نقطه: ج
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M

∆∆∆∆

′′′′∆∆∆∆

)Aي  بازتاب نقطه ::::36363636مثالمثالمثالمثال , )+٢ : را نسبت به خط ٢ x y∆ + + =٨  .دست آوريد  به�

 :1روش

 

 

 

 

 

 

 

 

 :2روش

A(xي    بازتاب نقطه::::نكتهنكتهنكتهنكته , y )١ l نسبت به خط ١ : ax by c+ + = Aي   نقطه� (x ak , y bk)′ − −١ ١٢  كه  طوري به.  است٢

ax by c
k

a b

+ +
=

+

١ ١

٢ ٢
 . 

 

ax by c ( ) ( )
k

a b ( ) ( )

+ + + + +
= = = =

+ +

١ ١

٢ ٢ ٢ ٢

١ ٢ ١ ٢ ٨ ١ ٢
٦

٢١ ١

 

A (x ak ,y bk) ( ( )( ), ( )( )) ( , )′ = − − = − + − = − −١ ١٢ ٢ ٢ ٢ ١ ٦ ٢ ٢ ١ ٦ ١ ٠ ١ ٠  

A ( , ) :′ = − − ∆١ ٠ ١ ٠ A نسبت به خط    بازتاب 

 

)Aي  تحت يك بازتاب محوري نقطه ::::37373737مثالمثالمثالمثال , )− −٣ Aي   روي نقطه١ ( , )′ ٣ )Bي   تصوير شده تصوير نقطه٥ , )١  تحت اين ٥

 اي است؟ بازتاب چه نقطه

 

 

 

 

 

 

 

)Mي  ي خطي كه از نقطه معادله: : : : 38383838تستتستتستتست���� , )٢ : عبور كرده و بازتابش نسبت به خط ٣ x y∆ + − =٣ ٢ ٤  بر خودش منطبق �

 شود، كدام است؟

1 (x y+ − =٢ ٣ ٥ � 2 (x y− + =٣ ٢ ٥ � 3 (x y− + =٢ ٣ ٥ � 4 (x y− − =٢ ٣ ٥ � 

 . بر خودش منطبق است∆ عمود باشد بازتابش نسبت به ∆ بگذرد و بر Mخطي كه از : پاسخ

  m∆ = −
٣

٢
m     و      ′∆ =

٢

٣
 

  y (x ) y x x y− = − ⇒ − = − ⇒ − + =
٢

٣ ٢ ٣ ٩ ٢ ٤ ٢ ٣ ٥
٣

� 

)A اگر دو نقطه::::39393939مثال مهممثال مهممثال مهممثال مهم , ),A ( , )′١ ١ ٣ )B و همچنين٣ , ),B ( , )′ −٢ ٣ ٤ ١: 
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 .ران را بيابيد باشند آنگاه مركز دوOدوران يافته يكديگرنسبت به نقطه: الف

 

 

 

 

 

 

 

 

 . باشند آنگاه مركز تجانس را بيابيدOتجانس يافته يكديگرنسبت به نقطه: ب
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    ::::تركيب تبديلاتتركيب تبديلاتتركيب تبديلاتتركيب تبديلات: : : : نكتهنكتهنكتهنكته

 .تركيب دو يا چند انتقال، يك انتقال است* 

 

 . خط موازي، يك انتقال است2 بازتاب نسبت به 2نتيجه تركيب * 

 

 

 

 

 .α٢ي  ي زاويه سازند، دوراني است به اندازه  ميαي   خط متقاطع كه با هم زاويه2 بازتاب نسبت به 2نتيجه تركيب * 

 

x x
α

= α → =٢
٢

 

AMA x
∧

= = α٢ ٤ ٢  

 

 :در حالت خاص* 

αاگر  = ٩٠
١ يا دوران -1 بازتاب نسبت به دو خط متعامد، يك تقارن مركزي يا يك تجانس با نسبت 2 باشد تركيب � ٨٠

 . است�

 

 

 

 

 

BA٢ي بردار  ، انتقالي است به اندازهAي   ، پس نسبت به نقطهBي   تقارن مركزي، ابتدا نسبت به نقطه2نتيجه تركيب * 
����

. 

 

 

 

   

BA٢    انتقال به اندازه بردار   
����

 

αو با يك مركز، يك دوران است به زاويه  α,βتركيب دو دوران با زاويه هاي + βو همان مركز. 

 

kهاي  تركيب دو تجانس متوالي با نسبت* ,k٢ k تجاسن با همان مركز و نسبت تجانس o نسبت به مركز ١ k١  . است٢

 

٥٠ تركيب دو دوران هم مركز به زواياي  ::::40404040تستتستتستتست☺☺☺☺
١ و � ٣٠

  كدام است؟�

 )3( و )1(ي  گزينه) 4 تجانس) 3 انتقال) 2 تقارن مركزي) 1 
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 : : : : نكتهنكتهنكتهنكته

١توانند تحت يك انتقال يا دوران   خط مي2خط موازي باشند، 2اگر  ٨٠
 .باشد  يا بازتاب محوري بر هم منطبق مي�

 

 

 

 

 

 

 .توانند تحت يك دوران با يك بازتاب محوري بر هم منطبق شوند  خط مي2 خط متقاطع باشند، 2همچنين اگر 

 

 

 

 

 

:دو خط  ::::41414141مثالمثالمثالمثال x y∆ + − =٣ ٤ ١ x و � y+ + =٤ ٣ ٢  .ي محور تقارن را بيابيد معادله. ديگرند  بازتاب يك�

 

 .)اند دو خط ناموازي. (توانند محور تقارن باشند سازهاي بين دو خط مي نيم: پاسخ

ax by c a x b y c x y x y
x y ( x y )

a b a b

′ ′ ′+ + + + + − + +
= ± ⇒ = ± ⇒ + − = ± + +

′ ′+ + + +٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢

٣ ٤ ١ ٤ ٣ ٢
٣ ٤ ١ ٤ ٣ ٢

٣ ٤ ٤ ٣

 

x y x y x y+ ⇒ + − = + + ⇒ − + − =٣ ٤ ١ ٤ ٣ ٢ ٣ � ي محور تقارن دلهمعا  

x y x y x y− ⇒ + − = − − − ⇒ + + =٣ ٤ ١ ٤ ٣ ٢ ٧ ٧ ١ � ي محور تقارن ديگر   معادله  

 

x تحت يك بازتاب تصوير خط : : : : 42424242تستتستتستتست���� y+ − =٣ x خط � y+ + =٣  باشد؟ كدام خط محور تقارن آن مي. باشد  مي�

 1 (x y+ = � 2 (x y− = � 3 (x y+ = ٦ 4 (x y− = ٦ 

x y
: x y x y

x y

+ − = −
⇒ ∆ + + = ⇒ ∆ = + =

+ + =

٣ ٣ ٣

٣ ٢

�
� �

�
 

 

 

 ::::نكتهنكتهنكتهنكته

تحت اين تبديل، ابتدا دوران يافته و پس تحت   تركيبي از يك انتقال و يك دوران است و يك شكل بدون جدا شدني از صفحه،::::لغزشلغزشلغزشلغزش

 .يابد برداري دلخواه انتقال مي

 .هاي ديگر است  زير، هر شكل، لغزش يافته شكلدر
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 .خط بر آن منطبق است خط و ديگري خطي كه پاره خط دو محور تقارن دارد، يكي عمودمنصف پاره يك پاره ::::نكتهنكتهنكتهنكته

 . محور تقارن داردn ضلعي منتظم nهر * 

 .يت محور تقارن داردنها هر خط بي* 

 .خط يك مركز تقارن دارد پاره* 

 . فرد باشد، مركز تقارن نداردn زوج باشد يك مركز تقارن و در صورتي كه n ضلعي منتظم در صورتي كه nهر * 
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